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SQ‘ZBOSHI

Oliy o™quv yurtlarida oliy matematika, yo”™nalishlarga garab
u yoki bu hajmda o‘gitiladi. Oliy matematikani o‘gitishdan
ko'zlangan asosiy magsad: bir tomondan :shu -tanning asosiy
lushunchalari, tasdiglari, turli usullari hanida, bgshga matematik
ma’lumotlar bilan tanishtirish boisa, ikkinchi tomondan amaliy
masalalarni matematik usullar yordamida yechishga o‘rgatishdan
iborat. Ayni paytda talabalami mantigiy fikrlashga o‘rgatish ham
oliy matematikaning vazifalaridan biri hisoblanadi.

O'zbekistonda kadrlar tayyorlash tizimini tubdan isloh
gilish jarayonida talabalami o'quv materiallari bilan, aynigsa darslik
va 0‘quv go'llanmalari bilan ta’minlash muhim ahamiyatga ega.

Oliy matematika kursi bo’yicha turli darajada yozilgan va
magsad hamda yo'nalishlari xilma-xil bo‘lgan qator darslik va
o'quv goilanmalari mavjud. Ammo davlat ta’lim standartlari o*‘quv
dasturlarini zamon talablariga moslashtirishni va gayta ko4ib
chigishni tagozo etadi.

Mazkur qoilanma davlat ta’lim standartlari asosida
yozilgan bo'lib, u ma’lum tartibda ma’ruza va paragraflarga ajratilib
bayon etilgan.

Oliy matematikada o‘rganiladigan mavzulami hajmi katta
bo'Imagan ma’ruza va paragraflar bo‘yicha yozilishi talabalarga
mavzu mazmuni va mohiyatini chuqurroq anglashga yordam beradi
deb oylaymiz.

Ushbu go4lanma 53 ta ma’ruzadan iborat bodib, ularda
sonlar o4i, Dekart va qutb koordinatalari sistemasi, determinantlar
va matritsalar, ular yordamida tenglamalar sistemasini yechish,
vektorlar va kompleks sonlar, tekislikda to”ri chizig va uning turli
ko'rinishdagi tenglamalari, ikkinchi tartibli egri chiziglar, bir
o'zgamvchili funksiya, uning hosila va differensiallari, Teylor
formulasi, differensial hisobning tatbiglari, funksiyaning”™ anigmas
va aniq integrallari, aniq integrating tatbiglari, gatorlar, fazoda
koordinatalar sistemasi, fazoda tekislik va to‘g4i chizig, ikkinchi
tartibli sirtlar, fazoda vektorlar va ulaming ba’zi tatbiglari, vektorlar
analizining elementlari, ko'p o'zgaruvchili funksiya limiti,
uzluksizligi, hosila va differensiallari, karrali integrallar, birinchi
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tartibli va ikkinehi tartibli oddiy differensial tenglamalar, egri
chizigli integrallar, sirt integrallari, maydonlar nazariyasining
elementlari, matematik fizikaning ba’zi bir tenglamalari, ehtimollar
nazariyasining asoslari mavzulari bayon etilgan.

Dastlabki ma’ruzalarda haqgigiy sonlar, tenglamalar va
tengsizliklar hagida qisqacha ma’lumotlar keltirildi.  Ular,
fikrimizcha “elementar matematika”dan oliy matematikaga o ‘tishda
“ko‘prik” vazifasini bajaradi.

Qo‘llanmani yozishda biz quyidagilarga:

1) har bir mavzuning ravon, ixcham, matematik gat’iylik
bilan bayon etilishiga;

2) mavzulaming bir-biriga uzviy bog‘liklikda, ma’lum
ketma-ketlikda, kerakli isbotlar bilan yoritilishiga;

3) turli amaliy masalalami yechishda matematik usullaming
tatbiglariga e’tibomi garatdik.

Ma’lumki, oliy matematikaning turli sohalarga tatbiq
doirasi nihoyatda keng. Aynigsa, fizika, mexanika masalalarini,
shuningdek texnik hamda igtisod masalalarini yechishda matematik
usullardan har doim foydalaniladi.

Kitobda oliy matematikaning tatbiglariga misol va
masalalar gisman keltirilgan bo‘lib, mualliflarning rejalariga ko‘ra
yoziladigan «Oliy matematikadan masalalar to‘plami» da kengroq
va batafsii to‘xtab o‘tilish ko'zda tutilgan. Shuni ham aytish
kerakki, ko'p yillar davomida mualliflarning mazkur kurs bo‘yicha
o‘gigan ma’ruzalari kitobni yozish jarayonida katta yordam berdi.

Kitob go‘lyozmasini sinchiklab o‘gib, uni ilmiy va uslubiy
jihatdan yaxshilanishiga o‘z hissasini go‘shgan O'zbekiston Milliy
universiteti Mexanika-matematika fakulteti “Matematik analiz”
kafedrasi professori X.T.Mansurovga mualliflar tashakkur izhor
etadilar.

Mualliflar



1-MA’RUZA

Hagiqiy sonlar
Hagigiy sonlar to‘plami.
Hagigiy sonning absolyut giymati

Son tushunchasi matematikaning muhim tushunchalaridan
biri. Ular
1) natural sonlar (1,2,3,¢e¢)>
2) butun sonlar (..., -2, -1,0, 1, 2,...),
3) ratsional sonlar (oddiy va o‘nli kasrlar),
4) irratsional sonlar
boMishi mumkin. Bunday sonlar, ular ustida bajariladigan amallar,
amallaming bajarilish qoidalari o‘quvchiga maktab, kollej va
litseylarda o‘gitiladigan matematika fanidan ma’lum.
Oliy matematika kursi davomida ko‘p hollarda hagiqiy
sonlarga duch kelamiz. Shuning uchun hagigiy sonlar hagidagi
asosiy ma’lumotlarni gisqacha bayon etamiz.

1.1. Ratsional va irratsional sonlar

Ma’lumki, — ko‘rinishida ifodalaniladigan son ratsional
4
son deyiladi, bunda p - butun son, g-esa natural son bo‘lib, ular

o‘zaro tub, ya’ni (p,q)=I. Ravshanki, oddiy kasrlar ratsional son
boiadi.

Agar — kasrning maxraii 10, 100, umuman 10 ning natural
A

darajalari (10") bo'lsa, bunday oddiy kasr o‘nli kasr deyiladi.
Masalan,

2 L _£ - oddiy kasrlar,
2 17 11 9
L=o,7, — =11,2, — =0,23 -o"nli kasrlar boUadi.
10 10 100
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— ratsional son - oddiy kasr berilgan bo‘lsin. Boiish
A
goidasidan foydalanib p butun sonni g natural songa boiamiz.

Agar bo‘lish jarayonida biror gadamdan keyin qoldiq nolga teng

bo'lsa, u holda bo'lish jarayoni to'xtab, — kasr o‘nli kasrga
A

aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr chekli o*nli kasr deyiladi.

p ni g ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etib, ma’lum
gadamdan keyin yugorida aytilgan qoldiglardan biri yana bir marta
uchrashi, so‘ng undan oldingi ragamlar mos ravishda takrorlanishi
mumkin. Odatda, bunday o‘nli kasr cheksiz davriy o‘nli kasr
deyiladi. Takrorlanadigan ragamlar (ragamlar birlashmasi) o‘nli
kasming davri deyiladi.

53
Masalan, % ratsional son 1,4722..=1,47(2) onli
kasrga keladi. Bu cheksiz davriy o‘nli kasr bo‘lib, uning davri 2 ga
teng: & =1,47(2).
9 % (2)
v Demak, har ganday — ratsional son chekli o‘nli kasr yoki
A

cheksiz davriy o‘nli kasr orgali ifodalanadi.
Aksincha, har ganday chekli o ‘nli kasmi yoki cheksiz

davriy o‘nli kasmi — ko‘rinishida ifodalash mumkin.

g
Masalan,
1’03:1_3 103
100 100
3
0,(3) —0,3333... 0+ — — ~H— —+ — 10 _3_10_1
10 102 103 11 10 9 3
10

(bunda cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning yig‘indisini
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lopish formulasidan foydalanildi) boiadi.

Demak, har ganday chekli yoki cheksiz davriy o'nli kasr
ratsional son orgali ifodalaniladi.

Shunday qilib, ixtiyoriy ratsional son chekli yoki cheksiz
davriy o'nli kasr orqgali va aksincha, ixtiyoriy chekli yoki cheksiz
davriy o'nli kasr ratsional son orgali ifodalanadi.

Ammo cheksiz davriy bo'lmagan o‘nli kasrlar ham mavjud.
Masalan,

1,1010010001...,  1,4142135..., 2,7182818...

sonlar cheksiz davriy bo‘Imagan o'nli kasrlar bo'ladi (bu sonlardan

ikkinchisi yjl ni, uchinchisi esa e sonini ifodalaydi). Ravshanki,

bu sonlar ratsional sonlar bo‘Imaydi.
Ta’rif. Cheksiz davriy bo'Imagan o hli kasr irratsional son
deyiladi. Masalan,

1,4142135... = >/2, 3,141583... = T, 2,718281...=¢
sonlar irratsional sonlardir.

1.2. Hagigiy son. Hagiqgiy sonlar to*‘plami va
uning xossalari

Ta’rif. Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom bilan
hagiqiy sonlar deyiladi.
Masalan,

-2, 7™, -3, 02,7,
2

sonlar haqgigiy sonlardir.

Odatda, matematikada turli matematik obyektlami,
jumladan hagigiy sonlami, alohida-alohida o°‘rganilmasdan,
ulaming bir nechtasini birgalikda o‘rganiladi. Bu to‘plam
tushunchasiga olib keladi.

To‘plam matematikaning boshlang‘ich tushunchalaridan
bo‘lib, uni narsalaming ma’lum belgilar bo'yicha birlashmasi
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, 2, 4, 6 sonlardan tashkil
topgan to‘plam, bir nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglardan tashkil
topgan to‘plam deyilishi mumkin. To‘plamni tashkil etgan
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narsalami uning elementlari deyiladi.

Biz hagigiy sonlardan tashkil topgan to'plamlanu garaymiz.
Ular sonli to‘plamlar deyiladi. Bundan keyin sonli to‘plam deyish
0°‘miga gisgacha to‘plam deb atayveramiz.

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan uning
elementlari esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, A,B ,...

to‘plamlar, a , b to‘plam elementlari.

Agar a biror A to‘plamning elementi bo‘lsa, a e A kabi
yoziladi va «a element A to‘plamga tegishli» deb o‘giladi. Agar
a shu A to‘plamga tegishli bo‘lmasa, uni a €A kabi yoziladi va
«a element A to‘plamga tegishli emas» deb o‘giladi.

Odatda, barcha natural sonlardan iborat to‘plamni N harfi:

N ={1,2,3,.},
barcha butun sonlardan iborat togplamni Z harfi:
z={..,-2,-10,1,2,...},
barcha ratsional sonlardan iborat to‘plamni Q harfi:

Q="'-peZ, gqeN, (/?2,M) =1],

barcha haqigiy sonlardan iborat to‘plamni R harfi bilan
belgilanadi.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan boisa,
u chekli to‘plam, aks holda cheksiz to‘plam deyiladi.
Masalan,

A ={2,4,6,8,10,12,14}
chekli to‘plam,
N ={1,2,3,

cheksiz to‘plam bo'ladi.

Shuni ta’kidlash kerakki, to‘plamni tashkil etgan elementlar
orasida aynan bir-biriga teng bo‘lgan elementlar to‘plamning
elementi sifatida fagat bir martagina olinadi.

Aytaylik, ikki E va F to‘plamlari berilgan bo‘lsin. Agar
E to‘plamning barcha elementlari F to‘plamga tegishli bo‘lsa, E



lo'plam F to‘plamning gismi deyiladi va E a F kabi yoziladi.
Masalan,

N czZ czOczR
lio'ladi.

Agar Ea F va F a E bo‘lsa, E va F bir-biriga tehg
lo'plamlar deyiladi va E =F kabi yoziladi.

E va F to‘plamlaming barcha elementlaridan tashkil
topgan to‘plam, bu to‘plamlar yig‘indisi (birlashmasi) deyiladi va
li F kabi belgilanadi. E va F to'plamlaming barcha umumiy
elementlaridan tashkil topgan to‘plam, bu to‘plamlaming ko‘payt-
ntasi (kesishmasi) deyiladi va E N F kabi yoziladi. E to‘plam-
uing F to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan tashkil
topgan to‘plam E to‘plamdan F to‘plamning ayirmasi deyiladi va
E\ F kabi yoziladi.

Masalan,

r*={1,25,8,11,13}
B={2,4,6,8,10,12}
U”plamiar uchun
AvjB ={1,2,4,5,6,8,10,11,12,13},
AnB ={2,8},
A\B ={1,5,11,13},
B\A ={4,6,10,12},
sliuningdek,
Nuz =Z,Nr\Z=N,z\iv={.-3,-2,-1,0}
bo‘ladi.
Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to'plam bo‘sh
to‘plam deyiladi va 0 kabi belgilanadi.
Odatda, chekli A to‘plam elementlari soni m(A) orgali
belgilanadi.

1-misol. Dunyo okeanida 19 ta suvosti chuqurliklari
rma lum, ularning chuqurligi 7 km. dan oshadi. Ulardan 16 tasi
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Tinch va Hind okeanlarida, 4 tasi Hind va Atlantika okeanlarida.
Har bir okeanda nechtadan suvosti chugurliklari bor?

Yechilishi. A to‘plam bilan Tinch va Hind okeanlaridagi
suvosti  chuqurliklarini, B to‘plam bilan Hind va Atlantika
okeanlaridagi suvosti chuqurliklarini belgilaymiz. Masala shartiga

ko‘ra m(A) =16, m(5) =4 bo‘ladi.  Ayni paytda
T(Nn5) =19 ekanligi ma’lum. Ravshanki Hind okeanidagi

suvosti chuqurligi A O1B to‘plamni tashkil etadi. Bu to'plamning
elementlari quyidagicha topiladi:

m(Ar\B) =m(A)+T(B)- T(An B)=16+4-19 =1
Shunday qilib, Hind okeanida 1 ta, Tinch okeanida 15 ta, Atlantika
okeanida 3 ta suvosti chuqurliklari bor ekan.

Endi barcha haqgigiy sonlardan iborat bo‘lgan R
to‘plamning xossalarini keltiramiz:

1) R toplamda (to p/am elementlari orasida) qo'shish,
ayirish, kopaytirish, bo'lish, darajaga ko Parish, ildiz chigarish
amallari kiritilgan bo 1ib, bu amallarning bajarilish goidalari ham
o finli bo (adi\

2) R toplamda (toplam elementlari orasida) ieng, Katta,
kichik tushunchalari Kiritilgan. Ixtiybriy a <€R, be R, ceR
hagiqiy sonlar uchun

a=b,yoki a>b,yoki a <b
bo 1ib, a <b, b <c bo fishidan a <c bo'lishi kelib chigadi;

3) R zich toplam bo 4adi, ya hi ixtiyoriy agR, bgR

hagigiy sonlar uchun adgb bo 1sa, n holda a va b sonlar orasida

istalgancha hagigiy son bo iadi.
2—misol. Agar r- ratsional, a - irratsional son bo‘sa,

r +a sonning irratsional son bo #ishi isbotlansin.
Yechilishi. Berilgan r va a sonlaming yig‘indisini /?
deylik: f}~r +a. Ravshanki, bu tenglikdan a~/3-r boiishi

kelib chigadi.
Faraz gilaylik, p ratsional son bodsin. Unda f3~r soni,

ikki ratsional son ayirmasi yana ratsional son bo'lganligi uchun



ratsional. son bo‘ladi; /3.-r =a ratsional son. Bu esa berilishiga
ko'ra a ning irratsional son boiishiga ziddir. Ziddiyatning kelib
chigishiga ft ning ratsional son bo‘lsin deyilishi sabab bo’ldi.

Demak, (3 irratsional son.

1.3. Soular o‘qgi. Sonlarni geometrik tasvirlash

To'g'ri chizig va bu to‘g‘ri chizigda biror nugta olib, uni O
harfi bilan belgilaymiz (L-chizma).

(B
v

|------m--- 1 -1 |
« 0 a

1-chizma

Bu O nugta nol sonining geometrik tasviri deyiladi. O
nugta to‘g‘ri chizigni ikki nurga ajratadi. O nugtadan o°‘ng
lomondagi numing yo‘nalishini musbat, chap tomondagi numing
yo'nalishini manfiy deb garaymiz. So'ng o'lchov birligi (uzunligi 1
ga teng kesma) ni olamiz.

Natijada yo‘nalishga ega bo‘lgan to‘g‘ri chizig, O nugta va
o'lchov birliklaridan iborat sistema hosil bo‘ladi. Uni sonlar o‘qi
deyiladi.

0 ‘“Ichov birligi deb gabul gilingan a kesmani O nugtadan
boshlah, sonlar o‘gining 0‘ng tomoniga joylashtira boramiz. Uni bir
marta joylashtirganda bir uchi O nugtada bo'lib, ikkinchi uchi
aniglagan nugta 1 sonining geometrik tasviri boiadi. Shu tarzda
birlik kesmani ikki marta, uch marta va h.k. marta joylashtirib
sonlar o“gida 2, 3 va h.k. sonlaming geometrik tasvirlari topiladi.

Xuddi shunday usul bilan birlik kesmani O nugtadan chap
tomondagi nurga joylashtira borib -1, -2, -3, va h.k. sonlaming
geometrik tasvirlari aniglanadi (2-chizma).

! N S— y— B W SU— *

3 -2 -1 0 ‘1 2 5/2 3

2-chizma
‘1



Aytaylik, garalayotgan son ratsional son boMsin; masalan,
~ . Bu sonni tasvirlovchi nugtani topish uchun awal o'lchov

birligini O nugtadan o‘ng tomonga ikki marta joylashtirib, ikki
sonni tasvirlovchi nugta topiladi, sogra bu nugtadan boshlab

oichov birligining gismini go‘yib, sonni  geometrik

ifodalovchi nugta topiladi (2-chizma).

Umuman ratsional sonlar to'plami O dan olingan har bir
ratsional songa to4y‘ri chizigda bitta nugta mos keladi. Birog, sonlar
o‘gida shunday nugtalar borki, ular birorta ham ratsional sonning
tasviri boimaydi. Masalan, VIO sonini olaylik (bu son irratsional

son boiadi). Tomonlari 3 va 1 ga teng bodgan to'g'ri
to'rtburchakni garaymiz (3-chizma).

3-chizma

Bu to'g'ri to'rtburchakning OB diagonali, Pifagor teoremasiga
ko'ra 0OB2=0C2+BC2 bo4ib,

OB=40C +BC2=n/9+1=>/I0 bo‘ladi. Sirkulning uchini O
nugtaga go'yib, radiusi OB ga teng bo‘lgan aylana chizilsa, bu
aylana sonlar ojini D nugtada kesadi. Ravshanki, OB = OD .

Demak, 10 soni geometrik tasvirlovchi nugta D nugta
bo‘ladi.

Sonlar o‘gida shu kabi nugtalar cheksiz ko‘p bo‘lib, ular
irratsional sonlaming geometrik tasvirlari boiadi. Ma’lumki, barcha
ratsional hamda barcha irratsional sonlardan tashkil topgan to‘plam
hagigiy sonlar to‘plami boiib, u R harfi bilan belgilangan edi.

Ko‘rsatish mumkinki, (u maxsus adabiyotlarda, masalan [2]
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(la isbotlangan) liar bir hagigiy songa sonlar o‘gida bitta nugta ".a
aksincha, sonlar o‘gidagi har bir nugtaga bitta hagigiy son mos
keladi. Bu haqgigiy sonlar to‘piami R bilan sonlar o‘gining
uugtalari to‘plami orasida o‘zaro bir giymatli moslikda ekanligini
bikliradi.

Kelgusida to‘g‘ri chizigning nugtasi deganda hagigiy sonni,
hagiqiy son deganda to'g‘ri chizigning nuqgtasini tushunamiz.

Endi ba’zi-bir sonlar to‘plamlarini Kkeltiramiz, ulardan,
kelgusida ko‘p foydalamladi.

Aytaylik, aeR , be R sonlar berilgan boiib, a<b
bo'lsm.

a,b va ular orasidagi barcha hagigiy sonlardan tashkil

topgan to'plam segment deyiladi va [tf,/?] kabi belgilanadi:
[a,b\={xeR:a<x<b\
Xuddi shunga o‘xshash ushbu (a,6),  (i,6], [a,b),

lo'plamlar quyidagicha ta’riflanadi:
(a,b) ={xe R:a<x<b) -interval,

[a,b) ={x e R :a<x <b) -yarim interval,
(a,b\ ={xe R:a <x <b) -yarim interval.

Bunda a va b sonlar [a,b], (a,b), [ab) va [a,b\
to‘plamlaming chegaralari deyiladi. Shuningdek
\a,+co) ={xeR'.x>a),

(-00,a) - [xe R:x<a),
(-00,+00) =R

deb garaymiz.
1.4. Sonning absolyut giymati va uning xossalari
Biror x haqigiy sonni (xei?) qaraylik. Bu son musbat

(x >0), rnanfiy (x <0) yoki x =0 bo‘lishi mumkin.
13



Agar .*>0 boUganda shu n gateng, n'<0 boigandashu
songa garama-garshi -x ga, x=0 bo'lganda 0 ga teng
boiadigan son x ning absolyut giymati deyiladi va |x| kabi
belgilanadi. Demak,

m, j X agar x>0,

[-x, agar x <0.
Masalan, [7| =7, |-2] =-(-2) = 2, =
Sonning absolyut giymati quyidagi xossalarga ega:
1) Ixtiyoriy x haqgigiy son uchun
IX| >0, x| =—xj, x <[x], -x <[]
munosabatlar o ‘rinli,
2) Agar x hagigiy son
Ix<a (a>0)
tengsizlikni ganoatlantirsa, u
-a <x <a
tengsizliklami ham ganoatlantiradi va aksincha.
3) Agar x haqgigiy son
IX| >a
tengsizlik ganoatlantirsa, u
X>a,x<-a
tengsizliklami ham ganoatlantiradi va aksincha.
4) Ikki x va y hagiqiy sonlar uchun
a) |x+M<[x|+[iH,
b) [x->1>|x|~[>>],
d) [X-J7 = X1,
X

€)

bo‘ladi.
5) Ushbu

14



nmnosabat o'rinli.
3-Misol Agar a,h,c: hagigiy sonlar uchun a>b>c
Ini'lsa,
la- +]|c- a- B
hi/iilsin.
Yechilishi. Ravshanki, a>b boigani uchun a-b> 0
Im'lib,
\a-b\- a-b
boiadi, a >c boigani uchun ¢c—a< 0 bo‘lib,
c-a\ - H{c—a)=a-c
bo'ladi, b > ¢ bo‘lgani uchun fr-c>0bo ‘lib
\b-c\=b-c
boiadi. Demak,
\ci-b\ +\c-a\-\b-c\ =a-b +a-c-(b-c) =2(a-b).

1.5. Matematik belgilar

Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z va so‘z birikmaiari
o'mida maxsus belgilar ishlatiladi:

1) «agar ... boisa, u holda ... boiadi iborasi «=>» belgi
orgali yoziladi;

2) ikki fikming ekvivalentligi ushbu «<>» belgi orgali
yoziladi;

3) «har ganday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari
o'miga «V » belgi ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o'miga «J » belgi
ishlatiladi.

Shuningdek, tasdiglaming isboti boshlanganligi «<» belgi,
tugaganligi esa «» » belgi orgali ifodalanadi.

15



Mashqlar

1 80 ta matematika olimpiada gatnashchilardan 60 tasi
shaxmat ishgibozi, 50 tasi shashka ishgibozi va 40 tasi shashka va
shaxmat ishqgibozlari. Olimpiada gatnashchilaming gqanchasi bu
0‘yinlarga befarq emas.

2. Ma’lumki, ikki radiusdan tashkil topgan a markaziy
burchak tortib turgan yoyning uzunligi /=Ra (a radian
oichovda) boiadi. Yer sharining ekvatorida 1° burchak tortib
turgan yoy uzunligi topilsin (yer sharining ekvator radiusi
R = 6300 km deb olinadi).

3. Biologiyada o‘rganiladigan bir hujayrali hayvonlar har
minutda har biri ikkiga boiinib ko‘payadi. Agar bitta olingan
bunday hayvon 100 minutda ko‘payib, ulaming soni n taga yetsa,
dastlab olingan ikkita hayvonning ko’payib. ulaming soni ham n
taga yetishi uchun gancha vaqt kerak boiadi?

4. A to‘plam 3 ga boiinuvchi barcha natural sonlar
to‘plami, B esa 5 ga boiinuvchi barcha natural sonlar to‘plami
boisa, A n B to‘plam ganday boiadi?

5. 1= {x€N12<x<6||, 5 ={n'e1"|1<x<4| va
C=|x e jVIx2- 4 = 0|} boisa,

1) BuC 2) AnBnC 3) A BNjC 4) (AnB)u(BuC)
to‘plamlar topilsin.

16



2-MA’RUZA
Tenglamalar va tengsizliklar

Oliy matematikaning turli sohalaridagi masalalari, ko'p
hollarda tenglama va tengsizliklami yechish bilan hal.qgilinadi.

Odatda, berilgan tenglama va tengsizliklar, ularga teng
km'hli, ayni paytda soddaroq boigan tenglama va tengsizliklar bilan
.lmashtiriladi. Ularni yechib, berilgan tenglama va tengsizliklaming
vecliimlari topiladi.

2.1. Chizigli va kvadrat tenglamalar

Maiumki, nomaiumga nisbatan birinchi darajada boigan
k-nglama chizigli tenglama deyiladi. Bu tenglama sodda holda
ushbu

ax+b-0 (@)
kodimshda boiadi, bunda a va b berilgan sonlar.
(1) tenglama:

1) a ®0 boiganda yagona x = ----yechimga ega boiadi,
a

2) a=0, b~0 boiganda yechimlari cheksiz ko'p
(i\l iyoriy son tenglamaning yechimi) boiadi.

3) =0, bo 0 boiganda yechimga ega boimaydi.

1-misol. Ushbu

tcuglama yechilsin.
ABu tenglamaning har ikki tomonini 4 va 3 sonlarming
eng kichik umumiy Kkarralisi 12 ga ko'paytirib

12 Azl +i2 . M1 +\2x=12--+24 ,
4 3 4

ya m

3(2x-5) +4(2x+1) +12x=3x+ 24

17



boiishini topamiz.
Soddalashtirish natijasida keyingi tenglik quyidagi
6Xx—15+8x+4+12x —3x+24,
ya’ni
23x =35
ko‘rinishga keladi. Ravshanki, bu tenglama berilgan tenglamaga

teng kuchli boiib, uning yechimi x =2—2 boiadi. »

Maiumki, nomaiumga nisbatan ikkinchi darajada boigan
tenglama kvadrat tenglama deyiladi. Bu tenglama sodda holda
ushbu

ax2+bx+c=0 (fl*O) )
ko‘rinishda boiadi. Bunda a,b,c berilgan sonlar boiib, kvadrat
tenglamaning koeffitsiyentlari deyiladi.(2) tenglamaning yechimi,
uning diskriminanti
D =b2- 4ac
gabogiiq:
1) agar D> 0 boisa, (2) tenglama ikkita haqigiy
yechimga ega boiib,
,:-b+ny -b-jD
2a 2a
boiadi;
2) agar D —0 boisa, (2) tenglama bitta hagiqiy yechimga
ega boiib,
X, =X2=nm
2a
boiadi;

3) agar D <0 boisa, (2) tenglama hagigiy yechimga ega

boimaydi.

2-misol. Ushbu

1+ __2_)_(_ +m 27 6
x+4 2x +7x-4 2x—
tenglama yechilsin.

18



4Ravshanki, 2. +7x-4=(x+4)(2x-1). Berilgan
iciij'.lamaning har ikki tomonini (x ®-4, (*+4)(2x-1)

ym ko fKiytirib topamiz:

2x2+7x-4 +— -(x+4)(2x-1) +
X+4

Zli_lllx"+7x-4) ,£|,6 (/* 4;/(2 1)\
+— U - = + X-1).
2X +7x-4 2x -1 A '
Natijada

2X2+ T7X - 4+4X2--2Xx+27 =6Xx+24
boMib,

6x2- x-1=0
lin'ladi. Bu tenglamani yechib
_1xV1+24 145
2 12 12

X-,=~— bo‘lishini topamiz. Birogq, X-~ da
2 . 3 2
guralayotgan tenglama ma’noga ega emas. Demak, berilgan

ifiij-Jamaning yechimi x = —bo‘ladi.”®

2.2. Determinantlar va ularning xossalari

Matematikaning gator masalalarini yechishda ma’lum
\ossalarga ega boigan ifodalardan foydalaniladi. Bunday maxsus
ilodalardan biri determinantlardir.

Aytaylik, 4 ta a,b,c,d hagigiy sonlar berilgan bo'lsin.
Ushbu ad - be ayirtna (son)ni berilgan sonlami yo‘l va ustun
ko'rirushida joylashtirib, quyidagicha

ab

cd
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ifodalaymiz. Demak,
ab
:ad - be. (3)
(3) ifbda 2-tartibli determinant deyiladi. Bunda a,b,c,d-
determinantning elementlari, a,b va c,d sonlar mos ravishda
determinantning birinchi va ikkinchi yo‘llari, a,c va b,d sonlar
determinantining mos ravishda birinchi va ikkinchi ustunlari, a, d

sonlar determinantning bosh diagonali, b, ¢ sonlar determinantning
yordamchi diagonali deyiladi.

Odatda determinantning elementlarini  ikkita indeks
go‘yilgan harflar bilan belgilanadi. Bunda birinchi indeks yo‘Ini,
ikkinchisi esa ustunni bildiradi. Masalan, a2 son determinantning
ikkinchi yo‘l birinchi ustunida turgan element boiadi.

Ikkinchi tartibli determinant ta’rifiga ko‘ra

-3 H .
=-3-2-5-7=-6-35: 41,
7 2
sinA  cosx ) )
) =sin X ®iNX - COSX M- COSX) =sSin2Xx + cos2x =1
-cos* sinx
boiadi.

Endi ikkinchi tartibli determinant

b «221
ning asosiy xossalarini keltiramiz:

1) Determinant yo'li ustuni bilan almashtirilsa, shuningdek
ustunini  yo 1i  bilan almashtirilsa, uning qgiymati
0 zgarmaydi.
Bu xossaning isboti determinant ta’rifidan kelib chigadi.

2) Determinantning yofini o'zaro almashtirilsa, uning
ishorasi o zgaradi:



ARavshanki,

TN il ARl — (M221 AMI1A2) 2
an a,, al'l
3) Determinantning biror yo'lida turgan barcha elementlarni

hiror o'zgarmas k songa ko paytirilsa, determinantning giymati
hum K ga ko payadi:
kalX kal2 au an

Gi ayp 1 "2
"Hagiqgatdan ham,
kau kal2 ) a\l av
r k(I\ KXQnj —« 12 M) A

&1 "2

22

boiadi. »
4) Determinantning biryo iidagi elementlari ikkinchiyo lidagi
clemeritiariga propersional bo‘lsa, determinant 0 ga teng bo iadi:
a, i)
kajj katy
<Bu tenglik determinant ta’rifidan kelib chigadi. »
5) Determinantning bir yolidagi elementlarni ybiror songa

ko paytiribf ikkinchi yo lidagi mos elementlarga qo shilsa,
determinantning giymati o zgarmaydi:

a, fka- an+kall g1 M
a2 rp W) az
A Determinant ta’rifidan foydalanib topamiz:

au +kaq aiz2 +kaz2
@M M) M (M2 M22)
azl a,

Auoyy + kar “‘Cly\  CI2IM2  k&2\r22 ~A"M\A22 ~2In

alxz 2
Endi uchinchi tartibli determinant tushunchasini keltiramiz.
Aytaylik, 9 ta #ip#i2 Ni3* 2P 22>/23573p 732 X¥8 sonlar
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berilgan boisin. Bu sonlarni uchta yoi, uchta ustun tarzida
joylashtirib yozilishidan hosil boigan ushbu

dlj d2 ux
cu a%j3
QA B

ifoda uchinchi tartibli determinant deyiladi. Uchinchi tartibli
determinant son boiib, uning giymati

a,
22 23 012 +ar
8y q Az
ga teng boiadi. Demak,
a. <
a, (x ag
a. a, -a. +a, (3)
G 32 *33 a. “33 32
32 33
Masalan, ushbu
d=2 3 4
3 4 &

uchinchi tartibli determinant ta'rifiga binoan
3 4 2 4 2 3
-2- +3
4 5 3 5 3 4
ga teng boiadi.

Uchinchi  tartibli ~ determinantlarda ham  determinant
elementlari, yoilari, ustunlari, bosh va yordamchi diagonaliari
tushunchalari  xuddi ikkinchi tartibli determinantlardagi kabi
kiritiladi. Shuningdek, uchinchi tartibli determinant ham, ikkinchi
tartibli determinant singari xossalarga ega boiadi.

Faraz qilaylik, biror

J4=1

Hpooae an
aX a2 ab 4
3l ak
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uchinchi tartibli determinant berilgan boisin. Bu determinantning
himr akk  (/=1,2,3; K =1,2,3) elementini olib, shu element

lovlashgan yodni hamda ustunni o'chiramiz. Ravshanki, qolgan
elementlari ikkinchi tartibli determinantni hosil giladi. Bu

deferminantga Qik elementning minori deyiladi va u M ik kabi
belgilanadi.

Masalan, (4) determinantning C | element turgan yo'lni
h;imda ustunni o‘chirish

£ (12 ¢/13

Cn on

tuitijasida ikkinchi tartibli ushbu

M3="2 *B
ah

ilciorminant hosil bo‘ladi. Bu (4) determinantning a,, elementi

minori bo‘ladi. Ravshanki, (4) determinant 9 ta minorga ega.
Ushbu

(-1T k-Mik
miqdor (4) determinant Ak elementining algebraik to‘ldimvchisi

deyiladi. U Aik orgali belgilanadi. Demak,

A=HT-n*i.

Masalan,
2 0 3
12 0
3 01
dolcrminantning =3 elementining algebraik toidiruvchisi
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ot 2:!-(!-0-2-3):-6
4.=1N) 5 o

bo‘ladi.

1-Teorema. Determinantning biror yo'lida joylashgan
barcha elementlarning ularga mos algebraik to 1diruvchilari bilan
kopaytmasidan tashkil topgan vyigindi shu determinantning
giymatiga teng bo 4adi.

AButeoremani

«11 «12 «13
«21 «22 «23

«31 «32 «33
determinantning  birinchi  yoiida joylashgan aun,al2aB

elementlaridan foydalanib isbotlaymiz.
Ravshanki, bu au,a2,al3 elementlarning algebraik

toddiruvchilari

4,=H) A"

«32 «33
42:(-if Z_an_«Zl «23
«31 «33
«21 «22
«3. «32
bo‘ladi. Unda
«21 1
«dl *41  «I2M2 + «1343 ~ 1 «.2 +ax
«32 «33 «32 <

boiib, bu tenglikning 0‘ng tomonidagi ifoda (3) ga ko‘ra uchinchi
tartibli determinant teng ekanini topamiz. Demak,

«11 «12 «13

«22 «23 «21 «23 «21 «22
an «1l2 +o«3

«32 «33 «32 «33 «31 «32

«21 «22 «23

«31 «32 «33
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Eslatma. Biz yuqorida ikkinchi va uchinchi tartibli
ih iiiminantlar bilan tanishdik va ulaming xossalarini bayon etdik

Xuddi shunga o kshash n—tartibli (n > 3)

Cln & 12 oo An
di ay
an ar

th h rminani  tushunchasi  kiritiladi va ulaming xossalari
n'ryuniladi.

2.3. Determinantlarni hisoblash

Ma’lumki, ikkinchi tartibli determinant, ta’rifga ko‘ra
CI\j ~12

\G2  A\aA
ad d22 Y
ho ladi.

Uchinchi tartibli determinant, ta'rifga ko‘ra

"n a av I |
~22 ars a 2\ a 23 CH\ Cl22
«22 Cl2 = «11 2 + au )
cir o cn cli  ass Crj o Gyt
«32

boiadi. Bu tenglikda gatnashgan ikkinchi tartibli determinantlarni
liisoblab topamiz:

an a®
an a3 =61 a" -arey - o —2 mm
"1 a2 aw
10 (a2 nae WO2M3)'~MVR'B 2B +d3AR (5)

AMl«23«32 «12«2|«33_ «1_3«22«_3| A A B A L.
Demak, uchinchi tartibli determinant 6 ta had yig' indisidan

iborat boiib, ulaming uchtasi musbat ishorali, uchtasi manfiy
isliorali boiadi.

Musbat va manfiy ishorali hadlarni yozishda quyidagi
lasvirlangan sxemalardan foydalanish qulay boiadi:
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Agar uchinchi tartibli determinantni quyidagi ko'rimshda yozib
olsak
auana,,auan

a 2\a 22a 23a 2ia 22
aMai2aidai\ai2
determinantning giymatini Sarryus usuli deb ataluvchi usul bilan
ham hisoblash mumkin:

y4 4

3-MisoL Ushbu

7
1
9

[o22NNNé ) BN \V]
o B~ w

determinant hisoblansin.
m<Bu determinantni hisoblashda (5) formula va keltirilgan

sxemadan foydalanamiz:
2 3 7

5 4 1=2-4-9+3-1-6+7-5-8-7-4-6- 3-5-9-2-1-8
6 8 9
=72+18+280-168-135-16 =51. »
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Determinantni (aynigsa, yuqori tartibli determinantlarni)
iilnolthslida determinantning xossalari va yuqorida Kkeltirilgan
iHtnrniadan ~ foydalaniladi. Misol tarigasida bitta .4-tartibli
i(pUimiiiantning hisoblanishini ko‘rsatamiz. Aytaylik, ushbu

1 2 3 4
0 2 5 9
0 0 3 7
2 -4 -6 1

ilt'iriminantni  hisoblash lozim boisin. Awalo determinantning

iilimclu yoiini 2 ga ko‘paytirib-4-yoiiga qo‘shamiz. Natijada 5-

koia n

2 3 4

2 5 9

0 3 7
0 009

Ini'lmli. Keying! determinantning birinc'jii yoiini birinchi ustun
Inn alinashtiramiz. Unda 1-xossaga koia
0 0 0

1
ﬂ_o
0

© N ©Q

2 5
0 3
0 0

= oo~

Itd huh
lindi keltirilgan teoremadan foydalanib (determinantning
hitiik In vokdajoylashgan elementlari bo'yicha) topamiz:

0 0 0
2 59
1mt, +0+An +0/In +0- Au
30
0 09
2 59
i-4. =(-if 03 7 54+0+0-0-0-0=54
009
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2.4. Chizigli flamalar sistemasi Kramer usulJ.

Ikkita chizigliitifamalardan iborat ushbu

1°2I\y =b 2 (6)
sistema ikki x va

deyiladi, bunda aun> LLthmh chI2KII| tenglamalar sistemasg,

o 2 122 sonlar tenglamalar sistemasinini
koeffitsiyentlan, * v ., ~ ozod ~

(6>s,stemani4lffi,s,yemlandanushbu

ap

a22
determinantni, so'ngi j .
elementlarni ozod hadixtmg ™ ”~ mS blrinchi ustunidagij

b\ an
. o Z ™ |
determinantni, ikkinck,, = | I
almashtirib e emen*a™ o0z°d hadlar bilanj
al[l h{
életerminantlar hosil gi®
Demak, (6) hol<ja har * il
determmantlarga ega L|, V>

2-Teorema. Ll uMwu

Clx

=A.

tenglamalar sistemasik, , .. Agar

1) A ®0 bo'lsAt, .
yechimga ega bo lib, lu (79 sistema yagona (x.y)



bkhuh;

2) O=0 bofib, Av;*0, , Obo‘lsa, u holda (7)
thii niuyechimga ega bo 1maydi;

3) A=/Av=[Av=0bo isa u holda (7) sistema cheksiz ko p
ir, hitiiga ega bo ladi.

< (7) sistemaning birinchi tenglamasini a2 ga, ikkinchi
lintlamasini -an ga ko‘paytirib, "se<ng ulami hadlab qo*shib

Inpunry
a, "a~x + flpfl,, v = a2b],

-aZalX - aizazy =-alb2

ajjatT amij)x a a\"b2
Kxyingi tenglikdan
Am= Ay,

A
Nm lislu kelib chigadi.

Shuningdek, (7) sistemaning birinchi tenglamasini -a 2 ga,
ibitiiH In  tenglamasini au ga ko‘paytirib, so‘ng ulami hadlab
tlt«“iliif* topamiz:

AN MR P21
auaz2ix +anaZzy =b2au

2\b\
Bu tenglikdan
a-7=a\Vv,
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ya ni

boiishi kelib chigadi.
Shunday qilib berilgan tenglamalar sistemasi quyidagi
|"A-x = Av

\b-y =1,
ko‘rinishga kelib. sistema [ =0 bo‘lganda yagona yechimga ega
bo‘lib,

boiadi.

Shunga o‘xshash A = 0 boiganda sistema yechimga ega
boimasligi, A= Av=Aj, =0 boiganda sistema cheksiz ko‘p
yechimga ega boiishi ko‘rsatiladi. »

4-misol. Uskbu

J2x+3y =1
\3jc+5v=14
sistema yechilsin.
®"Bu sistema uchun A, Av,Ax larni topamiz:

2 3 1
A= =oQ@= A = 3:5-12=-7,
3 5 ' 4 5
A = =8-3 =5
3 4
Demak,
A, -7 A
X
A 1
boiadi. »
5-misol. Ushbu
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[5x- 2y =4,
[0,35n-0,14y =2
*\h N/ ycchilsin.
4 Bu sistema uchun A, A(,Ar lami topamiz:

5 -2
=5-(-0,14)-0,35-(-2) =-0,7+ 0,7 =0
0,35 -0,14
4 -2
4-(-0,14)-2-(-2)[,0,56 +4= 3,44*0
V 2 -0,14

Demak, berilgan sistema yechimga ega emas. »
Uchta chizigli tenglamalardan iborat ushbu

anx +ajJy +a ™ =bx

a2x +aZy +aziz = b2, (8)

aux +aky +a3z =1/?,
M.u-ina uchta x,y va z noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi
ilrviladi, bunda au,a]2an,a?],a22a2\,a”,an,an sdh'lar tengla-
inal.it sistemasining koeffitsiyentlari, bxb2 va b; sonlar ozod

li.uil.tr deyiladi.
(8) sistemaning koeffitsiyentlaridan quyidagi
au a2 3
A=l @2 &3
G @ 33

ikliinchi tartibli determinantni hosil gilamiz. So‘ng bu deter-
minantning birinchi, ikkinchi va uchinchi ustunlarini mos ravishda
ni/od hadlar bilan almashtirib quyidagi determinantlarni tuzamiz:

bl 02 «13 all bi «13 au ap h
A= b2 w2 @, A= oa 02 L2= U2l an b2
b' d'IQ «33 abn A Oy3 aM  x32 b >

Demak, (8) sistema berilgan holda har doim A,AVA, A,
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determinantlarga ega bo‘lamiz.
3-Teorema. Faraz qilaylik,

anx +aly +anz - bv
< aZx +azy +aZ¥ - b2,
aixx +ai2y +anz =
tenglamalar sistemasi berilgan bo bin. Agar

1) A ®0 bo‘lsa, nholda (8) sistemayagona (A v, ")
yechimga ega bo 'lib,
A. A
A YT A A

bo 1adi;

2) A=0 boflibb An*Q A. ®0, A "0 bosa, u holda
(8) sistema yechimga ega bo'lmaydi;

3) A=A"=Ai=Az=0 bo'lsa, n holda (8) sistema
cheksiz ko p yechimga ega bo ladi.

*ABu teoremaning ishoti 2-teoremaning isboti kabidir. »
6-misol. Ushbu

A2x+3y -z —b5,
X+y-r2z-1,
2x-y+z=1

tenglamalar sistemasi yechilsin.
A Awalo sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan A deter-
minantni hisoblaymiz:

2 3 -1
A=1 1 2=2+12+1-(-2)- (-4)-3 =18.
2 -1 1

Demak, berilgan sistema yagona yechimga ega. Endi
AXx, A ,A. determinantlarni hisoblaymiz:
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5 3 -1
1 2 =5+6+7-(-1)-(-10)-21 =8,

101
2 5 -1
=1 7 2 —14+2041—+-14)—4-5=38,
2 1 1 f
2w 3 5 \
1 1 7=2+42-5-40—+-14)—-3=40.
2 -1 1
Unda
_ 8 4
X~ A ~18~9
_ A" _38_]19
Y~ A ~18~ 9
N 40 20
"~ 0 ~18" 9
I»'ladi. »

Yuqorida Keltirilgan tenglamalar sistemasining yechimini
lopish usuli Kramer usuli deyiladi.

Shu usul bilan n ta chizigli tenglamalardan tuzilgan n ta
vV, X,,..., Xn noma’lumli tenglamalar sistemasi

'aﬂXX‘l' I‘;Ip)(’) H_.+a \nX n '

Gy, +aZX2+ e+ | A NS

«,,IX1+ a,2X2 + ‘o0t o nnx N
i ham yechish mumkin.
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2.5. Chizigli va kvadrat tengsizliklar

Maiumki, ushbu ax+bs 0, ax+b>0 ax+b<

ax +b<0 ko'rmishdagi tengsizliklar sodda chizigli tengsizlikl
deyiladi, bunda a,b berilgan sonlar, x esanolImalum.
Chizigli tengsizlik
ax+b>0 9)
ni yechish usuli:
ax +b> 0,

ax >-b.
Keyingi tengsizlikning yechimi a ning ishorasiga bogiiq
boiadi:
a) Aytaylik, a >0 boisin. Bu holda tengsizlikning ikki
tomonini a ga boisak, tengsizlik ishorasi o‘zgarmaydi va

a
boiadi. Demak, bu holda tengsizlik yechimlari cheksiz ko'p boiib,

h \
ular — ,-foo to‘plamni (yechimlar to™plamini) hosil giladi.
- a )
b) Aytaylik, a <0 boisin. Bu holda tengsizlikning har ikki
tomonini a ga boisak, tengsizlik ishorasi garama-garshisiga
0°‘zgaradi va

* < - *
a
boiadi. Demak, bu holda ham tengsizlik yechimlari cheksiz ko‘p

boiib, ular {—eo,---‘g‘t_o‘plamni (yechimlar to‘plamini) hosil
aj
giladi.

d) Aytaylik, a =0 boisin. U holda b> 0 tengsizlik hosil
boiadi. Bu tengsizlik bajarilgan, yoki bajarilmagan boiishi
mumkin. Birinchi holda ixtiyoriy son berilgan tengsizlikni yechimi
boiadi. Ikkinchi holda esa hech ganday son yechim boia olmaydi.
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7-misol. Ushbu
X j-1 [ .
2 4 3

h nysizlik yechilsin.

ABerilgan tengsizlikning ikki tomonini 12 ga ko4aytirib

inpamiz: /
12x-6(x-1)>3(x-3)-4("-2)
12x-6x +6 >3x—9 —4x +8.

Natijada 7x>-7 boiib, undan x>~1 boiishi kelib
ilngadi. Demak, berilgan tengsizlikning yechimlar to'plarni
( I;+o00) boiadi. »

Maiumki, ushbu

ax2+bx +c >0, axl+bx+c>0,

ax' +bx +c <0, ax2+bx +¢<0.
U'ligsizliklar kvadrat tengsizliklar deyiladi, bunda a, b, ¢ berilgan

eonlar, x nomaium.
Kvadrat tengsizliklami yechishda

a hamda D =b2- 4ac
miqgdorlaming ishoralari muhim.
Masalan,

ax2+bx+c>0
inigsizlikda a>0,D >0 boisin. Ravshanki, bu holda
m ’ ¥bx +c¢ =0 kvadrat tenglama ikkita x, va x2 ildizlarga ega
boiib,
ax2+bx+c=a(x- x)(x- x2)

boiadi. Qaralayotgan tengsizlik ushbu

a(x-x,)(x-x2)>0
va uning ikki tomonini a ga boiish natijasida

(x“xD(x-x-)>0
koiinishga keladi. Bu tengsizlik intervallar usuli yordamida
vrchiladi.



Aytaylik, X, <x2 bo‘lsin. Unda, berilgan tengsizliknin
yechimi  xe(-co,x,)u(.v,,+00) bo‘lib, yechimlar to'plam
(—60,%, ) u (x 2,+00) bo‘ladi.

Endi kvadrat tengsizliklar va ulaming yechimin!
ko ‘rsatuvchi jadvalni keltiramiz:

Tengsizliklar a D Yechimlari

1 ax2+bx+c>0 a>0 D>0 (-00;x, )u(n:2;+00)
2 ax2+bx+c>0 a=o D>0 ('CO;X,]U[X2;+OO)

3 aX2+bX+C>Q a>0 B f-OO'--'h'I)U (----b'+oo)
.V 7 2aJ va

4 ax2+bx+c>0 a>0 oo (-a0,+ac)

) ——

(6]

ax2+bx+c>0 a>0 D< 0 (—g0,+00)
axl+bx+c>0

ax2+bx+c>0 a<0 D>0 (xsxj)
ax2+bx+c>0 a<0 £>>0 [x, x2]

ax2+bx+c>0 a<0 So 0

A

© 00 N O

ax2+bx+c>0 a<o0 So o

» 1N

10 ax2+bx+c<0 a<0 D>0 (-00;X,) U (X 2;+00)
U ax2+bx+c<0 a<0 D>0 (-00:x,Ju[x2:+co)

12 ax2+bx+c<0 a<o0 So

B ax' +bx+c<0 a>0 =o '
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H ibx+c<0 a<0 D<0 (—0,+00)
Ibx+c<0

A\

ibxmc<o a>0 D<0 0
m +hbx+c<o0
+hx+c<0o a>0 £=0 0

4\ +bx+c<0 a>0<° =0 b

thx+c<0 a>0 2= (qpuu)

+hx+c< 0 @

AV
o o
O O
N %
o —
-
>
R

+hx+c>0 @

8-misol: Ushbu
2X(X +2)>x(7x +\Q) +\

h nni::lik. yechilsin.
<Soddalashtirish natijasida

2X 44X X~ %10x +1,

5x 4-6x -f150
Im L;idi. Keyingi kvadrat tengsizlik uchun
a~5>0, 2=36-4-5-1=16>0
-6+x4d -6x14

24 10
Im hidi. Unda jadvalning 19 dagi formulasiga ko‘ra berilgan

X,

nnj'.sizlikning yechimi (yechimlar to‘plami) —,— bo‘ladi. »
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Mashqlar
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3-MA’RUZA
Icliislikda Dekart va qutb koordinatalari sistemasi
Y 3.1. Dekart koordinatalari sistemasi

Irkislikda ikkita o‘zaro perpendikulyar OX va OY to‘g‘ri
(o'glarni, ulaming musbat yo‘nalishlar,i 1-chizmada
Aililin) oiaylik.
Aytaylik, OX o‘qi gorizontal, OY o‘qi vertikal joylashsin
| 1 1In, 2111,

1-chizma

OX va OY to‘gri chiziglar koordinata o'qlari (O X-
ih*Ni. .iln 0‘gi, OY - ordinatalar o‘qi), ular kesishgan O nuqgta
biionlmaUi boshi deyiladi.

Hu ikkala o‘q uchun bir xil bo‘lgan o°‘Ichov birligi-masshtab
Hliliiti (u/unligi 1 ga teng kesma) ni olamiz. Natijada, O X, OY
liiHiMliiiaia o'glari va ularda tayinlagan masshtab birligidan iborat
ilM mii hosil boiadi. Bu sistema tekislikda Dekart koordinatalari

tMilriiiasi deyiladi.
ljidi tekislikda ixtiyoriy M nugtani oiaylik (2-chizma).
i
E M
0 %
2-chizma
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M nugtadan abssissa 0‘gi OX ga MA , ordinata o'qi OY
ga MB perpendikulyar tushiramiz. Bu petendikulyar OX o‘gida
OA, OY o‘gidan OB kesmalami ajratadi. Hosil bo‘lgan OA v
OB kesmalaming uzunliklarini ganday ishora bilan olinishini
quyidagi qoida aniqglab beradi:

1) agar A nugta OX o‘gida O nugtadan o‘ng tomonda
joylashsa, unda OA kesmaning uzunligi "+" ishora bilan, O nug-
tadan chapda joylashsa, unda OA kesmaning uzunligi ishora
bilan olinadi.

2) agar B nugta OY o‘gida O nugtadan yuqoridajoylash-
sa, unda OB kesmaning uzunligi "+" ishora bilan, O nugtadan
pastda joylashsa, unda OB kesmaning uzunligi ishora bilan
olinadi.

Ishoralari keltirilgan qoidaga ko‘ra olingan OA va OB
kesmalaming uzunliklarini mos ravishda x va y orqgali
belgilaymiz:

x =0A, y - OB..

Odatda, x ga M nuqgtaning abssissasi, y gaesa M nug-
taning ordinatasi, umuman x va y ga M nugtaning koordinatalari
deyiladi. M nuqta koordinatalar orgali M (x,y) kabi yoziladi.

Demak, tekislikdagi ixtiyoriy nuqgta o‘zining koordinatalari
x va y lardan tuzilgan (x,y) juftlik bilan to‘la aniglanadi.

Aytaylik, x va y haqgigiy sonlar berilgan boisin.
Tekislikda koordinatalari shu x va y bo‘lgan nugta quyidagicha
topiladi: OX o‘gida x hagigiy son, OY o‘gida y hagigiy son
joylashtirilib, shu nugtalardan mos ravishda OX va OY o'glariga
perpendikulyar o‘tkaziladi. Bu perpendikulyaming kesishish nugtasi
izlanayotgan nugtani aniglaydi.

Masalan,

A(3,2), B(-1,3), C(-1,-1)
nugtalarning tekislikdagi tasvirlari 3-chizmada ko‘rsatilgan.
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3-chizma

Mslatma. Abssissa o gida joylashgan bareha migtalarning

ordinata o jida joylashgan barcha nuqtalarning

sisst/lari nol bofdadi. Koordinatalar boshining koordinatalari
(11,0) ho fadi; O (0,0).

Yuqgiida aytilganlardan quyidagi xulosa kelib chigadi:

likislikdagi ixtiyoriy nuqtaga x va y haqigiy sonlardan tuzilgan

hill,i (.v, v) juftlik mos keladi. Aksincha, ixtiyoriy x va y hagiqiy

mMiLudari tuzilgan (x,y} juftlik tekislikda bitta nugtani ifodalaydi.

3.2. Qutb koordinatalari sistemasi

Tekislikda tayin O nugta va bu nugtadan chiggan tayin
Ol muni (sonlar o'gini) olamiz. Sosg masshtab birligini
lanlaymiz.

Odatda, O nugta qutb, OP nur esa qutb o‘gi deyiladi (4-
rhi/ma).

4~chizma

Tekislikda ixtiyoriy M nugtani (O nuqgtadan fargli)
olaylik. O nugta bilan M nugtani tutashtirib, OM kesmani hosil
gilamiz. OM ning uzunligini p, qutb o'gi OP bilan OM
miming tashkil etgan burchakni < deymiz (5-chizma).



5-chizma

Bunda p qutb radiusi, <p esa qutb burchagi deyiladi. Bu p va (ps
lar tekislikdagi nugtaning holatini aniglaydi. Ular M nugtaning
qutb koordinatalari deyiladi. M nuqgta qutb koordinatalari orgali
quyidagicha yoziladi:

M{p,(p). Odatda, 0 <p <+00, 8<(p<2n deb olinadi.

Bu holda tekislik nugtalari bilan, uning qutb koordinatalari
orasida (O nugtadan tashgari, O nuqgta uchun p —0 bo‘lib, (p-
aniq emas) o‘zaro bir giymatli moslikda bo‘ladi. Bunday sistema
qutb koordinatalar sistemasi deyiladi. Tekislikdagi har bir nugta
(nugtaning holati O nugtadan tashgari) bu sistema yordamida to‘lig
aniglanadi.

Shunday qilib, tekislikda nugtaning holati Dekart

koordinatalar sistemasida (x,_y) bilan, qutb koordinatalari

sistemasida esa (p,(p) bilan aniglanadi. Nugtaning Dekart va qutb

koordinatalari orasida bog*lanish mavjud.

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasini olib, qutbni O
nugtaga, OP qutb o‘gini esa OX o°‘giga joylashtiramiz
(6-chizma):
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ftfexlik (li bimr M nugtani olaylik. Uning Dekart koordinatalari
#(0)) (M(a,v)), qutb koordinatalari (p, (p'j\J/I\p,(p" bo‘l-
LU ft «In/inadan ko‘rinadiki AOBM to‘g‘ri burchakli uchburchak
(p'llh (i v, MB~y, OM=p, <BOM-<p bo'ladi.
JIOHM dan topamiz:
n -pcoscp, y =psintp (D
Itn lormulalar M nugtaning Dekart koordinatalarini uning

fiMIt KMtldI natalari orgali ifodalanishini ko'rsatadi.
Sliuningdek AOBM dan topamiz:

p-="x2+y\ tg<p=’;(~. 2

Mu lormulalar M nugtaning qutb koordinatalarini uning
(toliid ( koordinitalari orgali ifodalanishini ko ‘rsatadi.
Masalart, C nugtaning Dekart koordinatalari

I . r S boisu. (c’(1,n/3)), uning qutb koordinatalari (2 )
5iMiHil.i)’a ko'ra
r—r . n/3 A
P=v1+3=2, tgPp=—, @P=-
. . . . I
Ht Imli Agar D nugtaning qutb koordinatalari /7=3, b=—

Im?..i, j H["3,7]1 uning Dekart koordinatalari (1 ) formulaga ko‘ra

i Ll

3.3. Ikki nuqgta orasidagi masofa.
Kesmani berilgan nisbatda bo4ish

I".1kki nuqta orasidagi masofa. Tekislikda ikki A va B
1H4(;11u berilgan boiib, uning koordinatalari mos ravishda (x,,yt)



va (x2,"2) bo‘lsin: A B Bu nugtalami to‘g*

chizig bilan birlashtirish natijasida AB kesma hosil bo'ladi. B
kesmaning uzunligi A va B nuqgtalar orasidagi masof-
ifodalaydi. Masofani d bilan belgilaylik (7-chizma).

Berilgan nugtalaming koordinatalariga ko‘ra d ni topamiz.
Keltirilgan chizmadan ko’rinadiki, t\ABC-to‘g‘ri  burchakli
uchburchak bo‘lib, J1C =x2- x,, BC=y2-yl, AB=d
bo‘ladi. Pifagor teoremasiga ko”‘ra

d (2 M) +(-2 NA»
ya’ni
d Myl (x2- xX\f +{¥r~Yy1f (3>
bo'ladi. Bu ikki nugta orasidagi masofani ifodalovchi formuladir.

Xususan, koordinatalar boshi 0(0,0) bilan A(x,y) nugta

orasidagi masofa
OA =n]x1+y2
boiadi.

Masalan, tekislikda A(1,2) va 5(4,6) nuqgtalar berilgan
bo‘lsin. Bu nugtalar uchun x,=1, y=2; x2=4, vy, =6

bo‘lishini e’tiborga olib, A va B nugtalar orasidagi masofani (3)
formuladan foydalanib topamiz:
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d="4--1)2+(6- 2 f=VITT6 =5.
Misol Qutb koordinatalarida berilgan Mx(p{<R) va

\/T ,(/=) nugtalar orasidagi masofa topilsin.

< Aytaylik,  bu  nuqtalar  tekislikda  8-chizmada
M 1Pmdek tasvirlansin:

i

>N

8-chizma

Keltirilgan chizmadan
MM2=d, OM]~p{ <POM, =
OM2=p2, <POM2=<2
< - ~(p{
lii1 Ir.liini aniglaymiz.
Endi  M/JAI, uchburchakni qaraylik. Kosinuslar
irkK-masiga ko‘ra
d2=p2+pi - 2pxp 2c0s(<p2-<pX)
Wl tli
d=JpT+ p\- 2p,prcos(gR- )
vt hidi. »

2°. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish. Tekislikda ikkita
I(MV,) va B[x2,y2) nuqtalar berilgan bo‘lib, ularni to‘g‘ri
iln/.ig bilan birlashtirish natijasida AB kesma hosil qgilingan.
Slumingdek, biror musbat /1 son ham berilgan (/1>0).
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AB kesmada shunday C  nugtani  (nugtan
koordinatalarini) topish kerakki,

bo‘Isin. Bujarayon AB kesmani berilgan nisbatda bo'lish deyila
Izlanayotgan C nugtaning koordinatalarini x va y deyl

(9-chizma):

9-chizma

Ravshanki,
AD - x - X,, CE =x2- x

hamda, AACD va ACBE laro‘xshash. Binobarin

AD AC
CE CB
bo‘ladi. Demak,
X:
1+A

bo‘lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o‘xshash
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likbl litpilmli.

) Nliumlay qilib, berilgan A*xxyx) va B(x,, V,) nugtalarni
alilni'.lubn liosil bo‘lgan kesmani berilgan A son (A>0)
Ihlii bn'luvchi C(x,v) nugtaning koordinatalari

A + Axz y{+ Ay2
Trr 1+ A
lit» '
Nnsiisan, C(x,y) nuqta AB kesmani teng ikkiga
In inigia bo‘lsa, (ya’ni AC =CB) y ho\da
AC
CB
(tyllli ( (v, r) nugtaning koordinatalari

=A =1

X = Y-

Masalan, /1(2,9) va £(-4,3) nugtalarni birlashtiruvchi

Ah ki sniani A - — nisbatda A=—IDbo‘luvchi C(x,>)
5 CB 5)

HM)uwim;>koordinatal ari
7



Mashqglar

1 Uchlari A(-5; 3), 5(2;-4) nugtalarda bo’lgan
kesma berilgan. C(x; y) nugta kesmani — nisbatda bo

C(x; V) nugta koordinatalari bilan AB kesma uzunligi topils

2. Bir uchi (8;2) nugtada, o‘rtasi (4,-12) nu

bo‘lgan kesmaning ikkinchi uchi koordinatalari topilsin.

3. Tekislikda diagonallari koordinata o‘glari bo*
joylashgan, ularning kesishgan nuqtasi koordinatalar bo
bo‘lgan kvadrat berilgan bo‘lsin. Agar kvadratning diagonali
teng bo‘lsa, uning uchlarining koordinatalari topilsin.

4. Tekislikda M(2;6) nugta berilgan. Abssissa o‘qi
nugtadan d =10 ga teng masofada joylashgan nugta topilsin.

5. Agar A nugtaning Dekart koordinatalari x=1I, y=I bo
uning qutb koordinatalari -p, <p lar topilsin.



4-MA’RUZA
Vektorlar

4.1, VV>klor tushunchasi va vektorlar ustida amallar

I iiln.iula, texriikada va fanning turli sohaiarida uchraydigan

Siih tinlieha bo‘ladi. Ulardan biri fagat son giymati bilan
(niasatan, uzunlik, og‘irlik, hajm va h.k) ikkinchisi esa
ifivmH  bilan birga yo‘naiishi ma’lura bo‘lgandagina
IytiNiin - (masalan, tezlik, kuch va h.k) hisoblanadi. Odatda,
Imlilagi miqdorlar skalyar miqgdorlar, ikkinchi holdagi

jillnt i".a vektor miqdorlar deyiladi.
Vn'nalishga ega bo‘lgan to‘g‘ri chizig kesmasi vektor
ib)l 11 1clii/mada ko'rsatilgandek tasvirlanadi:

1-chizma
4 MHjii vi kiorning boshi, B nugta vektorning oxiri deyiladi, vek-
/i esa AB kabi belgilanadi. Vektorlami bitta harf bilan
$ Mfilanadi, bunda harf ustiga strelka qo‘yiladi, masalan, a .

IHtHiiiniii’ u/unligi vektorning uzunligi deyilib, uni AB (yoki

|bkH1y belgilanadi. Agar a vektorning uzunligi 1gateng, \a\ - 1

Nti Un 1 bn lik vektor deyiladi.
N’ai vektorning boshi va oxiri ustma-ust tushsa, u nol

infcfoi iIKviladi: 0. Bu vektorning uzunligi 0 ga teng 6 =0 bo‘lib,
iii(iiii vi> nalislu anig emas.

Ikki a va b vektorlar berilgan bo‘lsin. Agar:

I) bu vektorlaming uzunliklari bir-biriga teng: a

") ular bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda
PALhi lirau,
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3) yo‘nalishi bir tomonga garagan boisa, bu vektorlar
biriga teng deyiladi va a - b kabi yoziladi.

al

2-chizma

Keltirilgan ta’rifdan, har ganday a vektomi parallel ravis
vektor boshini tekislikning ixtiyoriy nugtasiga ko‘chiri
murakinligi kelib chigadi (2-chizma).

Ikki a va b berilgan boisin (3-chizma):
12
Ib

« *B c*
3-chizma
Bu vektorlarning boshlari A va C lami bir nugta O
*
Keltirib, tomonlari lal  AB va b = CD bo'lgan parallelogram

yasaymiz (4-chizma).

Cr

4-chizma
O nugtadan E nugtaga garab yo‘nalgan, uzunligi OE m

diagonalning uzunligiga teng bo‘lgan OE vektor a va b vektorlar

yig“indisi deyiladi va a +b kabi yoziladi.
Keltirilgan ta’rifdan
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a+tb=b+a
[1.Io krlil) cliigadi.
ILii ganday a = AB wvektor uchun unga garama-garshi

s vektor rnavjud bo‘lib, ular bir xil uzunlikka ega,
garama-garshi tomonga yo'nalgan bo'ladi (5-chizma).

5-chizma

K.ivshanki,
a+{-a)-0.
Ikki a va b berilgan bo'lsin. a vektordan b vektorni
lliffintsi deb, shunday ¢ vektorga aytamizki,

b+tc=a
lidi Vektorlar ayirmasi ¢ - ci-b kabi yoziladi.
Yugoridagidek, tomonlari |a] va b bodgan parallelogramm

H&wmiz (6-chizma):

M lumki, AB vektor a va b vektorlar yig'indisi boYar edi. Bu
[Hii;illelogrammning ikkinchi diagonali CD wvektor a va b

nkorlar ayirmasi bodladi: CD =a—b.
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Ravshanki,

a—b=a +(-b).

Biror a vektor va k son berilgan bo‘lsin.

Uzunligi |Al-|a] ga teng, yo‘nalishi esa k >0 bo'lganda
vektoming yo‘nalishi bilan bir xil, k<0 bo‘lganda a ni
yo‘nalishiga qarama-garshi bo‘Jgan wvektor Kk son bilan
vektoming ko‘paytmasi deyiladi va k -a kabi yoziladi.

Masalan, a, 2a, (-3)4 vektorlar 7-chizma

tasvirlangan:

—_— >

a

A 2a
7-chizma

Odatda (-1)a vektor -a kabi yoziladi. Ravshanki,

~BA - AB
bo‘ladi.
Aytaylik, a nol vektor bo‘Imasin.
Bu vektorni uning uzunligi ja| ga bo‘lib, (ya’ni vekto

[Ar ga ko‘paytirib) ushbu
ri

birlik vektorga kelamiz. Keyingi tenglikdan

a —\a\-e @)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu hoi har ganday vektor uning uzunligi
bilan birlik vektor ko‘paytmasi sifatida ifodalanishini ko‘rsatadi.
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4.2. Vektorlarning skaiyar ko‘paytmasi va vektorlarning
koordinatalari

Ikkita a va b vektorlar berilgan bo‘lsin. Bu vektorlarning
bnshlarini bir nugtaga keltirib ular orasidagi burchakni (p deylik.

(K-clnzma)

I1shbu
\aa  .cos(p
inigdor a va b vektorlarning skaiyar ko‘paytraasi deyiladi va
(0,b) kabi belgilanadi:
[a,b}~ a -b -cos(p ()

Vektorlarning skaiyar ko‘paytmasi quyidagi xossalarga ega:

1) (d,b) =(b,d)

2) a, b va ¢ vektorlar uchun (a +b,c) =(a,c) +(b,c)

boiadi.
3) (a,1) = a2 bo‘lib, Ja| = yj(a,a) bo‘ladi. ,
4) X sonuchun (Aa,b) =(a,/1b) = /1(a,b) bo‘ladi;
5) d va b vektorlar orasidagi <p burchak uchun
(a,b)
cos @ --.1, Jdir bo‘ladi.
Ravshanki, :% boisa, a va b vektorlarning skaiyar
kolpaytmasi

"a,bj=0



bo‘lib, bu vektorlar o‘zaro perpendikulyar boiadi.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va a —A
vektorni olamiz (9-chi/Ta).

A va B nugtalardan OX o‘giga perpendikulyarl
tushiramiz. Ulaming OX o‘gidagi asoslari A',B' boisin.
Shuningdek A va B nugtalardan OY o‘giga perpendikul
yarlar tushiramiz. Ulaming OY o‘gidagi asoslari A", B” bo‘lsin
A'B' kesma a vektoming OX o‘gidagi proyeksiyasi, A"B"
kesmaesa a vektoming OY o‘gidagi proyeksiyasi deyiladi.
Ular

ax- A'B', av=A"B"
kabi belgilanadi.

Agar (p-o‘tkir burchak (9-chizma) bo‘lsa, proyeksiy
musbat ishora bilan, <p-o'lmas burchak bo‘lsa, proyeksiya manfr
ishora bilan olinadi.

Odatda ax va av lar a vektoming koordinatalari deyiladi.
a vektor koordinatalari orgali quyidagicha

a{ax,ay) yoki d ={ax,a3}
yoziladi.

Agar OX o‘qdagi birlik vektor i, OY o‘gidagi birlik
vektor j deyilsa, u holda

a=ax-l+ay-j 3)
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hu'ladi. Demak, har ganday vektor birlik vektorlar / va j orgali
(\) formula bo'yicha ifodalanadi.

Yugorida keltirilgan chizmadan ko'rinadiki, a vektoming
u/imligi

ho*l;idii.

Endi koordinatalari orgali berilgan vektorlarning yighindisi,
nvirmasi, songa ko'paytirish va skaiyar ko’paytmalarimng
llotlalarinrkeltiramiz:

Aytaylik, a va b vektorlar koordinatalari orgali berilgan
bo'lsin.

= {ax'ay}" b={b', by}.

U holda
+b={ax+bx, ay +by]
-b={ax-bx, ay-by}
Xa = {Nlax,Aay}
boiadi.
Shuningdek,
(a,b) =axbx +ayby
Dy,
ab +ab
cos (p- — /== 4)
bo'Indi.

Keyingi tenglikdan a =\ax,avj, b ={bx,b\ vektorlar-
nmg perpendikulyar boiishi uchun

aA +aybv =0
k9 lishi zarur va yetarli ekanini topamiz.



Aytaylik, a —yax,axj vektoming OX va OY koordinat
o‘glari bilan tashkil etgan burchaklar mos ravishda a va /?

boisin. b vektomi 6 = {1,0} deb olib, (4) formuladan foydalanib

cosa -
\Y

®)

DV o

0
;ta;
boiishini topamiz.

Shuningdek, b vektomi b= (0,1] deb olib, yana (4)
formuladan foydalanib
xX>sp=-~ = 7 6)
yi“; + a:
boiishini topamiz.
Odatda, cosa va cos/? sonlar a vektoming

yo‘naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
(5) va (6) tengliklardan

COS”oc + cos 2, pt—w—-=1
a*+av ar+(K
boiishi kelib chigadi.
Mashqlar

1 6(0;-2) va c(-3;4) vektorlar berilgan boisa,

a —bb—2c vektoming koordinatalari topilsin.
2. a(7;3) wva 6(5;2) vektorlar berilgan. \a+b

hisoblansin.
3. 3, b g, a b =30° boisa, c-3a+26

vektoming uzunligi topilsin.
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5-MA’RUZA

Kompleks sonlar
Kompleks son tushunchasi

Aylaylik, a va b haqiqiy sonlar boisin. Ushbu
a-hi
llimii kompleks son deyiladi. Bunda i= \/-T boiib, u mavhum
(Hillk ilcyiladi.
Kompleks sonlar bitta harf, ko‘pincha Z harfi bilan
Myil.madi:
r-alf-bi.
Dnn.ik, kompleks son ikki ava bi gismlardan iborat bo‘ladi.
INliiula. a son z kompleks sonning haqiqiy gismi deyiladi va
Li< kabi belgilanadi:
a=Rer.
b "on csa z kompleks sonning mavhum gismi deyiladi va Itnz
kill % belgilanadi:
b=Imz.
Masalan, z =2+3" kompleks son uchun Rez =2,
hn 3 boiadi.
, u fbi kompleks sonning mavhum gismining ishorasi bilan farg
ililuvchi a-bi kompleks son Z ning qo‘shmasi deyiladi va z
knbi belgilanadi:
z—a-bi.
Ikki  zI =a]+b]i, z2-a2+b2i  kompleks sonlar
I ilgan boisin. Agar
ax=a2, bx-b2

boisa, z] va z2 kompleks sonlar teng deyiladi va z,=z, kabi
\o/.iladi.

5.1. Kompleks sonlar ustida amallar

Ikkita
Z, = a, + bxm, z2=a2+b2n
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kompleks sonlar berilgan bo‘lsin.
Ushbu

(a, + a2) + (bx+ b2) «
kompleks son z, va z2 kompleks sonlaming yig‘indisi deyiladi v
Z,+z2 kabi belgilanadi:
2i+z2=(ai+a2) +{P\+b2) « .
Ma' lumki,
z=Rez+/mz-/
Demak,
Re(z, + z2) = Rez, +Rez?2,
Im(z, +z2) = 7z, + Imz2.
Yuqorida keltirilgan qoidadan foydalanib topamiz:
z+z=(a+bi)+(a-bi)=(a+a)+(6+(-Z>))/ =2a.
Ushbu
(a,-02)+(6.-62)-/
kompleks son z, kompleks sondan z2 kompleks sonning ayirmasi

deyiladi va z, —z2 kabi belgilanadi:

z,-z2=(ai-a2)+(b]~b2)-i.

Demak,
Re(z, - z2) = Rez, - Rez2,
Im(z, - z2) = 7lkz, - Iwz2.
Ravshanki,
z-z-(0o+bi)-(a-bi) =(a- a)+(b-(-bfji = 2bi
boMadi.
Ushbu

(a,a2- 6 4)+ (alpl+ adx) «
kompleks son z, va z2 kompleks sonlaming ko‘paytmasi deyiladi

va z, <z2 kabi belgilanadi.
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| slatrna Ushbu
a4 0« = a - haqgiqiy son
(O +/m/ = bi - sofmavhum son
eG+/=1, 0— —i
inuiid\ ih<ttlami kelishuv sifaiida garaymiz.
il
? =iM=(0+1<)(0+1«)=-1+0i=-t
b-i = (b+0-i)(0+\-i)-0 +bi = bi
(mi Imh Utnuman,
( 2 - i -
il=/"«=-im=1
r-i b

-4/1 [ Fh«+l - *4n+2 i *4/1+3
| - 1, I - z - _ll 1 |

(t nalural son) boiadi.
Ravshanki,

z-z=(a+bi)-(a-bi)- (a=a-b'(~b))+
4+( (=b)+a'b)i —{a~ + 0 ~ar+6~

hi'inik, kompleks son o0‘zining qo'shmasiga ko‘payganda
lin p;iyima haqgigiy son boYar ekan.

Ushbu
ala2z+blp?2 i arxx-ariy .
; TO + ~o0 1
a2+ 72 a2+ 2

i.inmplcks son z, va z2 (z2®0) kompleks sonlaming nisbati yoki

hu'linmasi deyiladi va — kabi belgilanadi:
2
-1 a\a2+bt2 Jab -axs . (z © (n
z, al +b; a; +b;

Z,
Amaliyotda zx va z2 kompleks sonlaming nisbati —



kasming surat va maxrajini maxrajda turgan kompleks sornr
go‘shmasiga ko'paytirish bilan topiladi:

zt _a +bi _ (n, +bti)(a2- bA) _ axaz2+ btb2 ax- ap2

z, awy+bj (tf, +bj){a2—bj) a; + b2 a2+ b2
Masalan,
3+2/ _(3+2/)(4-5/1)_22-7] 22 7.

4+5/~(4 +5/)(4-5)"" 41 " 4 41*
Yugqgorida kiritilgan qo‘shish, ayirish, ko'paytirish va bo'li
amallari uchun amallarning bajarilish goidalari o‘rinli bo' ladi:
Z+0 =12z z,+z2=22+2, (Z.,+22)+ 23=2Z21+(Z22+2Z3),

Omwm - O, lez =z, Z =22 - z2wZj,

(z, -r2)-2, = 7, -(z2-2j), (z, +22)-23=2, -zj +z22-2z;

5.2. Kompleks sonni geometrik tasvirlash

Aytaylik, tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi
z = a+ bi kompleks son berilgan boisin (1-chizma).

il/

1-chizma

Ravshanki, koordinatalari a va b bo‘lgan (a,b) juftli

tekislikda bitta nugtani ifodalaydi. Uni M deylik: M (a,b). B

nugta z = a+ bi kompleks sonning geometrik tasviri deyiladi.
Demak, har bir kompleks songa tekislikda bitta nugta v

aksincha, tekislikdagi har bir nuqgtaga bitta komplleks son mo

go'yiladi. Bu kompleks sonlar to‘plami bilan tekislik nuqgtala '
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(ft"Ninini orasida o'zaro bir giymatli moslik mavjudligini bildiradi.
MK mil,uda tutib XOY tekislikni kompleks tekislik deb ham
mwM\

OX o'gida hagigiy sonlar joylashadi: z~a + Qi-a.
lhiiiHIHL udiun OX o'gni haqigiy o‘q deyiladi. OY o4jida sof

sonlar joylashadi: z-0 +bi~bi. Shuning uchun OY
(Vg mavhum o 4 deyiladi. t;

2-chizma

Kompleks sonlaming vyig‘indisi va ayirmasini sodda
ik talgin etish mumkin.

Ravshanki, har ganday z~a + bi kompleks son uchun

O/ vektoming OX va OY o‘glardagi proyeksiyalari mos
MNI'iM.i a va b boiadi (2-chizma)
Aytaylik,

z, = a, + £, z2--a2+ b2
[h 'hii Ma’'lumki, z-,=z,+z2 uchun

= (a, + a2) + (bj -Fb2) =i
Mv I<di ( Uchizma).

3-chizma
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Bundan ko‘rinadiki, 0z3 vektoming koordinata o'qlarida

proyeksiyalari o0z, va 0z2 vektorlarning shu o‘glardagi m
proyeksiyalari yig‘indisidan iborat bo’ladi. Demak,

0z3 = o0z, +0z2

z, va z2 vektorlar ayirmasi z} = zt- z2~ zIl+ (-z2) 4-chizma

geometrik talgin etilgan.

+X

4-chizma

5.3. Kompleks sonning trigonometrik shakli (ko‘rinishi).
Kompleks sonning moduli va argumenti

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasini olamiz.
Biror
z=a+bi
kompleks sonni garaymiz. Ravshanki, bu son tekislikda nugtani
tasvirlaydi (5-chizma):

nUE
; Q a
5-chizma
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(I vektoming uzunligi, ya'ni 0 nugtadan Z nugtagacha bo‘lgan
iiuisola z kompleks sonning moduli deyiladi va |4 kabi

hrl)»ilnnadi.
Ravshanki, z~ a4*bi kompleks sonning moduli

k]l = 'sfa7+b2

(o LKl (Pifagor teoremasidan foydalanildi). oz vektor bilan OX
i* %i orasidagi (p burchak z kompleks sonning argumenti deyiladi
\A\ai) : kabi yoziladi:
(p~argz
Kompleks sonning argumenti 2k (A =0,t1,£2,...)
HhujUkda (z = 0 dan tashgari) bo'lib, uni ushbu
O<arg<2r

Hiunosabatda garaymiz.
Yugorida keltirilgan 5-chizmadan ko4inadiki,

a . b b
eos<N = —, sin (p~—~, tg(p--~ (2)
r r a

lin'hb, bu formulalar yordamida kompleks sonning argumenti
livpil.uli.
Masalan, z = 14*i kompleks sonning moduli
N=r=# +12=yfl,
iiiiMimciiti esa
tgcp -1, <p~ 45e, arg z = 45°
ho Lull.
(2) tengliklardan topamiz:
a=rcos (p b~rs\n(p
lemalk,
z=a+bi
Iminpleks sonni ushbu
Z~r cos P& rsin<P'i~r(cos P4 isin )
J» nmslida yozish mumkin. Kompleks sonning bu kokrinishi uning
hij'oMomctrik ko'rinishi (shakli) deyiladi. Kompleks sonning bu
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ko'rinishi ko'p masalalami hal etishda qulaylik tug‘diradi.
Ikki

z, = rx(cos™, +/sin”)), z2=r2(cos g2+ isinqR)
kompleks sonlami garaymiz. Ulaming ko‘paytmasi

Z, -22= rx-r2[(cos#>, -cos™2-sin”, -sin"2) +

+/(sin ([@cos g2+ cos gxsin 42)J =
-1 X-r2[cos(”>, + 32) + ['sin(">1+ #2)]
bo‘ladi. Bu tenglikdan
lz,-r2)=li-r, =|z]|-122]
arg (r, «z2) = (x+ (= arg z, + argz2

bo'lishi kelib chigadi.

Shunday qilib, ikkita kompleks sonlar ko'paytirilgand
ko‘paytmaning moduli modullar ko'paytmasiga argumenti es
argumentlar yig‘indisiga teng bo' ladi.

Endi z, va z2kompleks sonlaming nisbatini garaymiz.

zX _ rx(cosgxtisin(@) _ i](cos”, +isin (@) (cos g2- isin 42)
z2 r2(cos<€+isin([@®) r2(cos™2+?'sin”™2)(cos$?2- isin ([®R)
X[(cos (pxcos [R+ sin (Esin gR) + i(sin gxcos §2- cos (sin w2)]
r2(cos242+sin242)

= 5-[cos (- 92) +isin (g 2)]

Bu tenglikdan

arg— = <P\-<P2 = argz, - argz2
12
boiishi kelib chigadi.
Shunday qilib ikki kompleks sonning nisbati olinganda
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Minli,lining moduli surat moduli bo‘lingan mahraj moduliga teng,
ninli.iining argumenti surat argumentidan mahraj argumentini
Hvliivmiga tengbo’ ladi.

lindi z =r(cos43+/sin#?) kompleks sonning darajasini

il Minvnii/.
Bu sonning n-darajasi (n-natural son) yuqorida aytilganiga
KH i.i
N TN T B M COS (N H St B Hisin(M 4N 4ok )
WH tn
Z" - r“(cos np+ isin n) 3)
im Luli. Bu tenglik Muavr fonnulasi deyiladi.
Masalan,
z=1+/ r= , e N
4.

kumpleks sonning 10-darajasi

1051 \ A
) 3200+ = 32r
J

. Nio Iry°r on- . .
a i-h =(v2f cos +isin
\ 4
bn' Litli
Aytaylik, z kompleks son va n-natural son berilgan
liu'lsm n-darajasi shu z songa teng boigan w kompleks son,
m? = z, 4)
t kompleks sondan olingan n-darajali ildiz deyiladi va \fz kabi
In'INilanadi:
w->[z
Faraz gilaylik,
z=r(cos”™ +/sin#>), w = p(cosd* +/sinx¥)
lio . m. U holda Muavr formulasidan foydalanib, (4) tenglikni
t]iividagieha
p" (cosnUl+ isin ny) = r(cos P+ isin (p
m’, Keyingi tenglikdan



p* =,
m¥ ~(p + 2KK (k- 0,x1,+2,..)
ya ni
p ="\
(p+ 2KK

boiishini topamiz. Demak,

+ 2K . . + 2K/
® +1sm ® A=0,x1,+£2,...) (5)
n

=4z =Vr cos
n

(5) ko'rinishdagi sonlar orasida fagat n tasigina turlicha boiishin
ko'rsatish mumkin. Ular k ning

k=0,1,2,...,w-I
giymatlarida hosil boiadi.

Shunday qilib, z kompleks sondan olingan n-darajal
ildizning n ta giymati boiib, ular

fonnuladan topiladi.
Misol. Ushbu
w
ildizning giymatlari topilsin.
«4Ravshanki,

A+i=\2 / cosE_I + [sm-
.4
boiadi. (5 ) formuladan foydalanib topamiz:

f bn bn
-+ 2KK + 2KnN

w cos- -H'sin-

n
=n2 cos (M4 +/sin —+ (k=0,1,2)



Mashglar

.Quyidagi kompleks sonlaming moduli va argumenti
loi'llsin.
a) z=-7-r;

b) z- - cos—4isin—;
5 5

.Ushbu kompleks sonlar trigonometrik ko' rinishda
Vn/ilsin.
a) -2;
b) +iy[2 .
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6-MA'RUZA
Yugqori darajali tenglamalar

Chizigli va kvadrat tenglamalar birinchi va ikkinchi daraj
tenglamalar bo‘lib, ulami yechish o‘quvchiga maium. Endi yuqo
darajali tenglamalami garaymiz.

Quyidagi

@X +Aun P&+ eeet X+ Aq=0 (1)
tenglama n -darajali tenglama deyiladi, bunda a0,ax...an berilg
sonlar (hagiqiy yoki kompleks), x noma’'lum son, n-natural so
an* 0 -

Aytaylik, A0 hagiqiy yoki kompleks son bo'lIsin. Agar

a, X" + aniXo~' + ==+ a,x0+alds 0
bo'lsa, x0 son (1) tenglamaning yechimi deyiladi. (1) tenglamanin
barcha yechimlarini topish bilan u yechiladi.

6.1. Ko'phadlar va algebraning asosiy teoremasi

Ushbu

arx" + anIx"~1+ — ha,x+ a0
ifoda ko'phad deyiladi, bunda a0,al,...all sonlar ko‘phadning
koeffitsiyentlari, n esa ko'phadning darajasi. Ravshanki,
garalayotgan ko‘phad x ga ( x o‘zgaruvchiga) bog‘lig. Uni f(x)
kabi belgilash mumkin:
—dnX + H--+ + g
Agar A’ son uchun
[(**)=0
boisa, x* son f(x) ko'phadning ildizi deyiladi.
Faraz gilaylik,
f(x) = amxn+ anx"' N+ ===+ ax + ao,
$2(*) = brx" + bn>xnx+--- + bix + b0
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bo'phadlar berilgan boisin. Agar
ak=bk iyk=0,1,2,...,n)
lid' Isa. bu ko'phadlar teng deyiladi va f{x) - <p{X) kabi yoziladi.

Ravshanki, /(x) va <p(x) ko'phadlaming yigindisi
1{\) ayirmasi /(x)-<p(x), ko‘paytmasi f(x)-<p(x)
viuia ko'phadlar boiadi.

Aytaylik, f(x) hamda g(x) ko'phadlar berilgan boisin.
/ (v) ko'phadni g(x) ko‘phadga boiamiz:

I(x) =g(x)-<7(x) +r(x). (2)

Odatda, gq(x) boiinma, r(x) esa qoldiq deyiladi. Bunda
r( \) ko'phadning darajasi g(x) ko‘phadning darajasidan kichik
bu kuli.

Agar (2) tenglikda r(x)s=0 boisa, / (x) ko‘phad g(x)
knpliadga boiinadi deyiladi. (g(x) ni / (x) ning boiuvchisi
Hflin .Icb yuritiladi).

Aytaylik, /(x ) ko'phad berilgan boiib, uni x-a ga
¥ Jj.nnda boiinma q(x ), qoldig esa r(x) boisin:

[(x) =(x—a)-"(x) +r(x).

Ravshanki, bu holda goldig r(x) o'zgarmas songa teng

Ih laili: r(x') —c. Demak,
f(x) = (x-a)-q(x) +c.
Keyingi tenglikda x - a deyilsa,

f(a) =c
bo lishi kelib chigadi. Buesa /(x ) ko‘phadni x-a gaboiishdan
omi boigan qoldiq, /(x) ko‘phadning x = a dagi giymatiga
ieng boiishini bildiradi.
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Demak, x —a son ./ (x) ko'phad ildizi boiishi uchun f (x) ning

X —a ga goldigsiz bo'linishi zarur va yetarli boiadi.
Odatda, bu tasdiq Bezu teoremasi deyiladi.

Agar /(x) ko'phad (x-a)* gaboiinsa (/r >1), a son

f{%) ning karrali ildizi deyiladi. Ayni paytda, f(x) ko‘phad

(x-a)*H ga boiinmasa, a son /(x) ko'phadning k Kkarrali
ildizi deyiladi. Bu holda

f(x) = (x-a)k-(p(x)
boiib, <p(x) ko'phad x-a ga boiinmaydi.

Quyidagi tasdigni isbotsiz keltiramiz.

Tasdig. Darajasi birdan kichik bo ‘Imagan har ganday
Ko phad kamida bitta ildizga ega bo ‘ladi (bu ildiz kompleks son
bo ‘lishi ham mumkin).

Aytaylik, «-darajali

J (x) =axk“+an x"1H- +a,x+al
ko'pbad berilgan boisin. Bu ko‘phad yuqorida keltirilgan tasdigqga
ko‘ra kamida bitta a, ildizgaega: f (a,)sO .
Shuning uchun
I(x) =(x-«,)-",(x)
boiadi, bunda (x) ko‘phad boiib, uning darajasi n—1 ga teng.
Agar n>\ boisa, unda (@(x) ko'phad ham tasdigga
ko'ra kamida bitta a2 ildizga ega. Demalk,
O(x) = (x - a2)«q2(x), <92(x) - ko'phad.
Natijada /(x ) ko'phad ushbu
f(x) =(x-al)(x-a?2)-<p2(x)
ko' rinishni oladi. Bujarayonni davom ettirish bilan

f(x) =an(x-al)(x-cc2)...(x-a,)
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Ifiinlikka kelamiz. Keyingi tenglikda axaz2,...an sonlar orasida
n’'/aio bir-biriga tenglari boiishi mumkin. Demak,
1(*) =«,.(*-«if (x-a2)d. \x-asf
I ut,
kN +k2+--- + ks = n, idj da
a,*aj (ij =1,2,...9).

Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.

Teorema (algebraning asosiy teoremasi). Har ganday n -
darajali (N >1) kophad n ta ildizga ega (har bir ildiz necha

rah boisa, shuncha marta hisoblanadi).
6.2. Yugqori darajali tenglamalarni yechish

Algebraning asosiy teoremasi

arxt + aniXHl+ — faxx +a0=0 3)
knglamaning n ta yechimi mavjudligini ifodalasa ham, umumiy
Itolcla bu yechimlarni topish algoritmlarini aniglab bermaydi. (3)
u-nglamani yechish masalasi hozirga gadar katta muammo boiib, u
nyrim xususiy hollardagina hal etilgan.

(3) tenglamaning yechimi tenglama koeffitsiyentlari ustida
tlalshish, ayirish, ko‘paytirish, boiish va ildiz chigarish amallarini
hiijarishdan hosil boigan ifoda bilan aniglansa, (3) tenglama
iadikallarda yechiladi deyiladi.

Eslatma. Agar a = a+ bi kompleks son (3) tenglamaning
vcchimi boisa, a sonning go‘shmasi a —a—bi kompleks son
ham (3) tenglamaningyechimi boiadi.

Endi (3) tenglama radikallarda yechiladigan ba’zi hoJlarini
garaymiz.

Ravshanki, n= 2 boiganda (3) tenglama avval ciganilgan
kvadrat tenglamaga keladi:

ax2+bx+c=0.
Bu tenglama har doim ikkita ildizga ega:

-b+\Jb2—4ac —b~4bl- 4ac



(diskriminant b2-4ac >0 bo'‘lganda, X, va X, lar haqigiy va turl
sonlar; b2- 4ac =0 boiganda X, =%, boiib, ildiz karrali

b - 4ac <0 boiganda x, va x2 lar bir-biriga qo‘shma komplek

sonlar boiadi).
Endi (3) tenglamaning keyingi xususiy hollarini garaymiz.
a) « = 3 boisin. Bu holda (3) tenglama
ajX"'1l+ a2~ +ax+ad=0,,

ko‘rinishga keladi. Qulaylik magsadida keyingi tenglamani
quyidagicha

+atx2+ a2+ a3=0 (a05tO) (4)
yozib olamiz. (4) tenglama quyidagicha yechiladi:
1) (4) tenglamaning ikki tomonini a0 ga boiib, topamiz:
X' +/>x2+ b2 + bb=0,, (5)

bunda bk~— (k=1,2,3).
ag

b.
2) (5) tenglamada x =y - -

almashtirish bajaramiz. Unda (5) tenglamaning chap tomoni ushbu

ko'rinishga kelib, quyidagi

almashtirishdan so'ng ( 5) tenglama
I +py+q=0 (6)
ko' rinishni oladi.
3) (6) tenglamaning yechimini
y = n+v (7)
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b’ wiishda izlaymiz, bunda N va v lar ushbu

()

3
uliaitni ganoatlantirishi talab etiladi.
Ravshanki, (7) va (8) munosabatlardan garalayotgan n va
r Lu quyidagi

t2-vt- —=0
' 3
K\xirat tenglamaning ildizlari ekanligi kelib chigadi (Viyet
Hi»u*masi).
4) y = n-fv ni (6) tenglamadagi y ning oiniga gqo'yamiz:

{us4v) +pm+v)+qg=0.

Natijada
W + 3wV 4 3™MN24v34pu 4 /vaeq=0,
yam
(W34 Y14-~"4- blIIV4 p)(m4-v) =0 9)
Ib» ladi.
Maiumki, w*v=——. Unda 3t/v4-/) —0 boiib, (9)
Im illama

if 4v14q=0, ya'ni w34v3=~q
ko rinishga keladi. Demak,

y)+py+q=0
u ni’iamani yechish ushbu

=-7?
o = L (0
~ 27
isicrtmni yechishga keladi.
5) (10) tengliklardan ko' rinadiki, ulva v lar ushbu



kvadrat tenglamaning yechimlari boiadi. Bu kvadrat tenglam
yechib topamiz:

14 27 4 27
Demak,
3.
|/|:t:__+l
4 27 (r
vu ,2=-«JsL +£i 12
2 \74 27 (12)

6) (11) va (12) tengliklardan

+ t +£1

»Jd _ £
vV 2 v4 27

(13)

v=J] -—
2 V4 27

boiishini topamiz. Demak, (6) tenglamaning yechimi

J1 .= 14
\ 27 (14)

4 27 \ 2 \4

boiadi.
(14) tenglik Kardano formulasi deyiladi. Bu formula
M+ V
yigindidan iborat boiib, har bir w va v lar uchtadan giymatga ega.
Unda un+v yig'indining giymatlari 9 ta boiadi. Bu qiymatlar
ichida uchtasigina (6) tenglamaning yechimi boiib, bunday n va v
ning giymatlari ushbu
P

3

uv =
munosabatda boiadi.
7) Aytaylik, n va v ning (13) tengliklanr
giymatlaridan biri ul va v, boisin. Unda
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— + n/3-i -1 —/3-r1

i 2 wop w3 o2 w p

V= i v, =

S) (6) tenglamaning yechimlari
[ =+ vp

1 -
v, --(ut+v])+-~-(ul]-v, : (15)

=N (WL V)N~ -(Wi-V ]

lib, berilgan tenglamaning yechimlari
> 6, 6,
1=V-Y, *2 =N2 3>
L
Imisol Ushbu
x3- 9x2+ 2Ix-5=0
INiivliima ycchilsin.
4 [berilgan tenglamada
X=y+3 -
#»h liinish bajaramiz. Unda
(v +3)-9(y +3)/+2I(v+3)-5=0
M m
y3—6j/+4=0
Mh Liih (14) formuladan foydalanib topamiz.

m=V-2+Vv4n8 =tf-2+b
Ravshanki, bu kub ildizning giymatlaridan bin
w, = 1+ /
Ini Luli Unda



boiib, (15) formulaga ko‘ra
Y,=2, y2=-1-y/3, y,=-1+vy/3
boiadi. Demak, berilgan tenglamaning yechimlari
X, =5, x2=2-V3, X3=2+n/3

boiadi. »
b) n=4 boisin. Bu holda (1) tenglama

adx4+ axx3+ax2+ax +ad=0 (16)

ko‘rinishga keladi.

(16) tenglama radikallarda yechiladi. Uning yechi
algoritmi mavjud (qaralsin, [1]).

Eslatma. n>5 bo‘lgan holda (3) tenglamani
radikallarda yechilishi masalasi hagida kop izlanishlar ol
borilgan. Natijada quyidagi xulosaga kelingan.

Agar (3) tenglamaning darajasi besh va undan katta bo ‘Is
(3) tenglama umumiy holda radikallarday echilmaydi.

Endi  yuqori darajali  tenglamalaming radikallar
yechiladigan yana ayrim xususiy hollarini keltiramiz.

d) Ikki hadli tenglamalar.

Ushbu

ax"+b =0 (a* 0)  (17)

ko'rinishdagi tenglama ikki hadli tenglama deyiladi. B
tenglamaning yechimi

N\
V
boiadi.
2-misoL Ushbu
x5+32 =0
tenglama yechilsin.
J1Ravshanki,
x="T1

Endi - 32 sonni kompleks son sifatida garab 5-ma’ruzad
keltirilgan formuladan foydalanib topamiz:

-32 =32(cosn+/sinn).



Kompleks sondan ildiz chigarish qoidasiga ko'ra
V 32 = .~32(cos;r +/sin;r)

n+ 2Kn LA+ 2KKN
-+ /sm-

cos- (k--0,1,2,3,4)
H linli Demak,
> w ( b, . 3aN
\, -2] cos—+/sm-,. . »m COS-—--- hzsm
J] | s 5 )
7T .. In N on- .. 9n-
t, \ v, =2 cos—tIsm— | A =2 cos— +;sm—

¢) Uch hadli tenglamalar.
I Ishbu

ax2'+bx“+c=0 (a”™0)
im'imislidagi tenglama uch hadli tenglama deyiladi.
Berilgan tenglamada
X =i
Him.iitlirish bajaramiz. Natijada berilgan tenglama
at2+bt+c=0
kvmli.ii lenglamaga keladi va uning yechimlari

-bi ylb2—4ac
h,2= 2a
Ini' ul: Demak,
_ -btyjb2-4 ac
2a
Kt'vmgi tenglikdan
I-bt'Ib2-4 ac
(18)
2a

In hshini topamiz.
3-misol. Ushbu

n6-3x3-2 =0
i, nvLima yechilsin.



< (18 ) formuladan foydalanib topamiz:

3+>/9—-8 B+1

X =
Demak,
o =Vv2.
Ravshanki,
o ] 2KnN 2K\
/T = j- COS- - ZSm- (k=0,1,2).
Bundan,
2lr .. 2n 1) - . 4r
VO)—=1, cos— +zsm— a‘,():cos— +ism —
3 2 3 3
bo’lishi kelib chigadi.
Shuningdek,
f 2KnN . 2KN\ .
Xx@-\[I- /p2* cos------- b/sm——1 fk =0,1,2)
\% 3
boiib, undan
. ( 1in 2n-
s(1=-n, D37 cos = +zsm-
\Y,
3 4n . 4n\
x,®= Eic%_ +zsm- boiishini topamiz.
\Y 3 3y

Shunday qilib, berilgan tenglamaning yechimlari

2n ... 2n n .. n y)
X, =1 X2=c0os— +7Sih— , X,=C0S— +272Sm— ,x4=v£,

3 3
2n ... 2n" 4n . 4ann
mft COS— +2zZSm x6=>/2 €c0S— +ZSm—
V 3 3 y 3 3
boiadi. »
Mashglar

Quyidagi tenglamalar yechilsin:
1 2x3-5x2+8x-3 =0
2.*4+1 =0
3. 6X4+19x3-7x2-26x +12=0
4. x3- 5x2+28 =0
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7-MA’'RUZA

Tekislikda to‘g‘ri chizig va uning
turli tenglamalar)

Tekislikda to'g'ri chiziq sodda, ayni paytda muhim
Mstniu-iiik tushunchalardan biri. Uni tekislikdagi nugtalar to‘plami
(iHit]i.ilaming geometrik o‘mi) sifatida tushuniladi.

Ma’'lumki, tekislikdagi nuqta o‘zining x va vy
(tttiMiliiKilalari bilan toiig aniglanadi. Bu x va y sonlar turli
ijlymailami gabul gilganda (x,y) juftliklar turlicha boiib, ular turli

HiHJial.im tasvirlaydi. Odatda, bunday nugtalar o‘zgaruvchi nugta
llryilatli. Agar o‘zgaruvchi nugtaning koordinatalari x va y lar

Miloi bogianishda boisa, u holda bunday nugtalar to‘plami
| I(pomc(rik o‘mi) biror geometrik shaklni ifodalashi mumkin.
Huy Linish esa geometrik shaklning tenglamasi deyiladi.

7.1. To'g'ri chizigning umumiy tenglamasi

Faraz qilaylik, tekislikda ikkita tayin MXx.,}\) va
M.(K,,y2) nugtalar berilgan boisin. Bu nugtalardan baravar

Hut]likda turgan nugtalar biror to‘'g‘ri chizigda boiishini, bunday
iHt]@ar to'plami (geometrik o‘rni) to‘g‘'ri chizigni ifodalashini
(iimiwur qgilish mumkin. Shu xususiyatdan foydalanib undagi

tt /Maiuvehi P (x,y) nugta koordinatalari orasidagi bogianishni

uz (1-chizma).
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Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga ko' ra
MY =\[(x- x)2+{y~y> f*

M2P =3 (x-x,f +(y-y?2f

bo'lib,

yi(x- xf +(y- V)2=J(x- x2f +(y-y2)2
bo'ladi. Bu tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, so
gisga ko'paytirish formulasidan foydalanib topamiz:
X2- 2X,X+ X2+Yy2- 2yl + Y\ —x2- 2X,X+ X2+y2- 2y +y\

Keyingi tenglikdan

2(X2-%X,)-x+2(>'2-y D)-y + (xf +y] -x2-72)=0
bo'lishi kelib chigadi. Agar
A=2(x2- x,),

B=2("2-y,).
C=x2+y2- x2- y\
deyilsa, unda
NIx+By+C=0 1)
boiadi.
Demak, to4ii chiziqdagi ixtiyoriy P(x, y) nugtaning x v
y koordinatalari (1) tenglama bilan bogiangan. Binobarin, b
tenglamani to'glri chizigning tenglamasi boiadi.
Odatda (1) tenglama to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamas;
deyiladi.
Eslatma. Agar tekislikdagi /1(n0,yQ nuqgtaning x{),y0
koordinatalari (1) tenglamani ganoatlantirsa, yani
Ax0+By§+C =0
bo‘lsa, A nuqgta to'g'ri chizigda yotadi, tenglamani ganoatlan
tirmasa, ya 'ni
Axgq+ B y-fC ®©0
bo Isa, A nugta to g (i chizigda yotmaydi.
1-misol. Ushbu
3x- 2y-8=0 (2)



Mon berilgan lo'g'ri chiziq tekislikdayasalsin.
~AMa’'lumki, ikki nugta to'g‘ri chizigning tekislikdagi
Inlilitti (o'liq aniglaydi.
Aylaylik, x = 0 bo‘lsin. Unda (2) tenglikka ko‘ra
3«0~2}>- 8=0, 2y = -8, y=-4
In'Inth 1V-mak, (0, -4) nuqta to‘g‘ri chizigda yotadi.
Aytaylik, y —0 bo'lIsin. Unda (2) tenglikka ko‘ra
8 2
3x-2-0-8 =0, 3x = 8§, X=—=2—
3 3

N

23,0 nugta to'g‘ri chizigda yotadi. Bu

nugtalarni tekislikda yasab, ular orgali to'g‘ri

(M#Y™ ikazamiz (2-chizma).

2-chizma

Tenglamasi 3x- 2y -8 =0 bo‘lgan to‘g‘ri chizigning
i Jikila joylashishi 2-chizmada tasvirlangan. »

Ravshanki, (1) tenglama bilan berilgan to'g‘ri chizigning
MH'iliMagi holati (vaziyati) tenglamadagi A,B,C sonlarga bogiiq
A liidl

1) (1) tenglamada C = 0 bo'lsin. Bu holda (1) tenglama

Ax+ By =0
Im imishga kelib, bu to*g'ri chizig koordinatalar boshidan o' tadi.
2) (1) tenglamada A~ 0 bo'lsin. Bu holda (1) tenglama
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c
By+C=0, yani y —— [B* 0)
B

ko‘rinishga kelib, bu to‘g‘ri chizig OX o‘giga parallel boiadi.
3) (1) tenglamada 5 = 0 boisin. Bu holda (1) tenglams

C
AXx+C =0, ya'ni X = -
A

koiimshiga kelib, bu to*g‘ri chiziq OY o‘qiga parallel boiadi.

4) (1) tenglamada A =C =0 boisin. Bu holda {

tenglama
By =0,yaniy =0

ko‘rinishiga kelib, bu to‘g‘ri chizig OX o'‘qini ifodalaydi.

5) (1) tenglamada B =C =0 boisin. Bu holda (

tenglama
Ax=0,yani x=0

ko'rinishga kelib, bu to'g‘ri chiziq OY o'qini ifodalaydi. 1

Demak, to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi

AX+By+C=0

da A @O0, B~ 0, C ™0 boisa, u holda bu to‘g‘ri chizj
koordinatalar boshidan ham o‘tmaydi, koordinata o‘qlariga parall]
ham boimaydi.

1°. To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamas
Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror £ to‘g‘ri chiziq
ni olaylik. Bu to‘g‘ri chiziqg OX o°‘qiga parallel boimasin. Binoba
rin, 1 to‘g‘ri chizig OX o'qini kesib o‘tadi. To‘g‘ri chizigninj
OY o'qgi bilan kesishgan nuqtani B, OX o0‘qgining musba
yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni a deylik (3-chizma).
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Ravshanki, B - R(0;b) bo‘lib, b esa OB kesmaning

To'g'ri chizigda ixtiyoriy M = M (x, y) nugtani olamiz.
ilgan chizmadan ko‘rinadiki, BMC - to‘g'ri burchakli
Ui'lihiiichak, <CBM~<X, BC —x, MC =y —b.
/M/C uchburchakdan
y-b

tga = -
X

vn Irdvili  topamiz. Bu miqdor to‘g‘ri chizigning burchak
Nilsiyenti deyiladi va A bilan belgilanadi:

k- tga.
Natijada
y —b .
K ~ = bo‘lib, undan
X
Yy = KX+ b (3)

tin Ii .lii kelib chigadi.

Demak, to'g‘ri chizigdagi ixtiyoriy M (x,y) nugtaning x
wn i koordinatalari (3) tenglama bilan bogMangari.

Ushbu

y =kx+Db

itM'luna to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi
<ifsiladi.

(3) tenglama k va b larga bog‘lig bo‘lib, to‘g'ri chizigning
li Kislikdagi vaziyati shu k va b lar bilan to‘lig aniglanadi.

"
Masalan, a =—, b =2 bo'lgan to‘g'ri chiziq tenglamasi
4

y-x+2
. - 71
Im ladi, chunki k=tg— = 1.
4

Eslatma. Agar to 'g‘ri chizigning umumiy tenglamasi
Ax+By+C=0 (4)
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da B PO bo‘lsa, uni tog‘ri chizigning burchak koeffitsiye
tenglamasiga keltirish mumkin.
Hagigatdan ham, (4) tenglamani y ga nisbatan yechib,

A C
y = =X ,
B B
so‘ng
K=-- , b =-
B B
deyilsa, unda (4) tenglama ushbu
y = kx+b

ko‘rinishga keladi. Bu to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyen
tenglamasidir.

2°. To'g'ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglama
Aytaylik, tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror
to‘g'ri chiziq berilgan bo‘lsin. Bu t to‘g‘ri chizig koordinatal
boshidan 0‘tmasin va u OX o‘gidan a= OA kesmani, O
o‘gidan esa b = OB kesmani ajratsin (4-chizma).

Y Al

W N\
b N
4-chizma

Qaralayotgan to‘g‘ri chizigda ixtiyoriy M =A/(x,y)
nugtani olamiz. Keltirilgan chizmadan ko' rinadiki:
OAB, CAM uchburchaklar to‘g‘ri burchakli uchburchaklar,
<39C=x, MC=y,. CA—a-x, OB=b, OA=a

Endi AO AB va ACAM uchburchaklaming
o0 'xshashligidan foydalanib topamiz:



Keyingi tenglikdan

DH tib uiulan

- +7 =1 5
St ®)

(jtrinhi kelib chigadi.
Demak, to‘g‘ri chizigdagi ixtiyoriy M (X,y) nugtaning x
to i koordinatalari (5) tenglama bilan bog'langan.

lislibu

a b
Ifiiglaina lo'g’ri chizigning kesmalar bo'yicha tenglamasi deyiladi.
(5) tenglama a va b larga bog' lig bo'lib, to‘g‘ri chizigning
(tldnlikdagi holati shu a va b lar bilan tq'lig aniglanadi.
Masalan, OX o'gidan 2 birlik (a=2), OY o'‘gidan 3

hiilik (B- 3) kesma ajratadigan to'g‘ri chiziq tenglamasi

2 3
hn'Imli.
I'slatma. Agar to 'g‘ri chizigning umumiy tenglamasi
Ax+By+ C=0
A (10 n* 0, B® 0 bo‘lsa, uni to'g'ri chizigning
ki siiKihir bo yicha tenglamasiga keltirish mumkin.
llagigatan ham, (4) tenglamaning ikki tomonini -C ga

L 1y,
A B
PG T—
-C -C
X
~Cc -C
A B
no’ 1"
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A’ B
deyilsa, unda (4) tenglama ushbu

XY _h

a b
ko‘rinishga keladi. Bu to‘g‘ri chizigning kesmalar bo'y
tenglamasidir.

7.2. To'g'ri chizigga oid masalalar

1°. Ikki to‘g‘ri chizig orasida burchak. Ikki to’
chizigning paralleilik hamda perpendikulyarlik shart]

Tekislikda ikkita € va Q to‘g‘'ri chiziglami qaraylik, f, to'
chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi
y = kx + bt
i 2 to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi esa
y = k2 +b,
bo‘lsin. Bunda
K =tga{, k2=tgaZ2
(5-chizma).
Y

5-chizma

£] to'g‘ri chizigni M nugta atrofida soat strelkasiga tesk

tomonga uni t2 to‘g‘ri chizig bilan ustma-ust tushguncha buri

natijasida hosil boigan (p burchak (0 <(p<n}, ikki £l va



«.{rlrin/iglar orasidagi burchak deyiladi.
Ymjorida keltirilgan 5-chizmadan ko'rinadiki, @ burchak

(p=a?- ax

Ihili
f Mn’ lumki,

*E

\ tga-y-tga,
tgp=tofaz-g )= P29

ks —A
_ (6)
1+ k ki
In'11K i ikki to'g‘ri chizig orasidagi burchakning tangensini aniglab
bimli
Masalan, ushbu
wx+2,  Y_—Sx+3

iHB't* clii/.iglar uchun

1
K, =N

fortlll». ular orasidagi a burchakning tangensi (6) formulaga ko‘ra

3 1
4 7] 21+ 4
tga
1. . 28-3
4 "7
Hi Inili 1)umak, berilgan to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak
a - 45°

Ha 1nil

Aytaylik, ikki to'g‘'ri chizig orasidagi burchak « =0
liu lan Ravshanki, bu holda to‘g‘ri chiziglar parallel bo'ladi. Ayni
[M\iila



KX=K2 (7)
boiadi. (7) munosabat ikki to‘g‘'ri chizigning parallellik sha
ifodalaydi.

Aytaylik, ikki to‘g‘'ri chiziq orasidagi burchak a —
bo‘lsin. Ravshanki, bu holda to‘g‘ri chiziglar perpendikul
boiadi. Ayni paytda

n ro N
tg~ o
1+ kx-k2
boiib,
1+ kx'k2 0, ya'ni

(8)
Kj

boiadi. (8) munosabat ikki to‘g‘ri chizigning perpendikulyar
shartini ifodalaydi.
Eslatma. Aytaylik, ikki to ‘g ‘ri chiziq umumiy ko ‘rinishd
tenglamalari
Ax + By + C, =0, A2x+ B2 + C2=0
bilan berilgan bo ‘Isin. Bu to ‘g'ri chiziglarningparallellik sharti

A
B, B,
perpendikulyarlik sharti esa
Ax-A2+Bx-B2=10
bo ‘ladi.
2°. Bir va ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiz'
tenglamalari. Tekislikda tayin M, = M x(x,, Vv,) nuqgta berilg

boisin. Shu nugtadan o'tuvchi to‘g‘ri chizigni (to‘g‘ri chizi

tenglamasini)  topamiz. To‘g‘ri  chizigni, uning burch
koeffitsiyentli tenglamasi
y =kx+b 9)

ko‘rinishida izlaymiz. Bu to'g‘ri chiziq berilgan M x nugta orgal

oiishi lozim. Binobarin, M, nugtaning koordinatalari x, va yx1
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(ihmuni ganoatlantiradi.
v, = kx™+b (10)
110) u-ngliklarni hadlab ayirib
y- Vv, =kx+b- (be, +b),

%
y-yl=k{x-x1) (11)

Hv (11) tenglama berilgan nugtadan o4uvchi

1MM.1M/.M tenglamasi boiadi.
(11) tenglamadagi Kk tayin son boisa, u holda (11)

“luma (v v,) nugtadan o‘tuvchi tayin bitta to‘g‘ri chiziq
"Mi
Ay.ar (11) tenglamadagi k turli giymatlarni gabul giluvchi
‘igtMiiwlii  boisa, u holda (11) tenglama nugtadan
*Iwi Into'g'ri chiziglar dastasining tenglamasi boiadi.
Misol. P (3,2) nugtadan o ‘tuvchi, ushbu
y - —x-1 (12)
3
lit hr. /gaparallel bo'lgan to'g'ri chizig tenglamasi topilsin.
~/lanayotgan to‘g'ri chizig (12) to'g‘ri chiziqga parallel
t'lulii kcrakligidan, ulaming burchak koeffitsiyentlari bir xil
",

Y~Y\ = - (X~xi)
flu'll linlo'g‘ri chiziq 3,2) nugtadan o‘tadi. Demak,

y-2=-{x-3)

=-X-2

Im Imdl Hu izlanayotgan to‘g‘ri chizigdir. »
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Aytaylik, tekislikda ikkita M1](x,,y,), M 3(x2,
nugtalar berilgan bo‘lIsin. Bu nugtalardan o‘tuvchi to'g‘ri ¢
tenglamasini topish uchun, avvalo JT7. (x,,y,) nuqtadan o‘tu
to‘gii chizig tenglamasini (11) formulaga ko'‘ra yozib olamiz:

Y-¥Xx =k {Xx-XX).

Bu mo'g‘ri chizig M2(x2,y™j nugtadan o'tishi ke

Demak,
Y2-Y, =k(x2-x,)
bo'ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
k=bzZlII_.
X,-X,

K ning bu giymatini (11) tenglamadagi K ning o‘miga qo'ys
unda

xX2- X
boiadi. Keyingi tenglikdan

Y2-y1 X2~-X1
boiishi kelib chigadi. Bu berilgan J1/~x,,”~,) va M 2(x,,y
nugtalardan 0 ‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasi boiadi.
Masalan, A/, (2,3), M 2(4,5) nugtalardan o‘tuvchi to‘'g

chiziq tenglamasi

y-3 _ x-2
T-i~4-2"
ya'ni
y=x+1
boiadi.

3°. Berilgan nuqgtadan berilgan to'g‘ri chiziggac
boigan masofa. Tekislikda ushbu

Ax+By+C=0



INe bilan berilgan i to'g'ri chizig va M x(x,,Vv,) nugtani
lik

M, nugtadan C to'gii chizigga  tushirilgan
lllkulvaming uzunligi A/, nuqtadan P to‘g‘ri chiziggacha
fb tliyilaili (6-chizma).

6-chizma

iViprndikulyaming | chiziq bilan kesishish nuqgtasi
I(1, v.) boisin. Demak, nugtadan to‘g‘ri chiziggacha masota
I A/ ki'sinamng uzunligi boiadi. Uni d bilan belgilaymiz.

1 b.libu
Ax+By+C=0,

Bx—Ay + Cj =0
*H <hi/u]lar o‘zaro pedendikulyar boiadi, chunJci bu to‘g‘ri
lilkn in linn perpendikulyarlik sharti bajariladi:
AB +B-(-A) = AB-AB =0.
liiula pcrpendikulyar to‘g'ri  chizigning A/, (X,,Y,)
jttiliin n'iganligini e’tiborga olib, uning tenglamasi
B-(x~xi)~A(y-yh=0
£h lixliHii lopatniz. Ayni paytda, bu to'gii chizig M 2¢x2,y2)
li.imt o'tadi. Demak,
B-(x2-x1)-A(y2~yD=0

hcvmgi tenglikdan
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B(x2-x,)=A(y2-yD
yam
X' Y v

bo'lishi kelib chigadi. Agar bu nisbatlarni t bilan belgilasak,
h ~xX\™ ¥Yr-y\ =t

A -~ B
unda
X2- X, = At, X2= X, + At,
Y2~ Y\~ Bt, y2=y{+Bt
bo'ladi.
Ravshanki,
d=~ "-xf +(y2-y,)2= B2 <K (1

Endi M2(x2,y2) nugta qaralayotgan Ax+ By +
to‘g'ri chizigda yotishini e’tiborga olib topamiz:
Ax2+By-, + C = A(x!+ At) + B(yt+ Bt) + C —
=(/4 +By, +C)+t(A2+B2)=0
Keyingi tenglikdan
AX |+ + ('

/42+ 52
bo'lishi kelib chigadi.
Demak, ( 14) va (15 ) tengliklardan

(15)

n=-fTTF «1J Ac*By<tc\ (16)
*Ja 2+ b2
bo‘ladi. Bu berilgan nugtadan berilgan to'g‘ri chiziggacha bo*
masofani topib beradigan formuladir.

Masalan, M, (3,-4) nugtadan
6x- 8y +31=0
to'g'ri chiziggacha bo‘lgan masofa (16) formulaga ko'ra
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Mashglar
| ichl>ii
At ke 0, b) v=—x+— d) —
3 '3 2
"iijlni ickislikda tasvirlansin.
IMilni 1Ovf 5 y+12=0 tog'ri chizigning burchak
I 1H] Isit
t It iNr 15=0 to'g'ri chiziq bo'ylab yorug‘lik nuri
*8e(), n abssissalar o‘gigacha borib, undan qaytadi.
HV1vy* Irnjdamasi yozilsin.
, HiMiiltning diagonallari 8 va 3 birlikka teng. Agar
bA M diajioualmi OX o0°‘q uchun, kichgina diagonalini
(pitnl qgilsak, romb tomonlarining tenglamasi yozilsin.
, (MHiliii 3.v+v-2=0, x-3j+1 =0 to'g'ri chiziglar
VHH Ink lopilsin.
| I Mil>n 2X-y-3 =0, x-3y-4=0 to‘g'ri
[uy Krsisliisli nugtasidan o‘tuvchi hamda X+ Yy = 1 to'g'ri
|Vhillrl bo' Igan to*g‘ri chiziq tenglamasi topilsin.
f lit Maii .f(12;0), 5(1;8), C(0;5) nuqgtalarda bo‘lgan
kiting /~ nugtasidan AC tomongacha bo‘lgan masofa

I Nruc'lik nuri OX o'‘giga ganday burchak ostida
HIKHilm gayigan nur a (-2;>/3] Ba B(-3;2n/3] nuqtalardan



8-MA’'RUZA

Tekislikda ikkinchi tartibli egri chiziglar

Biz sodda ikkinchi tartibli egri chiziglar- aylana, el
giperbola, parabola va ulaming xossalarini keltiramiz.

8.1. Aylana

Ma’'lumki, tekislikda berilgan (tayin) nuqtadan bar
uzoglikda joylashgan nugtalar (tekislik nugtalari) to'plami ayl
berilgan nuqgta esa aylana markazi deyiladi.

Endi aylananing tenglamasini keltirib chigarish magsa

tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini va M 0= M 0(x0,
nugtani olamiz. Ravshanki, bu nugtadan r masofada (/- > 0)
lashgan nugtalar (bunday nugtalar to‘plami aylana bo‘ladi) o°

ruvchi nugtalar bo‘)adi. Bunday nugtalardan birini M = M (x

deylik. M 0(x0,y0) va M(x,y) nuqtalar orasidagi masofa

bo'ladi.
Keyingi tenglikdan

(x-x0f +(y-y0)2=r2 (1)
bo'lishi kelib chigadi.

1-chizma
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ilniMl«Y qilib, aylanada joylashgan o‘zgaravchi M(x,y)
N fcoiiidmalalari x va y lami bogiovchi tenglamaga
M 11>unglaina aylananing sodda tenglamasi deyiladi, r
iinliii".i deyiladi.
|[Hvnvk.  aylananing tenglamasi markaz deb atalgan
It¢ .) migiaga hamda r radiusga bogiiq boiib, ular
jtlit nylanaiiing tekislikdagi holati to’ lig aniglanadi.
UwvevHam, markazi koordinatalar boshida boigan aylana
Hint quvidagicha
X +y’=r
4
Milndian, markazi (-1,2), radiusi 5 ga teng boigan
#iH | (niglamasi
(a+1)2+(_y-2)2=25
I
Avinna bilan umumiy bitta M (x 1,y 1) nugtaga ega boigan
jHl i hl/iq aylanaga o'‘tkazilgan urinma deyiladi.
1¥bHl
?
X+ y2 =r 2

ilHy. ( V],.V]) nugtasiga o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi

XX+y¥-r2=0 (2)
TN bR ega
Mnsalan, ushbu x2+y2=8 aylananing (2,-2) nugtasidan

§1H» 1" wimnaning tenglamasi
2\ +(-2)y-8 =0,yanix-y-4=0

8.2. Ellips

likishkda ikkita tayin nuqtalami olaylik. Tekislikning bu
W(ut. kM ba boigan masofalari yigindisi o‘zgarmas songa teng
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bo'ladigan nugtalari to‘plami (nugtalaming geometrik o‘mi) ell
deyiladi.

Endi elhpsning tenglamasini keltirib chigaramiz. Ta'ri
keltirilgan tayin nuqgtalardan birini F,, ikkinchisini /\ org
belgilaymiz.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini quyidagic
guramiz:

Fx va F, nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni abssissa o‘gi (O

0'qi), FxF2 kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi hamda abssissa o0'qi

perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chizigni ordinata o‘qi (OYo'qi) d
olamiz (2-chizma).

D

2-chizma

Aytaylik, Fx va F, nugtalar orasidagi masofa 2c
(c >0) teng boisin. U holda bu nugtalaming koordinatalari m
ravishda (~c,0) va (c, 0) boiadi:
/<(-c,0), F2(c, 0).
Odatda, Fxva F2 nugtalar ellipsning fokuslari deyiladi.
Ellipsda ixtiyoriy M (x,y) nugtani olaylik. Unda elli
ta'rifiga binoan FX va F2M masofalar yigindisi o‘zgarm

songa teng boiadi. Bu o‘zgarmas sonni 2a deylik (a > 0).
Demak,
FM +F2M =2a. 3)
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Ikki nugta orasidagi masofa formulasidan foydalanib
w/

I,M .

\[ix- t'Y + (v - 0)2 = \j{x~cf + T
linda (3) ga ko'ra
fc +c¢) +y2+<Jx+c} +vJ La
imli
Hit icnglikni quyidagicha
Nx+cf+y2=2a-yj(x-c)2+y?2
#ti, iming ikki toraonini kvadratga ko4arsak, unda
(\i<®'+v2=4a2-4ctyJ(x-cy +y2+(x-c)~ +y2
Ii*li Kunda esa
i ilex+c2=4a2+ 4ayj(x—)" +y2+x2- 2cx+cC
JI'it

4cx- 4da2=-4a-J(x-cy +y2,

a2- cx- a<J(x-c)'+y2
Il .lu kelib chigadi. Keyingi tenglikning ikki tomonini kvadratga
tini .h nalijasida

(a2-cx)" = a2[(x-c)2+y2j,

ni"
xzéaz-c~) + a~1-y>- a 2(a2 ~C l)\
[w Ml |»mndi,
K;ivshanki, 2a>2c vya'ni a>c bo'lganligi uchun
mn o« 0 boiadi. Uni h2 bilan belgilaymiz:

b’ =a’- c?
Naiijada
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X WEL PR =822

bo'lib, undan
- i 4
%12 I 4)
bo‘lishi kelib chigadi.
Shunday qilib ellipsdagi o‘zgaruvchi M (x,y) nugtai

4=

koordinatalari x va y lami bogiovchi tenglama hosil boidi.
(4) tenglama ellipsning sodda tenglamasi deyiladi.

Ellips tenglamasi (4) da x ni x ga y ni y
almashtirilganda (4) tenglama o‘zgarmaydi. Demak, ellips (yo
egri chiziq) koordinata o'qglariga nisbat simmetrik joylashgan.

Agar ( 4) tenglamada y = 0 deyilsa, unda

X2- a2, X B ta
boiadi. Demak, ellips OX o‘gini ikki A(—, 0), C(a,
nugtalarda kesadi.

Agar (4) tenglamada x = 0 deyilsa, unda

y2=b2, y = b
boiadi. Demak, ellips OY o'qgini ikki Z?(0,Z>), D (O,-1
nugtalarda kesadi.

Odatda, A(—a,0), B{§,b), C(a,0), Z2)(0,—b) nugtai
ellipsning uchlari deyiladi. AC kecma ellipsning katta o‘qi, Bi
kesma ellipsning kichik o*qi deyiladi.

Ravshanki, AC kesmaning uzunligi 2a, BD kesmaniii
uzunligi esa 2b ga teng. Demak, (4) tenglamada a ellips kat]
yarimo‘qgi, b esa kichik yarim o‘qi boiadi.

Ushbu

a b
tenglama bilan berilgan ellipsni garaylik. Bu ellipsning fokusla
orasidagi masofa 2c¢ ga teng.
Ushbu
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(%)

ih ellipsning ekssentrisiteti deyiladi. Maiumki, a>c.
mk flhpsning ekssentrisiteti uchun

0< <!
Plhli (iar i boisa, ¢ =0 boiib, ellips aylana boiib
Mhilu
I llipsning ekssentrisiteti ellipsning sigilish darajasim
Jiimli  llagigatdan ham, (4) munosabatdan, b2-a 2—c~

lIHiiim e'liborga olib topamiz:

a2~b2 b’

Hu lIcnglikdan ko'rinadiki, £ ning ortib borishi bilan —
a

| Misol. Katta o'qgi 10 ga, ekssentrisiteti 0,8 ga teng
A= liuti i Hipsning tenglamasi topilsin.

MShartga ko‘ra 2a =10. Demak, a=5. Maiumki
ft*" 1l isllet

lin S 0,8 = 4 boiadi. b1- a2-c 2 boiishidan
b2=25-—-16 —9, b=3
pbun!ii>i kelib chigadi. 1zlanayotgan ellipsning tenglamasi

x ly _
25+ T ~
M »
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8.3. Giperbola

Tekislikda ikkita tayin nugtalami otaylik. Tekisliknin
nuqgtalargacha bo‘lgan masofalari ayimiasi o‘zgarmas songa
bo‘ladigan nugtalar to‘plami (nugtalaming geometrik o
giperbola deyiladi.

Endi giperbolaning tenglamasini keltirib chigar

Ta'rifda keltirilgan nugtalami F{ va F2 orqali belgilaymiz.
F{ va F2 nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni abs
o0'gi, F{F2 kesmaning o'‘rtasidan o‘tuvchi hamda abssissa o

perpendikulyar boigan to‘g‘ri chizigni ordinata o'qi
koordinatalar sistemasini quramiz (3-chizma).

Agar R\ va F2 nugtalar orasidagi masofani 2c (c >
deyilsa, unda bu nugtalaming koordinatalari mos ravishda (—e,
va (c,0) boiadi:

fi(-c,0), F2(c,0).

Bu Fxva F2 nugtalar giperbolaning fokuslari deyiladi.

Giperbolada ixtiyoriy M{x,y) nuqgtani olaylik. Un
giperbola ta'rifiga binoan FX va F2M masofalar ayirm
0‘zgarmas songa (uni 2a deyilsa) teng boiib, FAM- F2M = 2
F2M - F\M - —2a, umuman



jiili - HtVhdiikd.
+y- F, M
i Hiiuik
Jt\l -yf(x-c)2+ v ®™2a

*Z)2+y2-yl(x-c)2+y2 =*2a

m lipsning tenglamasini keltirib chigarishdagi
QH dliliii t) ) ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, so‘ng lozim

wljjtiu kiiihliilitiliillpi shlami bajarib, natijada
Zl -1 (6)
b2

IIFiMII kG2, bunda b2 mc2- a2, (a<c).

Siiinditv eq dlib, giperboladagi o‘zgaruvchi M (x,.Y)
weeee e My knuidiiin 1 -alari X va y lami bog‘lovchi tenglama hosil
Hx |f) inijjlp ii na giperbolaning sodda tenglamasi deyiladi.

WKl p»_am koordinata o'‘qglariga nisbatan simmetrik
H Il ijtn zmada tasvirlangan. Giperbola ikki gismdan

pHhii Infills, bni]inSii—iar uning shoxchalari deyiladi.

Aiii (@] lupi~lamada y = 0 deyilsa, unda

x’-a 7 x=+ta
Iniiidi  iviiuik, | ijperbola OX o'qini A(-a,0) va £(a,0)
imii  kilVidi Bu nugtalar giperbolaning uchlari deyiladi.
if4 1-)ilan kesislimaydi.

liJihii
c
£- —
a
Hiii)'!™ Tfijniliii |iiiitf i(_7 ekssentrisiteti deyiladi.
Aiii 5 , ~ -a 2boiishini e'tiborga olsak, unda
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£: :_C: :_?_%_T_2:1+(P)2

o] a \a)
boiib,

a
boiadi.
Giperbolaning  ekssentrisiteti ham uning  shakl
xarakterlaydigan miqdordir.

Giperbola tenglamasi
X'2 2

2 rmr »
a b
ni y ga nisbatan yechib
b r-,
y’=1—\rx —a7 ,
a

uni quyidagicha yozamiz:

y=+-xj1— T.
a v r

al
Bu tenglikdan ko4rinadiki, x yetarlicha katta boiganda, — nisbi
"

0 ga yagin boiib,

miqdor 1 ga yaqin boiadi.
Natijada ushbu

munosabat hosil boiadi.
Demak, x yetarlicha katta boiganda giperbol
nugtalarining ordinatalari ushbu

+b
y =+~X
a
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Ifii tifi/u]lar nugtalarining ordinatalariga yetarlicha yaqin
fidi M

a
'p niln/iglai giperbolaning asimptotalari deyiladi (3-chizrna).
i I Misol Ushbu
\6x2-25v2=400

nnng fokuslari, ekssentrisiteti va asimptotalari topilsin.
~Agar tenglamaning ikki tomonini 400 ga boisak, unda
tilling tenglamasi quyidagi

£-->1 =1
25 16
~N'lini thg! keladi.
1Vmak,

o 25, b2 =16, c=nla2+b2=n/25+16 = n4T,

I /+;(-V4U0), F2=F2(Jd4lo),

e /41
< 5
miiiM]iii>i;ilan esa
4 4
VvV = —X,
! 5
MLl »
8.4. Parabola

Tekislikda tayin ( to‘g‘ri chizig va bu to‘'g‘ri chizigda
ytiimiv.na tayin F nugtani olaylik. Tekislikning 1 to‘g‘ri chiziq
Inmml» /¢ nugtadan baravar uzoglikda boigan nugtalari to'plami
t*mli.in ning geometrik o‘'mi) parabola deyiladi.

luidi parabolaning tenglamasini keltirib chigaramiz.

F nugtadan o‘tuvchi va f to‘g‘ri chizigga perpendikulyar
(in IfiH to'g‘ri chizigni abssissa o‘qi (OX o0°‘qgi), F nugta va (
my n chiziq orasidagi kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi va abssissa
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o‘giga perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chizigni ordinata o
(OY o'qi) deb, koordinatalar sistemasini quramiz (4-chizma).

F nugta bilan £ to‘g‘'ri chiziq orasidagi masofani p

deylik. Unda F nuqgtaning koordinatasi (—,0
u y
F=F
boiib, £ to‘g‘ri chizigning tenglamasi
= P
boiadi.
Bu F nugta parabolaning fokusi, | to‘g‘ri chiziq

V-
esa parabolaning direk’trisasi deyiladi.
Parabolada ixtiyoriy M(x,y) nugtani olaylik. Unda
parabola ta'rifiga binoan
NM = FM
boiadi. Ravshanki,

NM = x+- FM X- FY-m

Demak,
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v 2

It tenglikning ikki tomonini kvadratga ko'tarib, so'ng
blL) bo Igan soddalashtirishlami bajarib

y2=2px (7)
IM*littl L ni topamiz.
Shunday qilib, paraboladagi o‘zgaruvchi M(X,y)
H(ii)iimin).1 koordinatalari x va y lami bog‘lovchi tenglama hosil

H) IU (7) tenglama parabolaning sodda tenglamasi deyiladi.
Kavshanki, x--0 da y=0 bo‘ladi. Demak, parabola

lIHVhluiai.i boshidan o‘tadi. Ayni paytda, uning tenglamasida y
foviiili iida gatnashgani uchun parabola OX o‘giga nisbatan
lliiiim iiik, ,r esa har doim musbat bo'igani uchun parabola OY
Hi]inmr i ng tomonida joylashgan bo’ladi (4-chizma).
VMisol. Ushbu A(1,2) nugtadan o ‘tuvchi parabola
ipHithiiiuisi topilsin.
mModomiki, izlanayotgan parabola y2=2px A(\,2)
HMJinai o'tishi lozim ekan, unda bu nugtaning koordinatalari
(=iitiibola tenglamasini ganoatlantiradi:
22=2/7-1
Mu ii-ni.lamadan p —2 ekani kelib chigadi. Demak,
y2=4x>

KJ1 Ikkinchi tartibli egri chiziglarning umumiy tenglamasi

Aytaylik, ushbu
Ax2+ Bxy + Cy2+ Dx+Ey+F =0 (8)
Uiiklik tekislikdagi o‘zgaruvchi *V(x,y) nuqtaning x va vy

kaveitimatalari orasidagi bogianishni ifodalasin. Bunday nuqgtalar
kepPnit (nugtalaming geometrik o‘mi) umuman aytganda egri
»Infm1 boiadi. U ikkinchi tartibli egri chizig, (8) tenglama esa



ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.

Yuqorida Kkeltirilgan ta'rifda “umuman aytganda” deg
ibora ishlatildi. Bunday deyilishining boisi, (8) tenglamaga
doim ham tekislikda geometrik shakl mos kelavermasligida.

Masalan,
2x2+9y2+10 =0,
ya'ni
2x~+9y2—10
tenglama tekislikda hech ganday shaklni ifodalamaydi.
Shunga o*xshash
2x2+9y2=0

tenglama tekislikda egri chizigni emas, balki nugtani ifodalaydi.
Endi (8) tenglama ba’zi ko'rinishlarida egri chizigni

ifodalashiga misollar keltiramiz.
4-misol. Ushbu

5x2+7x-1l_y +6=0
tenglamani garaylik.
~Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning
A-5, B =0, Cc =0, D=7, £ =-11,

bo'lgan xususiy holi. Uni quyidagicha

1lly = 5x2+7x + 6,
ya'ni

5 7 7 6

ko'rinishda yozib olamiz.

Ravshanki,
5 / 1 6™ 5 { J_I'I2 5 19
7
Y- — X H- Xme— XHh— =51,
11\ 5 5) 11 sJ 1 25 111

koordinatalar sistemasidagi koordinatalar boshini
natijasidan keyingi tenglama quyidagi
ko'rinishga keladi. Bu paraboladir. »
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5 misol. Ushbu

4x2+5y2+20x- 30y +8=0
*mH garaylik
4 Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning
A- |, 5 =0, C =5 £ = 20, £ =-30,

‘lyiin xususiy holi. Berilgan tenglamani
All/

F=8
quyidagicha yozib

4 XJ+5x+~ j+5(y2- 6y+9)=25+45- 8,
mn"

n2
X+4- +5(y-3)2=62.

2y
Agar koordinatalar sistemasini parallel ko‘chirish bilan
Allili  koordinatalar boshini

-— 3 nuqtaga ko‘chirilsa
v 2 J

ff ilii/ma),
1
K
a 0
r A
5-chizma

miilii \mgi A', 0,}' sistemada garalayotgan tenglama ushbu
4x,2+ 5y2= 62

k1 imi liga keladi. Keyingi tenglikni ikki tomonini 62 ga bo'lib
*bmni/

62 62
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Demak,

Bu ellipisdir. »
6-misol. Ushbu

2xl- 3y2+4x+12y - 16 =0
tenglamani garaylik.
Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning
A= 2, B =0, Cc=-3, D =4, £ =12, F=-
bo‘lgan xususiy holi. Berilgan tenglamani quyidagicha yozib
olamiz:

2(x2+2x+1)~3 (/-4y +4)~6 =0,
2(x+1)2-3(>--2)2=6. 9)

Yugqoridagidek, koordinatalar boshini (-1,2) nuq'
koordinatalar o‘qglarini esa parallel ko‘chirish natijasida h
boigan yangi X,0, Y, koordinatalar sistemasida (9) tenglama usr

2x2-3>f =6

ko'rinishga keladi. Keyingi tenglikning ikki tomonini 6 ga bo
topamiz:

2.2
b zZI=]
3 2
Bu tenglama giperbolani ifodalaydi. »
Yugqgorida keltirilgan maiumot va misollardan ko'rinad:
ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi
Ax2+ Bxy+ Cy2+ Dx+Ey+F =0
ganday egri chizigni ifodalashi (8) tenglamaning koeffitsiyentlari
bogiiq boiadi.
(8) tenglamadan bir muncha soddaroq boigan
Ax2+Cy2+Dx+Ey+F =0 (10)
tenglamani qaraylik.
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nuyidagi tasdiq oiinli boiadi:
tit'iir (/()) tenglamada
AC ~0
i40 tenglama parabolani ifodalaydi;
iivitr (10) tenglamada
AC >0
to"™*"* i1(0 tenglama ellipsni ifodalaydi;
tivar (10) tenglamada
AC <0
11(h tenglama giperbolani ifodalaydi.
| (in tasdig yugoridagi misollarda qoilanilgan usul bilan
Ifuuult
(S) tenglama koordinatalar sisternasini tanlash yoii bilan,
MMt*meda  garalayotgan quyidagi kanonik ko”inishlardan
<\ kclttriladi.

1) +2_ =1 (ellips)
b

a
37 &V __j (mavhum ellips)

a b"
) a'x2+ c2y2 =0 (ikki mavhum kesishuvchi chiziglar)
DX Y =1 (giperbola)

a b~

s>a x' —c2y 2 =0 (ikki kesishuvchi chiziglar)
i]ly2=2px (parabola)

h v2- a2=0 (ikki parallel chiziglar)

dov-+ =0 (ikki parallel mavhum chiziglar)

) ' =0 (ikki o‘zaro ustma-ust tushuvchi chiziglar)
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Mashqlar

1.Ellipsning ekssentrisiteti 0,8 ga, uning nugtala
birining fokal radiuslari 2 va 3 ga teng, ellipsning katta
absissalar o'qi bilan, uning markazi esa koordinatalar boshi
mos keladi deb olib, shu ellipsning tenglamasi tuzilsin.

29n:2-16 y2= 144 giperbolada  shunday nuq

topilsinki, bu nugtalar bilan giperbolaning chap fokusi orasi
masofa ulaming o'ng fokusigacha bo‘lgan masofasidan ikki
kichik bo' Isin.

3.Giperbolaning fokuslari Fx(n/7, 0) Ba F2(-41

nugtalarda joylashgan. Giperbola A (2;0) nugtadan o‘tadi. U

asimptotalarining tenglamasi va ular orasidagi burchak topilsin.
4.Fokus 4.x-3y-4 =0 to'g'ri chizig va OX o'‘qi b
kesishish nugtasida yotgan parabola tenglamasi tuzilsin.
5.4x+ 3y +10 =0 to'g‘ri chizigdan 2 birlik uzoqgli

yotgan y 2= 32x parabolaga tegishli nugta topilsin.



9-MA'RUZA
Funksiya tushunchasi

lihiat va texnik jarayonlarda, shuningdek fanning barcha
Ihilili luii* hil migdorlar gatnashadi. Bunda ayrim miqdorlar tur-
ItW iJivm;itlami gabul gilsa, ayrimlari esa fagat bitta son giymatga
tin'lil> qolaveradi. Birinchi holdagi miqgdorlar o‘zgaruvchi mig-
i«i, ikkinchi holdagi miqdorlar esa o‘zgarmas miqdorlar deyiladi.
Masalan, yuqoriga otilgan jisnuiing tezligi o‘zgaruvchi
lIni boiadi, chunki uning tezligi awal kamaya boradi, soVnhg
[INiivinnadi va yeming tortish gonuniga ko'ra tezlik orta boradi.
jOwiHi'li;ikning ichki burchaklari yigindisi o‘zgarmas miqdor
'M1. chunki har qanday uchburchakda ichki burchaklar
w'lihlim 1KO' gateng.
<>/.garuvchi miqdorlar X,y,z va h.k. harflar bilan belgila-
‘I »a ulaming qabul giladigan giymatlari haqiqiy sonlar boiadi.
<Hlatda, o‘zgaruvchi miqdoming gabul giladigan giymatlari
'‘plmui  (hagigiy sonlardan iborat to‘plam) maium boisa,
lgitnivdii berilgan hisoblanadi.
Winn, o'zgaruvchi sifatida aylana radiusi olinadigan boisa, bu
i|nnivi hining gabul giladigan giymatlari to‘plami barcha musbat
Imhlihi iborat to‘plam boiadi.
Ma'/an, X o‘zgaruvchining qabul qiladigan qiymatlari
E(EaR) boisin deyish o‘miga x o‘zgaruvchi E czR
Aljilitiiida o'/garadi deymiz.
Malematikada bir gancha o‘zgaruvchilar va ular orasidagi
Ini himshlar o' rganiladi.

< 1. Funksiya ta'rifi. Funksiyaning aniglanish va
o0‘zgarish sohalari (to‘p!amlari)

Aytaylik, x va y o‘zgaruvchilar mos ravishda E(E c: R)
haitnlii ~ 1'\FczR) haqigiy sonlar to'plamlarida o‘zgarsin:
1 fc/ rc F.
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I-Ta'rif. Agar E to'plamdan olingan har bir x so
biror f qoidaga (yoki qonunga) ko ‘ra F to plamning bitta t
y soni mos qo'yilgan bo‘lsa, E to plamda funksiya aniglan
deyiladi.

Bunda:

E to'plam funksiyaning aniglanish (berilish) sohasi,

{¥Y~J(A): x6 E~-F to'plam funksiyaning o‘zg
sohasi,

X - erkli o'zgaruvchi, funksiya argumenti,

y - erksiz 0‘zgaruvchi, x ning funksiyasi
deyiladi.

Ta'rifdagi x,y va f larni birlashtirib, y o‘zgaruvchi'
ning funksiyasi deyilishini

y =f(x) @)
kabi yoziladi va "igrek teng ef iks" deb o'qiladi.

Ravshanki, har bir x ga boshga qoidaga ko‘ra bitta tayin
mos go'yiladigan bo‘lsa, unda boshga funksiya hosil boiadi.
masalan, y = kabi yozilishi mumkin.

Eslatma. Funksiya ta'rifida E va F toplamlarni

berilishi aytilgan bo'lsada, anialiyotda bu to'plamlar
munosabatdanfoydalanib topiladi. Jumladan,

y =f{x)
funksiyaning aniglanish sohasi (to'plami) argument x ni
shunday giymatlaridan iborat to'plam bo‘lishi kerakki,

toplamdan olingan har bir x ning qgiymatida y =/(
munosabat Ta 'noga ega bo ‘Isin. Masalan,
y = V4 —x~

da, uning ma’'noga ega boiishi uchun 4—x2>0 boiishi ke.
Keyingi tengsizlikni yechamiz:

4-x1>0, x2- 4<0,(x-2)(x +2)<0,-2<x<2.

Demak, garalayotgan funksiyaning aniglanish soh

112



*uliit) /' =1[-2,2] bo'ladi. Bu funksiyaning o‘zgarish sohasi

/- [0,2] bo'ladi.
limksiya ta'rifidagi mos qo‘yuvchi qoida turlicha usul-

litik, jadval, grafik va boshqa usullarda bo* lishi mumkin.
u) Analitik usul. Bu usulda .v o'zgaruvchining har bir

PKuiua koia unga mos keladigan y ning giymati x ustida
(ilk nmallar (go‘shish, ayirish, ko‘paytirish, boiish va boshga
mHhi ) hajarilishi natijasida topiladi, ya'ni x va y o'zgaruvchilar

bogianish formulalar bilan ifodalanadi.
Masalan,

y:x2+X+]Z, y:~'l_1—7, y:igx.
X' -1
| iinksiyaning analitik usulda berilishida funksiya bir nechta

lillnlar yordamida ham aniglanishi mumkin. Masalan,
fA+1, agar X >0

[x~+1 agar x<0@.
b) Jadval usul. Bu usulda x va y o‘zgaruvchilar orasidagi
p'IHmsh jadval ko'rinishida bo‘ladi. Bu holda funksiya argumenti
Hitu bir nechta tayin
Xv X2,".,Xn

wllnnga mos keladigan y ning giymatlari

YHYT' - "Y*

Mil lai/ida ifodalanadi.
I imksiyaning jadval usulida berilishidan turli kuzatishlar va

iliHlarda keng foydalaniladi.
) Grafik usul. Bu usulda x va y o‘zgaruvchilar orasidagi

lunisinti egri chiziq (grafik) amalga oshiradi. Funksiyaning
llk uswlidan ko‘pincha tajriba bilan bog‘liq ishlarda, aynigsa,
*tl w>ar apparatlardan foydalanishda qo'‘llaniladi. Bunda,
Itunslim ifodalovchi egri chizigdan x ning kerakli giymatidagi

niva giymati ko‘chirib olinadi.
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9.2. Funksiya grafigi

Faraz gilaylik, 1
=1(%)
funksiya E to‘plamda aniglangan bo‘lsin. E to‘plamga teglj

bo‘lgan biror x0 nugtani olaylik. Ravshanki bu nuqtaga,
o0‘zgaruvehming biror giymati mos keladi. Uni y0 deylik. Bu:
son /(=*) funksiyaning x0 nugtadagi xususiy giymati deyilad:
uni /(x 0) = yO0 kabi yoziladi.

Masalan, j

f{x)~}" =5x2-3

funksiyaning x =1 nuqgtadagi xususiy giymati /(1) =5i-3s
bo'ladi.

Shuni aytish kerakki, x =x0 va y = f(x) funksiyan

shu nuqgtadagi giymati (y0=/(x 0)) sonlar birgalikda (x0,J
juftlikni tashkil etib, u tekislikda nugtani tasvirlaydi.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olamiz.

Aytaylik, y - f{x ) funksiya E to‘'plamdaberilgan bo’
argument x ning E to‘plamdan olingan har bir giymat
funksiyaning mos giymati y (f(x) =y) bo'lsin. Natijada, (X,
juftliklardan tuzilgan ushbu

F={(x,y):xef"y =/(x)] (2)

to'plam hosil boiadi.

Odatda, (2) to'plam (tekislik nugtalarining geometrik o'r
y = f(x) funksiya grafigi deyiladi.

Funksiya grafigining tasviri uning xususiyatlarini chuqurr
tasawur etishga yordam beradi. |

Dastawal berilgan funksiya grafigini "nuqgtalar" bo'yic(
tasvirlashni keltiramiz. Keyinchalik funksiya grafigini bataj
0'‘rganamiz.
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I' / (n) funksiyaning aniglanish sohasi E to‘'plamdan
ifgtimniining bir nechta bir-biriga yaqinrog bo'lgan
, Az } o

LB/mnw olib, bu nugtalardagi funksiya giymatlarini topamiz,
Aytaylik, ular

yryanyn
Mtn (t, - f{xX),y2=/(x 2),...,yji=/(x,)). Natijada

4 X x 2 X3 X,y
y >| y2 ¥3 Y

rHl liosil boiadi. Bujadvaldan foydalanib

(X,,¥,),(x2,¥y2),(x3,¥y3),...(xn,yn)
HIKkIttll luzamiz. So‘ng, bu juftliklami tekislikda tasvirlaymiz

r*

owi)

4™ 1)

1-chizma

I in nuqgtalami o‘zaro tutashtirishda hosil boigan chiziq
/ ( v) funksiyaning grafigi boiadi (taxminiy grafigi boiadi).

9.3. Chegaralangan va monoton funksiyalar

liraz qilaylik, f{x) funksiya E to‘plamda (E a R)
boisin.
2-ta'rif. Agar shunday o zgannas M son (m son) topilsaki,
115



\/x € E uchun
f(x) <m (f(x)>m)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya E to'plamda yuqorid

(quyidan) chegaralangan deyiladi.
Agar / (x) funksiya E to‘plamda ham yuqoridan, h

quyidan chegaralangan boisa, u E to‘plamda chegaralang
deyiladi.
Ravshanki, agar Vx e E uchun

il (X)j <p (p -musbat son)
tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya E to'plamda chegaralang
boiadi.
1-misol. Ushbu

" /WM =1RY
funksiyaning E - [0,+00) to'plamda chegaralangan bo'lis

isbotlansin.
Ravshanki, Vx g E uchun

/' m -~ o0

boiadi. Demak, berilgan funksiya E da quyidan chegaralangan.
Maiumki, ixtiyoriy x uchun

0<(x-1)2=x2-2x +1,
2x<| + x2,
£ _ <
1+x2 2
boiadi. Demak, \/x G E uchun

\% o 1+x2 2
Bu esa berilgan funksiyaning E da yuqori
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ganihmganligini bildiradi.
Shunday qilib berilgan funksiya £ =[0,+00) da ham

jflilun. ham yugoridan chegaralangan, binobarin funksiya E da
“pirtlangan boiadi. »

| slatma. Chegaralangan funksiyaning grafigi OX o Qiga
hill* 1 ho ‘Igan ikki to ‘g ‘ri chiziq orasidajoylashgan bo 4adi.
laraz qilaylik, /(*)

ftmksiya E to'plainda berilgan
*Un

3-ta'rif. Agar funksiya argumenti X ning ixtiyoriy xx va
thimiilari uchun x} < x2 bo Uganda

*hi) deyiladi.

4-ta’'rif. Agar funksiya argumenti X ning ixtiyoriy x{ va
tfivmatlari uchun x{ < x* bo Uganda

O'suvchi va kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan
nonfunksiyalar deyiladi.

2-misol. Ushbu

/(x)=x3
Johkuvii monotonlikka tekshirilsin.

4Bu funksiyaning aniglanish sohasi £ ~(~ao,+ao)

o liiili E to'plamdan ixtiyoriy xxva x2 nugtalami olib,

X <X
Ini Inn ileylik. So‘ng ushbu

f(X2)-f(X)=X~Xl
-vHiimin garaymiz. Uni quyidagicha yozamiz:
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/(*2)-/(x,) =(x2-x%x,)(x; +x?x1+x,:):

+ 2 «—XX, bX, b

X0+ - + -
Ravshanki,

X X X 4+ H— X, >0

Demak,
[ (n\)- 1 (x,)>().yani /(x,)>/(x,)
boiadi. Shunday qilib, berilgan funksiya uchun ixti"
X gE, x2g E va X <x2boiganda / (x,) </(x 2) boiar
Bu esa / (x) = x3 funksiyaning E = (—e0,+00) da qat'iy o4su

ekanini bildiradi. »
Sodda tasdiglarni keltiramiz:

a) Agar f(x) funksiya E to"plamda o04u
(kamayuvchi) boiib, C o'‘zgarmas son bo‘lsa, n holda /(*)
funksiya ham E to \planda o ‘suvchi (kamayuvchi) bo ‘ladi.

b) Agar j (x) funksiya E toplamda o ‘suvchi bo
c>0 bo'lsay n holda c</ (x) funksiya E da o‘'suvchi, c
bo ‘Isa, c =/ (x) funksiya E to plamda kamayuvchi bo ‘ladi.

d) Agar f(x) va g(x) funksiyalar E to'pla

0 4uvchi (kamayuvchi) bo‘lsa, n holda / (x) + g(x) funksiya
da o 'suvchi (kamayuvchi) bo ‘ladi.
Masalan, biz  yugorida /(x) =x3 funksiya

E = 00?+00) da o'suvchi ekanini isbotlagan edik. Keltiril
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ko'iii  y>(x) =—x3 funksiya 2=(-00,+00) da
bln boiadi.

9.4 Juft, tog va davriy funksiyalar

* Juft va tog funksiyalar
Aviiivlik, E koordinata boshi O nugtaga nisbatan
ilk lo'plam, ya'ni V xeii wuchun, -x e E Dboisin.
mi, | 2,2], (-4,4) -simmetrik to‘plamlar boiadi).
W 4 lo'plamda / (x) funksiya aniglangan.
HIn’rif. Agar ixtiyoriy x e E uchun
/(-*)=/(x)
bmurilsa, J (x) juftfunksiya,

/(-%) =1 (%)
k by/nrilsa, /7 (x) togfunksiya deyiladi.

Mnsahin,
f(x) =x2,  g(x)=
hliii (jil't funksiyalar boiadi, chunk

( v)2=x2=1f(x), g(-x)= L " g(x).
(-x) +#1 x +1
I Klibu
(p{x) =x3+x
*yti fsn log funksiya boiadi, chunki
V(") ~{~—xf +(~X) =~X3>x—_(*3+*)- ~P(X) m
lull funksiyaning grafigi OY o'giga nisbatan simmetrik
‘Utli Sliuning uchun funksiya grafigini x> 0 boigan hoi uchun

#d ydarli boiadi. Uni OY o0‘giga nisbatan simmetrik
mw i'li bilan berilgan funksiyaning grafigi topiladi (2-chizma).
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2-chizma

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga n!
simmetrik bo‘ladi. Shuning uchun funksiya grafigini x >0 u
hoi uchun chizish yetarli bo‘ladi. Uni OY o'qi atrofid

tomonga 180° ga burish bilan funksiya grafigi topiladi (3-chi

YA

/ b&l %s‘s 0
3-chizma

2°. Davriy funksiyalar
Faraz qilaylik, f{x) funksiya E to‘plamda be
boisin.
6-ta’'rif. Agar shunday o'zgarmas T son (T
topilsaki, ixtiyoriy x e E uchun
1) x-TeE, x+TeE,
2)f{x) =f(x +T)=f(x-T)
shartlar bajarilsa, 7/ (n) davriy funksiya, T son esa lining
deyiladi.
Agar T son (T ®0) ./(v) funksiyaning davri bo'
holda



n-T (n=%x1,%2.)

_..I Ainksiyaning davri bo‘ladi.
fjpiimk, davriy funksiyaning davrlari ko'p boiadi. Ular
kkliik musbat bo‘lgani (agar u mavjud boisa)
iHt iisnsiy davri deyiladi.
Avytiiylik.  /(x) davriy funksiya boiib, uning davri
pH) boisin. Bu funksiyaning grafigi, uzunligi T ga teng
iMiiln]<l;igi (masalan, [s,a + ']) grafigini davriy davom
HUnii lopiladi.
Mu'lumki, x hagigiy sonning butun gismi (x dan katta
t*ng katta butun son) x ning funksiyasi bo‘lib, uni [x]
Igliniuuli
pmli
/(x) =x-[x]
Dili t](iriylik. Ravshanki, bu funksiya x ning kasr gismini
yin v [0.1] dagi grafigi quyidagicha bo‘ladi (4-chizma):

funksiya davriy funksiya boiib, uning davri T=1

Mi
Il.i<]igatdan ham,

/(v =x+1—x+I] =x+1-[x]-| =x—x].
Inu davriy funksiyaning grafigi 5-chizmada tasvirlangan:
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5-chizma
9.5. Murakkab va teskari funksiyalar

1 . Murakkab funksiya

Aytaylik, y —f{x) funksiya E to‘plamda
boisin. Har bir x e E uchun berilgan funksiyaning giymati
topib, bunday giymatlardan

F(f) ={y=f(x):xeE]
todiamni hosil gilamiz. Ravshanki, bu funksiya giymatlari to4
bo'ladi.

Shu f\x) to'plamda o‘z navbatida U =<p(y) fu
berilgan deylik. Natijada E to‘plamdan olingan har bir x ga
y son (/-qoidaga ko'‘ra) va F (/) todlamdagi bunda
songa bitta U son (# ?-qoidaga koi*a) mos go'yilib, E toql
funksiya aniglanadi. Uni murakkab funksiya deyilib

U=(p(f{x)) (3)
kabi belgilanadi.
(3) murakkab funksiya y =f(X) hamda U -<p(y) funksi
yordamida hosil gilinadi.

Masalan,
U=Jx2+1
murakkab funksiya boiib, bu funksiya
U =yfy, y =X2+

funksiyalar yordamida hosil boigan.
2°. Teskari funksiya

y =f(x) funksiya E to‘plamda berilgan boiib, ixti
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If, n,e £ va ™ ®Xr uchun 7(*]) ®/(x2) bolsin. U
blnlywl funksiyaning giymatlari to‘plami F (f) dan olingan
i ga E to‘plamda shunday xe E nugta topiladiki,
) r lio‘ladi.
/(/) to‘plamdan olingan har bir y ga E to‘plamda
W V' I' mos qo'yilsaki, f{x) =y bo‘lsa, unda F (f)
linlh jimglangan funksiya hosil boiadi. Bu funksiya berilgan
Y (* funksiyaga nisbatan teskari funksiya deyilib, uni
/ 1( 4 kabi belgilanadi.
Ih'lilak, x = (_Ly) shunday funksiyaki,
r'bl =/7"(/(*))=*

Il
Uniisol. Ushbu

y =f(x) =2x + |
iviint L. m[0,1] da garaylik. Bufunksiyaga teskari funksiya

m
«Bu funksiyaning qiymatlari to‘plami /r(/) =[1,3]

NI ]I\] da aniglangan

x=r'(y) =Lj-
sisd berilgan y ~f(x) =2x+ 1 funksiyaga nisbatan teskari
*ivn boiadi, chunki

/-« =[5+ 1) =2E Nz | =% >

Islatma* Ma lumki, y —f(x) funksiyada x -argument, y
itnifiy funksiyasi. Bu funksiyaga nisbatan teskari funksiya
I '(r) da y -argument, x esa uning funksiyasi. Demak,

»h i funksiya grafigini yasashda abssissa o ‘qi sifatida OY o @ni,
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ordinata o ‘gi sifatida OX o ‘gni olish kerak bo ladi. Bu hoi I
noqulayliklar tug'diradi. Qulaylik magsadida teskari funksit
argumentini ham x, uning funksiyasini y kabi belt

guyidagicha
y~g(x)
kabi yoziladi.
y =f(x) ga nisbatan teskari bo‘lgan y - g(xj fu
grafigi y mf(x) funksiya grafigi y —X to'g‘ri chiziggani
simmetrik ko‘chirishdan hosil boiadi (6-chizma).

'1V)J
6-chizma
Mashqlar
. 2X+1 L
1 Ushbu fix)-—--- funksiyaning x =-1,
X~+\
X =1, X - 2 nugqtalardagi giymatlari topilsin.
2. Ushbu
3a-1 b)y = 5-va-2
a) y:IX2-3a +9 y_ y[5-~x

funksiyalarning aniglanish sohalari topilsin.
3. Quyidagi funksiyalar juft yoki toglikka tekshirilsin.

a)/(a):x2- cosx, b)/(X):|g|X+V|+I

4. Quyidagi funksiyalar davriylikka tekshirilsin,
boisa, eng kichik musbat davri topilsin.

a) 7 (a) =sin2x, b) 7 (a) =c0S4a .
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10-MA’RUZA
Sodda funksiyalar va ularning grafiklari

Niuliin funksiyalar va ulaming grafiklari o'quvchiga umu-
t* malum boisada, bu funksiyalarning oliy matematikada
lgiitt ¢’hborga olib, ular hagidagi maiumotlarni gisqaclia
PIHU/

10.1. Butun ratsional funksiya

IUlilni

» *  faxrdx+.. +ianm x +4 (1)

[bn] limksiya butun ratsional funksiya deyiladi, bunda
i oV.garmas haqigiy sonlar, n esa natural son. Bu funk-
8liii | Innish to'plami (sohasi) E—i? = (—60,+00) boiadi.
Hulun ralsional funksiyaning ba’zi muhim xususiy hollarini

i
I# ('hl/.igli funksiya. Bu funksiya quyidagi ko‘rinishga ega

y =ax+b, (2)
Mwm b o”xgarmas sonlar. Chizigli funksiya E = (—aq+00)
boiib: a >0 boiganda o'suvchi, a<o boiganda
Mil limksiya boiadi.
MmiigitUlan ham, a>o boiib, ixtiyoriy
t ft, * ¢ .v, uchun
/() f(x2)- axn+b-ax2-b =a(xl- x2)<o0
Humlan f(x])<f(x2) boiishi kelib chigadi. Xuddi
HH\nsh a<o  boiganda chizigli  funksiyaning
M lli boiishi ko'rsatiladi.
M/ /maYuzada to'gii chizigning burchak koeffitsiyentli
MuUH bayon etgan edik. Demak, chizigli funksiyaning
Lim link koeffitsiyenti a ga {a-tga) va OY o‘gidan b
Ajirtitivrhi to'gVri chizigdan iborat boiadi.
I Kvadrat funksiya. Bu funksiya quyidagi ko'rinishga
InH



v=ux' +hx+c (3)
bunda a, b, ¢ o‘zgarmas sonlar. Kvadrat funksiya E - (- 00,
to‘plamda aniglangan.

Xususan, a—I, b =c=0 boiganda
y =x2
funksiyaga ega boiamiz. Biz 8-ma’ruzada
y2—2pX

parabola va uning tekislikdagi tasvirini ko‘rgan edik. Xuddi s
o‘xshash y - x 2 funksiya grafigi paraboladan iborat boi
aniglash qgiyin emas.

Umuman, y=ax2+bx+c funksiyaning grafigi pa
boiib, uning tekislikdagi tasviri a hamda D —b~~4ac (k
uchhadning diskriminanti) laming ishoralariga bogiiq boia
chizma):

iK r.k a <o Ya

a <0 D <0
D>0

AV AN

1-chizma

Quyida ushbu y =x2—2x +2 =x2—=2x +1+l=(x—
funksiya grafigini chizish jarayoni ko‘rsatilgan:



2-chizma
10.2. Kasr ratsional funksiya

I hlilui
QX +CN\Xl  + ... + & \X4- OQn
bOX"™ +b/X" * +...+ bmix +bm
Ulutliii'i funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi, bunda
, <, hamda b0.b.......bm o‘zgarmas haqiqiy sonlar, n va
*w iwiltiral sonlar. Bu funksiya x o‘zgaruvchini kasr maxrajim
* tiyliiniiiadigan giymatlaridan boshga barcha giymatlarida
'ifiytiii. ya’'ni ushbu
/ - ( +00) \|ar: b{xm+bxmd + ... + bmx +bm=0]
/H{H aniglangan.
Kum ratsional funksiyaning ba'zi muhim xususiy hollarini

titl/
I, Teskari proporsional bogianish. Bu funksiya quyidagi
ftftlinl'ii ega boiadi:
a

’

X

A it k'/garmas son (a ®0). Bu funksiyaning aniglanish sohasi

Pi ',0)u(0,+co) boiadi. Qaralayotgan funksiyaning grafigi

| Ini(*iig boiib, a>o0 boiganda 3n-chizmada tasvirlangan

I ilm'ki (teng yonli giperbola), a <o boiganda esa -
liinib tasvirlangan egri chizig boiadi:



a<o

b)
3-chizma

a
Eslatma. Yugoridagi y — funksiyaning grafigiga kK
X L]

a
X +b
funksiyaning grafigini chizish mumkin.
Masalan,
funksiyaning grafigiga ko'ra
Jg+1

funksiyaning grafigini chizish jarayoni 4-chizmada ko' rsatilg~

2 . Kasr chizigli funksiya. Bu funksiya qt
koiinishga ega boiadi:
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ax+b

" ox+d
'IA< /- 0‘zgarmas hagiqiy sonlar, (c*O). Kasr chizigli

I )E/(-—, +00) to‘plamda aniglangan.
c c
Mu lunksiyaning grafigi -4 funksiya grafigi OX va
X

|Ihil lio'yicha parallel ko‘chirish bilan yasaladi.
Aytnvlik, a @0 bo'‘lsin. Bu holda

ds, b d be-ad
a(x 4--) fg2 S X ¢-ad
I*"'h a _ a ¢ 4
M1d  ox+df X+ C x4~
c
be-ad :
t-,, . ead —y deyilsa, unda
Ca.
K = J3
X +a
NKit d -0 boisa, u holda
K
X +a
Mliol Ushbu
3X+4
V=n
x—
‘i Hinfiy"J chizilsin.

AKiivslianki,  bu  funksiyaning  aniglanish  sohasi
( &, //(1,+o00) boiadi. Berilgan funksiyani quyidagicha
vbMv/

4 -’
axa-a Xt I:J.lH3

X-1

R
i(x-1) i(i-1) x\
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Shunday qilib, berilgan funksiyaning grafigi-A---I- funk

grafigini ordinata o'gi bo'yicha yugoriga 3 birlikka ko‘tarish |
topiladi (5-chizma). »

3°. Darajali funksiya. Ushbu
y =x"

ko'rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi, bunda M- bj
son. Bu funksiya n> 0 bo‘lganda £ =(-00,+00) to'plan
n<0 boiganda Zs=(—e0,0) t/(0,+cc) to‘plamda aniglangan.

Agar n> 0 boisa, masalan, n-0, n~I, n-2, n=3 bo'
darajali funksiya grafigi y=I, y=x to‘g‘ri chiziglar, y-x’ parah
hamda y=xJ egri chizig (kubik parabola) lardan iborat boiadi
chizma).

\Q=2""%=1  n=

Jy
0 1 *

6-chizma
Agar n<0 boisa, masalan, n=-l, n--2 boisa, daraj,

funksiya grafigi v =— giperbola, y= egri chiziq (ikkin<
X



gljiriliol.i) lardan iborat bo‘ladi (7-chizma).

7-chizma
y [.kblwn. Agar darajali funksiyada daraja ko'rsatkich —
n
|

(ft* N) hng bo'lsa, bu holda funksiya ushbu y ~x" =yfx
Hhin'ii I'ga ho'ladi. Bufunksiyaning aniglanish sohasi n -juft
bttls".iiuda E =[0,:00) toplant, n- toq son bo'lganda

p( i1/]) to plain bo ‘ladi. Ravshanki,

X =yn.

Uciuak, y =\fx funksiya darajali funksiyaga nishatan
Ml limksiya bo‘ladi. Binobarin, garalayotgan funksiyaning
Myam darajali funksiya grafigiga ko‘ra topish mumkin.
«I°. Ko'rsatkichli funksiya. Ushbu
Y =ax
‘iliiinlitl.i™i funksiya ko‘rsatkichli funksiya deyiladi, bunda a >0
i * 1
Hu funksiyaning aniglanish sohasi £' =(-00,+00) bo'lib,
D | bo'lganda funksiya o‘suvchi, 0<a<| bo'lganda esa
liwttviiwhi boiadi. Ko'rsatkichli funksiyaning giymati har doim
JKhsImi, j'i;iligi OX o‘gidan yugoridajoylashgan (8-chizrna).
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x *

8-chizma

5°. Logarifmik funksiya. Ushbu
Y =log,, A
ko‘rinishdagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi, bunda a >
adl
Bu funksiyaning aniglanish sohasi E = (0,+00) to‘pi

bo‘ladi. Ravshanki »« =ay.
Demak, logarifmik funksiya ko‘rsatkichli funksiyi

nisbatan  teskari funksiya boiadi. Binobarin, logarifi
funksiyaning grafigini ko‘rsatkichli funksiya grafigiga ko'ra top
mumkin (9-chizma).

YK

/Y x1°taX a>1

17=10ga* 0<W<1

9-chizma
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10.3. Trigonometrik funksiyalar

lii}=>onometrik funksiya
sina, cosa, tga, ctga
[lvHLHv dastlabki ma’lumotlar o‘quvchiga maium. Unda
I*ii a graduslarda yoki radianlarda hisoblangan burchak
jytin  Oliy matematikada bu funksiyalaming argumenti a ni
y Vv radianga teng deb garaladi:

rosinx, N BTOSX, Yy —tgx, y = ctgx.
1) i’- sin X funksiyasi.
Mu  funksiya £ =(-00,+00) to‘plamda aniglangan,

-~I<sinx<l, X e (—60,+00).

lilt * 4, T=2n davrli funksiya boiib, grafigi 10-chizmada
Iniit'm

11 cos X funksiyasi.
M1 lunksiya I'=(-co,+g40) to‘plamda aniglangan,
&/ lo'plami esa F(y) =[-1,I] boiadi:
1—cosx<l, X &(—e0, +00).
e n**' inK T- 2n dawrli funksiya boiib, grafigi 11-chizmada
1a=MI] 1,10
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~9 /1
-1

11-chizma
3) ¥ =tgx funksiyasi.
Bu funksiya x ning ushbu x =(2£ +I) _/r (A-0,x£1,£2,.
giymatlaridan boshga barcha giymatlarida, ya’'ni
E - (~oc,+oo\|m*:x =2k +1)3 * ~=0,x1,£2,..] '

to'plamda aniglangan. y - tgx tog, T =n davrli funksiya bo'j
grafigi 12- chizmada tasvirlangan. i

12-chizma

4) y =rtgx funksiyasi.

Bu funksiya x ning wushbu x-kn (k=0=*x1,%2,
giymatlaridan boshga barcha giymatlarida, ya’'ni

E =(-00, foo) \| x:x =ktc, Kk —0,x1,+2,..} to'plam
aniglangan.

y =ctgx togq, T =/ davrli funksiya boiib, gral
13-chizmada tasvirlangan.
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13-chizma

10.4. Teskari trigonometrik funksiyalar

Mu'lumki, y =sinx funksiya uchun xe X

r<[ ILI] =F bo'lib, X va F to‘plamlar o‘zaro bir
ili moslikda boiadi. y =sinx funksiyaga nisbatan teskari

jogen limksiya y =arc sinx kabi yoziladi. Bu funksiya H > ]

Tt .
§HIiJlimn;in bo‘lib, o‘zgarish sohasi 5 9 bo‘ladi.

i ‘dmiiga o‘xshash v =cosx, y -tgx, y =ctgx funksiya-
slialan teskari boigan funksiyalar mos ravishda
*ini msx, y =arctgx, y =arcctgx kabi belgilanadi.
‘ilnIni funksiyalar teskari trigopnometrik funksiyalar deyiladi.
Indi teskari trigonometrik funksiyalaming xossalarini
1IMIMI/
I aicsin x funksiyaning xossalari:

Il iHiiglanish sohasi [—1,1],

—~ N =

K
2
):

si ik] funksiya arcsin(-x) =-arcsinx,

) mtmoton o‘suvchi.
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y =arccos x funksiyaning xossalari:

1) aniglanish sohasi [—1,1],

2) o'zgarish sohasi [0,4"],

3) quyidagi munosabat o‘rinli arccos(-x) =n - arccosx

4) monoton kamayuvchi.
y =arctgx funksiyaning xossalari:

1) aniglanish sohasi (-co,+co),
2) 0'zgarish sohasi Hn
3) toq funksiya arctg (—x) =- arctgx,

4) monoton o‘suvchi.
y =arc ctgx funksiyaning xossalari:

1) aniglanish sohasi (~oo0, -t-00),

2) 0'zgarish sohasi [0, n,

3) quyidagi munosabat o‘rinli arcc (g(-x) - n - arcctgx,
4) monoton kamayuvchi

Mashqlar
Quyidagi funksiyalaming grafiklari yasalsin.
1 y=3x2- 6x-17 2.y =-2X2- 4x +4
2X +5 | 7
Yy :------2— 4.y —2
X -

5 y =arcsin(3x-I)
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1I-MA’RUZA

Nnhiriil argumentli funksiya (sonlar ketma-ketligi)
va uning limiti

11.1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi

Ayiaylik, biror qoidaga ko‘ra har bir natural n songa

%bl) I'Hia xHhagigiy son mos qo‘yilgan boisin (/ :n—*xn).
bsnki. Ini holda argumenti N boigan funksiyaga ega boiamiz.
IV limksiya natural argumentli funksiya deyiladi:

xn=/(*)m
liu limksiya giymatlaridan iborat ushbu
NIPE*RZ G &)

Il mnlar ketma-ketligi deyiladi va |x;} kabi belgilanadi

sonlar (1) ketma-ketlikning hadlari, Xn esa (1) ketma-
lItitinr umumiy yoki n -hadi deyiladi.

Masalan, har bir natural n songa — sonni mos qo‘yish
n

R(n >—) ushbu
n

i’ I IAS***')]. :
2 3 n
‘him ki tlik hosil boiadi. Bu ketma-ketlikning umumiy hadi

i - boiadi.
n
<klatda, ketma-ketlik, uning umumiy hadi orqali
libmiidi.
Masalan,
n+1 2 3 4 R+1
D=y 12 3 n
_i_ j 2. _L
l,nu:n ;
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3) xn=aqnl; a,aq,aq2,...aq"~],...,
4) xn 5, 55,5,.5,,..,

5 xa=(~1r" 1, 11, 4--(DH.. -
ketliklar boiadi.
Ketma-ketlikning har bir xn (n=1,2,3,...) hadi
0‘gida bitta nugtani tasvirlaydi.
Biror {x,J:
Tp X2,0'3,...Xn,... D)
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
Agar (1) ketma-ketlikning hadlari uchun
Xx]<x2<x3<..<xn<.. (X, <x2<X <..<xn<..
ya'ni
V«e N uchun xn<x4l (VAe N uchun xn<xnmi
bo‘lsa, (1) ketma-ketlik o*suvchi (gat’iy o‘suvchi) deyiladi.
Agar (1) ketma-ketlikning hadlari uchun
X, >X2>x3>...>xH>... (Xxt>x2>x3>...>xu>...
ya'ni
Vne N uchun x, >xHt (V«e N uchun xn>xi+
bo‘lsa, (1) ketma-ketlik kamayuvchi (gat’iy kamayuvchi) deyi
0 ‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy
bilan monoton ketma-ketliklar deyiladi.
1-misol. Ushbu
_ . n 123 n
n+1 2'3'47 'n+l’
ketma-ketlik monotonlikka tekshirilsin.
-~Berilgan ketma-ketlikning
n+I n+\

— n - . -
Al n+i " n+i+f n+2
hadlarini olamiz. Bu hadlar uchun
n+1 n _n7+2n+l1- n2- 2n _ 1

M " n+2 n+l (« +1)(»+2) (n+\)(n



Mw'lumki, Vs e jV uchun
1

(n+\)(n+2)

>0

IHm.k,

Hinliin Vne N uchun
X < Xm
Il krlil) i liigadi. Berilgan ketma-ketlik gat’iy o‘suvchi. »
Agin (1) ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta
idu J¥ sonidan kichik yoki teng, ya’'ni
Vwe N uchun xn<M
J1) krima-ketlik yugoridan chegaralangan deyiladi.
S (1) ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta
nim* NI sonidan katta yoki teng, ya’'ni
e N uchun xn>m
,11) kdma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi.
Jum (1) ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan
Fivslan bo'lsa, (1) ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Masalan,
n +iL o n2+1

I X =m 211°

) 49" n
wkdlik yugoridan chegaralangan boiadi, chunki

\'n <N uchun X, =12+—\=i1+—I <2

n n
1) - (_ I)”-|-| (_D/l+1
n 4’y 16 nr

in k1 1k quyidan chegaralangan bo‘ladi, chunki

L |
* V in-Inin X, >—4 ,

' n2-1 o -1
) o 409
ttm krilik chegaralangan bo*ladi, chunki
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\fne N uchun 0 <x <1,
boMadi,

11.2. Soniar ketma-ketligining limiti

Biror {x,}:

AX AL (D
ketma-ketlik va a soni berilgan boisin. Ushbu
(a-e,a+s) =Uc(a)
interval (soniar to‘plami) a nugtaning atrofi (~-atrofi) deyila
bunda s -ixtiyoriy musbat son (1-chizma).

a a+s

1-chizma

1-Ta'rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy Uc(a) atrq
olinganda ham (I) ketma-ketlikning biror hadidan boshlab keyii
barcha hadlari shu atrofga tegishli bo‘lsa, a son xn ketm
ketlikning limiti deyiladi va

Lim xn=a yoki n—m da x —a
kabi y oziladi.

Ta'rifdagi "biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadida
iborasi "shunday natural n¢ topilib, VA >n( uchun" deb aytilishil
bildiradi.

Demak, Vn>na uchun xne Uc(a)=(a-s, a+i
bo'lishi bunday hadlarning ushbu

a-s <xu<a+£ -s <xH a<s
ya’ni
Ix,- A<E£
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um/likning bajarilishini keltirib chigaradi.
11 tula yuqorida keltirilgan ta'rifni quyidagicha ham aytsa
‘Imli agar ixtiyoriy e >0 son olinganda ham shunday natural n()

lujiilih, barcha n>n{ uchun Wn-a\ <€ tengsizlik bajarilsa,

lini \( ketma-ketlikning limiti deyiladi.
2-misol: Ushbu
|

A

il 1
2 3 n
idikning limiti 0 bo'lishi isbotlansin.
«l Ixtiyoriy e >0 sonni olamiz. Ravshanki berilgan ketma-
llkmug limiti 0 bo'lishi uchun

Xn

- 0= %_I-o <S 2

wp likning n ning biror giymatidan boshlab o‘rinli boiishini
‘imilisli yetarli. Keyingi tengsizlik

1
~<e (3)
n
K VO lull.
n> —
e
topamiz. Agar n0 sifatida ([a]-a soninig a dan
Ifli.i »rlinagan butun gismi) olinsa, n0 unda barcha n> nn

[n ) ilemak, (2) tengsizlik bajariladi. Ta'rifga binoan

liull. »
3-misol. Ushbu xn=(-1)":
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1L, U -, () eee

ketma-ketlikning limitga ega emasligi ko ‘rsatilsin.
~Teskarisini faraz qgilaylik, ya'ni ketma-ketlik limitga
bo‘lib, u a ga teng bodsin. Unda ta’'rifga ko'ra, V~ >0 uc

Xususan s =~ son uchun shunday natural 40 son topilad
Vn>n0 da

2
ya'ni

bo‘ladi. Ravshanki, n >n{ va n~2k (&e JI/) bo‘lganda xn
n>n0 va n=2k—\ (AeiV) boMganda esa jch=—1 bod
Unda bir vagtda

tengsizliklar bajariladi.
Ayni paytda

2=1(1-a) +(a +)] <- +-

bo'‘lishidan, ma’'noga ega boimagan 2 <1 tengsizlik kelib chig
Bu gilingan farazni, ya'ni xn=(-1)" ketma-ketlikning limitiga
bo‘lsin deyilishi natijasida sodir bo‘ladi. Demak, gqaralayot
ketma-ketlik limitga ega emas. »

Agar {a,} ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lsa,
ketma-ketlik cheksiz kichik migdor deyiladi.

Masalan, an=— ketma-ketlik cheksiz kichik miq
n

bo‘ladi, chunki
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liman=Ilim—=0.

t—= Q0 yj
Aytaylik, {.t(J ketma-ketlikning limiti a ga teng bo‘lsin:
”'gt]nxn —a.
U holda o, =xn—a  dan |/ <6 boiib, u cheksiz

Hbh migdor boiadi. Natijada
xn=a +an

lu btili Mnsalan, xn= ketma-ketlik uchun xn=1 +—bo'lib,

n

n
cheksiz kichik migdor bo‘lganligidan
n
limn, =lim —- =1
n~w n"oc
I'lUii kelib chigadi.
Biror {*,}:

Xj, X, It-p.e,Xf,...
ljwi'iiii ketlik berilgan bo'lIsin.

Agar har ganday musbat M son olinganda ham, ketma-
Ifllikiimg biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari uchun
*« ~  boisa, x, ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va
gil)l)l tm  <kabi yoziladi.

Masalan,
x, = (—1)"*n:
-1,2,-3,4...
|t*uni kctlikning limiti 00 bo‘ladi, chunki
=107 =4

W hi*, liar ganday musbat M son olinganda ham shunday natural
Il My lopiladiki, n> M tengsizlik bajariladi.
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Agar |gn} ketma-ketlikning limiti cheksiz,
Hm XN =co
boisa, {xnj cheksiz katta migdor deyiladi.

Masalan, xn=n:
1,2,3,4,...
ketma-ketlik cheksiz katta migdor bo‘ladi, chunki Irmln =co.

11.3. Ketma-ketliklar ustida amallar.
Cheksiz kichik migdorlar hagida lemmalar

Ikkita {x,,]:
X21

Va W

ketma-ketliklar berilgan boisin. Ushbu
X1 N> X2 y2'*3 Y3 ' * *>Xn Yn'rxx
AT L2 M~ Y3 XN —YH'"" 4
X\FY|? #9127 RGN RN Ny Rw

ANA LU, OF*00 =123,..)
A Y2 ¥s W

ketma-ketliklar mos ravishda {xn} va {yn} ketma-ketliklami
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi va

{x*-yn} K-nb

kabi belgilanadi.
Endi cheksiz kichik migdorlar hagidagi lemmal

keltiramiz.



I-lemma. Ikki cheksiz kichik miqdorlar yig'indisi cheksiz
/dor bo ‘adi.
<Aytaylik, an va [,- cheksiz kichik migdorlar bo‘Isin.

la’'rifga ko‘ra V<>0 wuchun n ning biror giymatidan
fmhliih

Ravshanki,

k +AN KI+]A]-
I>cmak, n ning biror giymatidan boshlab

Iili Bu esa an+/[; ning cheksiz kichik miqgdor ekanini

ttt<tm >
2-lemma. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik
thi k&>paytmasi cheksiz kichik migdor bo ‘ladi.

A Aytaylik, xn-chegaralangan ketma-ketlik a n esa cheksiz
lllk migdor bo‘lsin. Unda \fneN uchun bo‘ladi,

ilit M tayin o‘zgarmas son.
Inmiki, an cheksiz migdor ekan, n ning biror giymatidan
lilub,

liiili Natijada

|n 'H> uiulan
limxnmn=0

[u lliln kolib chigadi. Demak, xnma n-cheksiz kichik migdor. »
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11.4. Yaqginlashuvchi ketma-ketliklar va ularning xossalari

Biror {x,, }:

Xy, Xj , X, * xfj,...
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik:
1) chekli limitga ega boiishi mumkin,

2) limiti cheksiz bo‘lishi mumkin,
3) limitga ega bo'Imasligi mumkin.

Birinchi holda yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi,
Ikkmchi va uchinchi hollarda uzoqglashuvchi ket
ketlik deyiladi.
f1+1 ) .
Masalan, XN =------ yaginlashuvchi ketma-ket
n

Xn=(~iy,H hamda Xn-~n ketma-ketliklar esa uzoqglashu

ketma-ketliklar bolladi.
Endi  yaginlashuvchi  ketma-ketliklaming  xossal
keltiramiz.

1-xossa. Agar {xnj ketma-ketlik yaginlashuvchi bo4s
chegaralangan bo ‘ladi.

2-xossa.  Agar  {xnj va {v#}  ketma-ketli
yaqinlashuvchi bo fib,

i hggY =P
bo ‘Isa, nholda
a) limc-xH=c-a, yahni lime-x,=c-limx {c-const),
n—t@ «—00

b) lim(xn+yn)=a+b, yani lim(x)+yn)=Ilim 7, +lim
n—r0 n—J n_>\,] 2->00



liu xossalardan b) holining isbotini keltiramiz. Modomiki,
limx, =a, limy,,-b
a—0 N—=

M unda
Xn=a+an WM=h+P<
‘ImMi Inmda an va fln - cheksiz kichik migdorlar. Shulami
sitiili 1 Icinmani e’tiborga olib topamiz:

Klw»,-a+an+b+/[, =(a+b)+(an+/?,)=(a+b)+yn,
Jurin - cheksiz kichik migdor. Keyingi tenglikdan
ljipm(xtt+y,,) =a+b
Mnin kclib chigadi. »

JIxossa. Agar va {yn} ketma-ketliklar
hiltishuvchi bo ‘lib,

)] L—Llin; =9, . =b

~>Xn"y,, (« =1,2,..)

N\n mliolda a <b, ya'ni limxn< limyn boadi.
M+0 H—00

11.5. Ketma-ketlik limitining mavjudligi

Ketma-ketlik limitining mavjudligini ifodalaydigan
HHiniwlarui keltiramiz.

I-teorema. Agar {*,}, ] va |z(3 ketma-ketliklar
feitlv.an ho fib,

> x»NYnh2, n=1.2,3,.)

J> li)ryoxn:a, (!ianzn:a

hii AZ nholda | V,,} ketma-ketlik limitga ega bo'lib,

limy —a
«>X
bt lihll
AShartga ko'‘ra
limxn- a .
/00
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Uiida ta’rifga binoan, ixtiyoriy e >0 uchun n ning biroi
giymatidan boshlab

|X.-al<<s\ ya'ni a-E<xn<a+£ 4) «
bo‘ladi.
Shuningdek t
limzn=a
n— {
dan

kn- &\<£ ya'nia- £<zn<a+£ (5) [

bo'lishi kelib chigadi.
Teoremaning 1-sharti va (4), (5) munosabatlardan ixtiyori;
£>0 uchun, n ning biror giymatlaridan boshlab

a- £<yn<a+£ ya'ni \yn—a\<£

boMishini topamiz. Demak {y,,j ketma-ketlikning limiti mavjud vi

imyn=a

bo'ladi. » :

Izoh. 1-teorema “ikki mirshab hagidagi teorema ” deb ha)
ataladi.

2-teorema. Agar ketma-ketlik:

1) o ‘suvchi,

2) yuqoridan chegaralangan bo‘lsay un chekli limitga eg
bo ladi.

3-teorema. Agar $xn} ketma-ketlik:

1) kamayuvchi,

2) quyidan chegaralangan
bo ‘Isa, n chekli limitga ega bo ‘ladi,

Eslatma. Ketma-ketlikning chekli limitga ega bo ‘list
hagida umumiyroq teorema mavjud. Bu va yuqoridagi 2-va ,
teoremalarning isboti maxsus adabiyotlarda keltirilgan ([2]).

4-misol. Ushbu yn=— — ketma-ketlikning limiti topilsit
n
AMaMumki,
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-1 <cosn <l1.

Bu tengsizliklarning barcha tomonlarini — ga ko‘paytirib
n

blpann /:
1 cosn 1
n n n
lindi xn—--, zn=—deyilsa, unda bir tomondan
n n
X, <V,hz
W ikkiuchi tomondan esa
limxn=lim (-9 =0, limzn=1lim—- 0
/7->00 n->cc yi Nn—co «o—>C0
uchun 1-teoremaga ko'ra
[ . cos/?
lim~ =lim----—-- =0

nN—o00 /r—>co0

lib<hull - »

11.6. Muhim limit (e - soni) va ketma-ketlik
limitini hisoblash

Oliy matematikada e deb ataluvchi son muhim rol
ffviuydi. U maxsus ketma-ketlikning limiti orgali ta’riflanadi.
Humlay ketma-ketlik va uning limitining mavjudligini ko‘rsatishdan
ivvnl bitta tengsizlikni keltiramiz.

Bernulli tengsizligi. Ixtiyoriy a >—% va ixtiyoriy natural
H } uchun ushbu

(I+a)">1+na (6)
hih'SL'lik o'rinli bo‘ladi.
~(6) tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida
blwm lay miz. (6) tengsizlik n -2 bo'lganda o4inli bo@adi:
(l+a)2- 1+2a +a2>1+2a .
Aytaylik, (6) tengsizlik n =k bo‘lganda o'rinli boisin:
(l+a)k>1l+ka.
[l tengsizlikni n=k41 uchun o‘rinli bo”ishini ko'rsatamiz.
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Keyingi tengsizlikni ikki tomonini 1+a ga ko‘paytirib (1+a >0'
topainiz:
(l+a)kml+a) >(1+a) (1 +ka),

(l+a)*4>1+ka +a +ka2>1+(k+Da
Unda matematik induksiya usuliga binoan (6) tengsizli
barcha n > 2 uchun o‘rinli bo‘ladi. »
(6) tengsizlik Bemulli tengsizligi deyiladi.
Quyidagi
9 64 1
X"=(+-)" 1 2,— L(1
( 11) 4 27 ( n
ketma-ketlikni garaylik. Bu ketma-ketlikning
= v =(— Y% = =
(:I'+nY (n)/O O+ET—1F1 n-1 A
hadlarining nisbati
et gt (g2 M
n "+1V -~
Xn\ v T I’fo ) n n)

dagi
Vi
V nl
ga Bemulli tengsizligini qo‘llaymiz
4V f 1i
1+ > [+ («-1) 4+ L
n2y nVv L
Natijada /
Ke_>Dx1fy 1 +ll=ygn 1o 144 >
el V-n nj 1 n\ N nr
bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda <V, <J1 boMishi kelib chigadl
( iyl
Demak, xu- 1+-  ketma-ketlik o*suvchi.
V n)

s\l

ooy .
Endi x, = 1+ ~ni baholaymiz:
nj
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2n +\ 2n+ 2 InJ 2nj
Bemulli tengsizligiga ko‘ra

1V -
p 1 1+t l+n-(— =1__0-1
2n 2n .2n 2. 2
Ik*liuli Natijada
vV - 4
2 2

fcitlib, undan xn ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligi
lirlil* diigadi.
. r I :
Shunday qilib xa- +— ketma-ketlikning o‘suvchi va

nlJ

Jiifunlan chegaralangan ekanligi isbotlandi. Unda 2-teoremaga
in im bu ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘ladi.
2-Ta'rif. Ushbu

X,, 1+'| (n=1a213)"'!;
Mn

Itinti ketlikning limiti e soni deyiladi;

(Y _

!(l%’\l+n_) =€
% umtsional son bolib, uning giymati e -2,718281 ...ga teng
bo litdi. Odatda asosi e bo Igan logarifm natural logarifm deyilibf
In A hahi belgilanadi.

Hndi ketma-ketliklarning limitini hisoblashga misollar
kUiiumiz.



5-misol.

6-misol.

. 1
| ) | L +2. |Im|__ -
. -n + W, MW nz n
I|mn , =lim *oa-=— y
n->0C Y6 -1- 1 /I->0 .

|
no11 1+ -T Ilm
n oAt

7-misol.
im e 25 30 0 imeas g 42434 4 (-]
I'h*T"’\IT n n fl .
1 (-0 _.1 t 1\
=lim
R qy

=lim

8-misol.

(n/m+1- >/9)(n/in+1+yfn)

limblIn +\—\n)—I|m - — 1=
«>¢ - sjn + X+\n

=hm 2==lim-
oy -+l +yin - "“w\In+\+\In

Mashqglar
Quyidagi ketma-ketliklar limiti hisoblansin.

+
1 lim 2" 2 lim—£022-

n=°n —20n *A\/n2-20n

. n2+2n +4 ) \Il6n2+5
3. hm 4. lim=-71="= ,
o n —8 "A44n2-20n
\Il
5.1limll+—
2n
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12-MA’RUZA
Funksiya limiti.
12.1.  Funksiya limiti ta’rifi

Aylaylik, f(x) funksiya E(E e R) to‘plamda berilgan
K, a nugtaning ixtiyoriy atrofida to‘plamning cheksiz ko'p
liihin bo*Isin. Ushbu

X,,X2, (l)

‘Hit ketlik quyidagi ikki shartni ganoatlantirsin:
1) (1) ketma-ketlikning barcha hadlari / (jo funksiyaning

aiiiglanish sohasi E ga tegishli va V« 6 N uchun x ®a

I liinxn=a mavjud.
Bu ikki shartni ganoatlantiruvchi ketma-ketliklar cheksiz
'u, hu' ladi.
Modomiki, xne E (n=1,2,3,...) ekan, bu nuqgtalarda
(0 limksiyatayin f{xn) giymatlargaega bo‘lib, ular
f(Xi),f(x2),/(xp .f{xn),... 2
inn kctlikni  (soniar ketma-ketligini) hosil giladi. Ravshanki,

lilnv ketma-ketliklar ham cheksiz ko'p bo'ladi.
IVrif: Agar ikkala shartni ganoatlantiruvchi har ganday

I hi ima-ketlik uchun, funksiya giymatlaridan iborat (2) ketma-
llih hiir doim bitta A limitga ega bo‘lsa, A f{x) funksiyaning

*(/ dagi limiti deyiladi va
lim/ (ic) = A
‘h hi 7yilanadi.

la'rifdagi a va A lar chekli yoki cheksiz bodishi mumkin.
i chekli son bo'lsa, funksiya limiti chekli deyiladi.

A<
l)emak,

[imxn=a
@

IR'liilmlan
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lim/(v )=
//—=0

bodishi kelib chigsa, unda A f(x ) funksiyaning x-"a dagi
limiti bo'ladi.
1-misol. Ushbu
lim—
**x +1
limit topilsin.
~Ravshanki,

fix)
1£X
funksiya E - (-oc,—)u(~I,+co) to'plamda aniglangan. Har
hadi shu to'plamga tegishli bo'lgan va 2 ga intiluvchi (limi
boigan) ixtiyoriy xn:
HmxH=2, x, ®2

/7~>0c
ketma ketlikni olamiz. Unda mos funksiya giymatlaridan i
ketma-ketlik

1 1 1 , 1
N+I1yXy+} x +1 '.“QXI +1

bo‘ladi. Ketma ketlik limitini hisoblash qoidalaridan foydal
topamiz:

Qoo

[ lim | | [ [
lim- _ )
" xn+1 lim(x +12 limxn+1 2+1 3
«->00 V/a=89]
Demak,
lim f(x)- lim | |
v>2" v F x—=2 A+| 3
2-misol. Ushbu
/ (x) =sinx

funksiyaning x —oc dagi limiti mavjud emasligi Ko ‘rsatilsin.

< Ravshanki, bu funksiya £ =(-o00,+00) da aniglan
Har bir had shu E to‘plamga tegishli boMgan va co ga intilu
2 ta turli:
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»nH .n,2n,bna,...Nn,..., I|mx,, k%nn— ]

4 n t T
- 4/|_+-ﬁ2, 6ﬂrH—§_ -

=00

fa'iliklarni olamiz. Unda mos funksiya giymatlaridan iborat
kr fliklar

#*) sinAd=sinw;r='0:0,0,0,...,0,... limsin® =0,

N
Fa)“siny, - sinIZnn +’j—J =1:1,11,...1,... limsin”®, =1,

N~co

Al Dciuak, oo ga intiluvchi turli xn va yn ketma-ketliklar

Hm /g =0 Jim /()=
I Hulimitlar bir xil bo‘lmagani uchun berilgan funksiya
> apbo'lmaydi. »
limksiya limiti ta’rifidan quyidagilar kelib chigadi:
I) Ixtiyoriy a (chekli yoki cheksiz) uchun !(i_n;éx=a
Iw*ladi,
/) Agar barcha x larda f(x) =c=const bo'lsa,
ixtiyoriy a (chekli yoki cheksiz) uchun
I|r*r;f(x) =
It*])
Aytaylik, a va A lar chekli boisin. Unda
Ij da /(*) —=A

| I*hmu]uyidagicha ham ta’riflasa boiadi:
LLH imivoriy e >0 son olinganda ham shunday S> 0 son

0<\x-a\<S$S
|H|.< I'kni ganoatlantiruvchi barcha x GE uchun
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tengsizlik hajarilsa, A son 7/ (x) funksiyaning X —>a dagi li
deyiladi.
Ravshanki, [x—a\<8 tengsizlik a -8 <x <a+S§

ekvivalent, ya'm bir yoia a-8<x<a va a<x<a
bajariladi.

Agar a—8<x<a bo'lganda [/(*) —]|< £ bo'lsa,

son / (x) funksiyaning x —a dagi chap limiti deyiladi va
f(a-0)= MN1/(x)=n
kabi belgilanadi.

Agar a<x<a +S bo'lganda |/(x) —<4|<£ bo‘lsa
son / (jc) funksiyaning X —a dagi 0‘ng limiti deyiladi va

+ = i ic)= A
/ (a+0) Jim :((Jc)
kabi belgilanadi.

Esiatma. Funksiyaning o'ng f [a+0), chap f(a
limitlari bir-biriga teng bo 1ishi ham mumkin, teng bo ‘Imasligi
mumkin. f (a +0) =/ (a —0) bo'lgan holda 7/ (n) fun
X —>a da limitga ega bo 'ladi.

12.2. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyaiar

Agar
lima(x) =0
bo'lsa, a (x) funksiya x —a da cheksiz kichik funksiya deyil

Masalan, a(x) =X funksiya x —0 da cheksiz kichik

funksiya bo‘ladi.
Aytaylik,
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limgf(x) = A

/ (x)- A=a(x)
fliniva v =>a da cheksiz kichik funksiya bo‘ladi va aksincha.
Keyingi tenglikdan topamiz:
/(x) =A+a(x)
Ocmak, x —a da / (x) funksiya A limitga ega bo'lishi
him

'ldii 11 holda

f(x) =A+a(x)
tin™Mula ifodalanishi zarur va yetarli, bunda CAv) funksiya

M a <acheksiz kichik funksiya.
Cheksiz  kichik funksiyalar cheksiz kichik miqgdorlar
Mulnn kabi xossalarga ega (qgaralsin, 1l-ma’ruza).

Agar
Iﬁi\f&ﬂ,]S(x) =

Ui, 71(x") funksiya x —a da cheksiz katta funksiya deyiladi.

: T .
Masalan, j8(x) =tgx funksiya ~a cheksiz katta

ilk*iva lw4adi, chunki
lim tgx =go.

< liiksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar orasida
tjrl.unsh mavjud:

I) agar a(x) funksiya x —>a da cheksiz kichik funksiya
(a (x) ®O) bo'lsa,
A~ liulila
(B(X) =
a(x)
hink ,iva x —a da cheksiz katta funksiya bo‘ladi;
yagar A(V) funksiya x —a da cheksiz katta funksiya
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bodlsa,
u holda

a(x)
/2(*)
funksiya x —a da cheksiz kichik funksiya boiadi.

12.3. Chekli limitga ega bofgan funksiyalarning xossala

Chekli limitga ega bo'lgan funksiyalar ham yaginlash
ketma-ketliklar, ya'ni chekli limitga ega bodgan «k
ketliklaming xossalari singari xossalarga ega boMadi. Quyi
xossalami bayon etamiz va ulardan birining isbotini keltiramiz,

Aytaylik, f(x) va s(x) funksiyalar E to'pl
berilgan bodib, a nugta E to'plamning limit nugtasi bo4sin
1-xossa. Agar
lim/ (x) =A, limg(x) =B
X-"a X—2
bo ‘Isa, nholda x —a da f (x) =g (x) funksiya ham limitga
bo lib,
lim (f(x)xg(x)) = A%B,
yam
lim(/ (x) £g(x)) =lim /7 (x) £lim g(x)
bo ladi.
AShartga ko'ra x —a da f(x) —» A, g(x) =» B/l
f(X) =A+a(x),  g(x) =B+p(x)
boiib, a(x) va /?(x) lar x —a da cheksiz kichik funksiyal
bodadi. Keyingi tengliklardan topamiz:
f(x) +9(x) =(A+B) +(a(x) +7}(xj) =(A+B) +r(x
bunda f(x) funksiya x —a da cheksiz kichik funksiya.
Demak,
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Hm(/(jr) +g(x)) =i4+5 >

Natija. Agar x —»a da f(x) —=A bo'lsa, A yagona

bl
4 Icskarisini faraz qilaylik

lim/ (n) =A, lim/(x) =A*
(*in 11 holda bir tomondan
N () -F{x))=A~A*
liu In tomondan esa,
nmeE(N*)-/M)=0

Mnl Keyingi tengliklardan A = A* bo‘lishi kelib chigadi.®

2-xo0ssa. Agar
lim/@)=A, limg(x)=B

hti, u holda x —a f(x)-g(x) funksiya ham limitga ega
lib
lim(f(x)-g(x)) =A-B, ya'hi
lim(/(x)-g(A)) =lim /(x)-lim ~(x)

[V}

Natija. O‘zgarmas sonni limit belgisi tashqarisiga
ignt A#/ mumkin.

~Ravshanki, ixtiyoriy ¢ =const uchun

l\i&@*fiv))/:lime -Iimj(%)/=c- limfi x)/

Iwimli »
Vxossa. Agar
lim/@)=A, limg(x)=B

faihh. H”™ 0 bo ‘Isa, nholda

=—, jam lim
B
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4-xossa. Agar
!('_Q;.f\x) - A !(|[T>]ag(a) =B
bo 'lib, ixtiyoriy x € E uchun
f(x)<g(x)
bo ‘Isa, 1 holda
A<B, yahni !(lpg /(V) <)I(!g; g (x)
bo ladi.

12.4. Funksiya limitining mavjudligi

Funksiya limitga ega bo'lishi hagidagi teoremalarni
keltiramiz.

1-teorema. Faraz qilaylik, f (x), g(x) va
funksiyalar ECIR toplamda berilgan bolib, a nugta
to plamning limit nugtasi bo ‘Isin. Agar bufunksiyalar uchun:
1) /(A')<g(x)<<p(x), Xe(a-S,a +9)
: N A —
2) !(II;T; ‘f(vx)7 A, lim~(jc) =A

n-->nr 4 7

bo 'Isa, nholda g(x) funksiya x — a da limitga ega bo fib,

limg(x) =A
X-*a g& )
bo ‘adi.
«"Shartga kolra Iim /(a) =A, lIim">(x) = A
Unda ta’rifga binoan har ganday 8 >0 olinganda
shunday 8 >0 topiladiki, Ix- aA<8 tengsi

ganoatlantiruvchi barcha x e E uchun
A-s <f (x), <p(x) <A\8
boMadi. Teoremaning birinchi shartidan foydalanib topamiz:
A-€ <g(x) <an-8.
Demak,
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limg(x) =A.»
X—a
1 teorema. Faraz gilaylik f(x) funksiya E to ‘plamda
Igtin ho'lil), (a —a,a} a E  {fa>0) bo'lsin. Agar
1) /(x) funksiya E toplamda o ‘suvchi,

/(a) funksiya E toplamda yuqoridan chegaralangan
he n holda x —a~0 da /(x) funksiyaning limiti mavjud

\teorema. Faraz qgilaylik, fix) funksiya E toplamda
Atin ho'lih, (a,fl +a)c £ (a >0) bolsin. Agar

I) /7(x) funksiya E da kamayuvchi,

Y) I(a) funksiya E toplamda quyidan chegaralangan

nin>Ua x —a+0 da f (x) funksiyaning limiti mavjud
Uit

1i.5. Muhim limitlar va funksiya limitini hisoblash

1) Ushbu
sm x
imsinx =0, Iljm,cosx =1 lim
\ A X
Itliti ishotlansin.
4Kadiusi OB =1 bo'lgan aylana chizamiz:

D

1-chizma

Ingonometrik  funksiyalar:  sin x, cosx,/gx  laming
LLYjI1).nif~i binoan
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AC =|sinx],
OA = |cosx],
BD =\ox\,
bo‘ladi. Aytaylik, -£<x <i boisin, unda  BC yoyi

vatardan kichik bo'Imaganligi va o'z navbatida vatar AC]
kichik bo‘lmaganligi uchun

[sinx]<|x] (3)
boMadi. Shuningdek, OCA uchburchakda uning bir tomoni q
ikki tomonlari ayirmasidan kichik emasligi hagidagi tasdiqga k
cos* >1-]sinx]| 4)
bo‘ladi.
Ravshanki, (3) tengsizlikdan
-IX] <sin* <
bo'lishi kelib chigadi. Ayni paytda, x —0 da
— 0, X0
bo‘lganligi uchun 1-teoremaga ko‘ra

[imsinx =0
Y->0

bo'ladi.
Ravshanki, cosx <1. Unda (4) munosabatga muvofiq
[-]sinx] <cosx<lI
bo‘lib, 1-teoremaga ko‘ra
I}im)cos x=1

bo‘ladi.

Ma’lumki, AOAC ningyuzi —cosx-jsinx|

OBC sektoming yuzi ~ |x|,
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Y4-1) v X n)
bo‘lishi kelib chigadi.
Ravshanki,

) = Ay g
Um(l+n+1 - ﬁm(l+|_|+1 4 (1+|/|+I'

=0n0 ) e =e

Ifg(r;)(l +-)"+4 :!el*rg)(l +,) o1 +-V} —es=¢e
Unda 1-teoremaga ko‘ra

1
lim 1+—1I -e

X.
bo*ladi.
Aytaylik, x <-1 bo‘lsin. Agar x =-t deyilsa, u holda
f 1y foiy’ I ( ] V
lim 1+ =lim 1— jm 1+-
vV X) )—%V o )—XDV
v / 1
=i, 1+-/ 1 1+ eml=e
) - ,‘U
bo‘ladi. Demak,
lim i+~ e.
V—>0\/ Xj
Keyingi muhim limitlami keltirish bilan kifoyalanamiz.
3)Ushbu

HT]26 1M =lo (a>0,,*)
9 X

xususan,



Rtuiiosnliat o‘rinli.

4) Ushbu
lim- =Ina (a>0)
®0 X
Ifnglik o'rinli.
>) Ushbu
}, (1+x f-1
1M -=mmmm e =
x->0
ImMik o'rinli.
6) Ushbu
liniibi.i
i) agar
Iimt/&x)7:A, }Q{n\(;é)B bo'lsa,
C =AB bo'ladi
b) agar
lim£/(x) =A P, limF(x) =400
A->a v 7 jc->e v 7
[It'Uti garalayotgan limit bevosita hisoblanadi.
d) agar
limE/(x) =1, limV(x) =0
n->a v 7 n—na v 7
|n'kn, u holda
o = JVRRY
fetl'lliN. »

Funksiya limiti hagidagi ma’lumotlardan, shuningdek
|Hiiim limitlardan foydalanib funksiyalaming limitini hisoblaymiz.
-Misol Ushbu

X EX2+XN 3
lim
Jjo>] x-1
limn hi\<>blansin.
A Bu limit quyidagicha hisoblanadi:
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. X+X~+Xx"-3 v X-1 +x"-1+X -1
lim =lim
-n

J XA * x-1
o x—+x)xX+) +(x)(x +X+1)
*3 Xx-1
_ ]ImAX—].)(1+X+1+X”+X+1):
v.l X—
:M3+21@X+H&1X2:3+2+1:6' >
2-Misol. Ushbu
. sinb5x
lim-
-sin 10x

limit hisoblcmsin.
*~Bu limitni hisoblashda

dan foydalanamiz.

sinbx &y lim sin5x
sin5x or 1 w0 Sx 111

lim 12X = hm— = SO T

=+ sin 10x o sin 10x 2 |JmsmlOx 2 1 2

10x = 10x
3-MisoL Ushbu

limit hisoblcmsin.
ABu limitni hisoblashda

lardan foydalanamiz.
Avvalo berilgan limit ostidagi kasrning surat va maxr
X ga bo‘lamiz, so‘ng limitni hisoblaymiz:
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2J1-1 [ 2x-1

1 —— I """" . «
2' -1 X _-v-%x _In2 _
: : L =In2.»
isin* % sinx . sinjc 1
------ lim——
X
4 IMisol. Ushbu
\u
lim

y—>00

billlISUI
~AUi limit quyidagicha hisoblanadi:

2.X
. X
imfi+r  =limf.+r (1+.
VvV  xJ OV OOXj)oN\

.....

Il hiM'hlansin.

miAvvalo quyidagi x - f almashtirishni bajaramiz. Bunda
» 1 il,i /— 1. Natijada

. l-n/Tx .13
lim ------ ==lim-—--T-
y->1 \~'IJX I—t
hull Keyingi limitni hisoblaymiz:
o -/3 0 0 (I-)) (T +f+72) 0 1+t+t2 3
Inn--—-—--~=lim —— —----—— =lim ----------- =—
m4--r (1-7)(! +% 1+/ 2
emak,
P{m_]:_-_}]_/ =3 >
-M 2
ft IMfisol. Ushbu
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nx
COS-—

lim-
ar->1 1- X
limit hisoblcmsin.

_ ,niashtir
4Bu limitni hisoblash uchun 1
bajaramiz.
Unda x->1 da t-» 0 bo lib,
_ fn Jtn
Cos-— cos(2 2y
lim------— - bm
A \-X (&) *

silv._ / rr sinl f

ML N da h 2

bo‘ladi. »
7-Misol. Ushbu

A->*i X+ 1]

limit hisoblansin.
A Bu limitni hisoblashda

MWTH*)F=C
X

dagi d) holidan foydalanamiz. Ravshanki,
bo‘lib,

n'—>00

bolladi. Demak,
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Shunday qilib
lim =e
Mashqlar

I uksiyalaming limiti hisoblansin.

. /12X =3 . tfx-2
1 lim -----j=------- . lim-
VA n/x-2 N GBn/x - 4
. e
A ml— cOs3x lim l-sin2x_

sm Ix - *06{n - 4x)



13-MARUZA
Funksiyaning uzluksizligi. Uzluksiz funksiyalarning xossala

Funksiya limiti tushunchasi bilan bog'lig ayni paytda
matematikada muhim bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi tushuno
sini, uzluksiz funksiyalaming xossalarini keltiramiz.

13.1. Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi

Aytaylik, V~f{x) funksiya E to'plamda (ZsC
berilgan bo'lib, fi0e E bo‘lIsin.

1-ta'rif. Agar

XI_i_DJf(x):f(xo) (1)

bo'lsa, f{x) funksiya xOnugtada uzluksiz deyiladi.

Masalan

y =f(x)=x-

funksiya ixtiyoriy x0e (- 00,+00) da uzluksiz bo‘ladi, chunki

lim fix) =lim x2=1lim (x-x) =x0+x0=x] - f (x0).
N>, w4 >N

Agar
/(><X0+0)7=-!'% f(\>l<)7=/g(x0)
bo'lsa, /(x) fimksiya xOnugtada o'ngdan,
agar
f(x0-°) :xl—%‘fﬂl(*) =f ( x0)
bo'lsa, f(x) fimksiya x( nuqgtada chapdan uzluksiz deyiladi.
Masalan

1 B
r,, — x', agar x<2

X, agar x>2
funksiya uchun
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*mi1l Dcmak berilgan funksiya X0 =2 nuqtada chapdan
Mto/

r f(x) funksiyaning x0 nugtada uzluksiz bo'lishi sharti
lim f(x) =f(x0)

yozish mumkin:

Huyidagi belgilashlarni kiritamiz:

A\ v-a-o, = A/(x0)=7(,x)-/(*0) 2
< Klatda, Ax argument orttirmasi , Ay esa funksiya
liiimm deyiladi.

(2) munosabatlardan topamiz:
« Vv, TAX, Ay = Af(x0)=f(x0+Ax)-f(x0).
wi Ar laming geometrik ma’nolari 1- chizmada keltirilgan.

t /{Xb+1X)
*0 +AX X
1-chizma

(I>va (2) munosabatlardan

HAY = Baght () =0 @)
1 In kelib chigadi.
Dcmak, (3) munosabat / (*) funksiyaning x0 nuqtada



uzluksizligi ta’rifi sifatida garalishi mumkin.
Masalan, f(x)-c =const funksiya ixtiyo

x0e(~o00,+00) nugtada uzluksiz bo‘ladi, chunki

Iirr>101'I/ (x0)=1lim [/ (x0+AX)- / (x0)] =lim (c-c) =

Ax= Nx- A01 An-vn)
2-ta'rif. Agar f(x) funksiya E to'plamning har
nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, funksiya E to'plamda uzluksiz deyiladi,

13.2. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar

Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar E uvplam
berilgan bo'lsin.

1-teorema. Agar f(x) va g¢(x) funksiyalar x0e
nugtada uzluksiz bo ‘Isa, nholda

c-f(x) (c=const), f(x)xg(x), f(x)-g(x),

fix)

>(*)
funksiyalar Ham x0 nugtada uzluksiz bo ladi.

(9{x0)*P)

AShartga ko‘ra f (x) va g(x) funksiyalar xQ nugt
uzluksiz. Unda
lim /7 (x) =/ (x0), limg(x) =g (x0)
v->A'0 X >V(>
bo'ladi. Funksiya limiti xossalaridan foydalanib topamiz:
Iim co (x)=cuHim / (x) =c+/ (x0),
x-> ' Y->v0

lim [/ () £g (x)] =1im £(x) £lim g (x) =F(x0) £g(x0)

Vo X( L 3

lim I/ (x) L) (x)] =lim / (x) elim g (x) =7/ (x0) *g (x0

v oSA( L X->X{) X-+XU

a ¥ / bl
g(x)  Hmg(x) g(x0)
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Keyingi munosabatlardan

<-/(*), f(x)xg(x), f(x)-g(x),
S\x)

ftmksiyalaming x0 nuqtada uzluksiz bo‘lishi kelib chigadi. »
2-teorema. Agar y =f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz
bo hA it =qg>(y) funksiya yQ nugtada (y{=f (x0)> uzluksiz

boisa, n holda w=<p[f(n*)) murakkab funksiya XQ nugtada
Htluhsiz ho'ladi.

*} Shartga ko‘ra = =/(-*;) fimksiya x0 nuqtada uzluksiz.

IJnda
lim/(x) =/(x0)=>0
bti'liuli. Shuningdek, n—<p{y) funksiya y0 nuqtada uzluksiz.
I'n.Li
lim <p{y) = <p(yQ
Demak,

lim.<p(f{x)) = Jim cp{y) = <p(v0) =<p(f(x0)).

Bu esa (p{f(x)) murakkab funksiyaning x0 nugtada

Mfluksix bo*lishini bildiradi. »
Uzluksiz sodda funksiyalami keltiramiz.

1)/ (x) =c=consty f(x)—x funksiyalarning
(niivuriy x <{—e0, +coj da uzluksiz bo‘lishi pasLuaH.

2)/ (x) =x" (m- natural son) bo‘lsin. Bu funksiya mta
tiHuksi/.  fimksiyalaming  ko'paytmasi  sifatida  ixtiyoriy
*1( da uzluksiz bo‘ladi.

3)/(x) =a0+af +axr+...+anx" bo‘lsin,  bunda
n,.iir ..xiu 0‘zgarmas soniar. Bu funksiya ham 1-teoremaga ko‘ra



ixtiyoriy x e (—eo+<x> da uzluksiz boiadi.

4) Aytaylik,

a0+ax +azx +..+anx
/M po+bix +b2x2 +..+ bmxm

boisin, bunda a0,al,...an va b0,bv ...omo‘zgarmas soniar.

Bu funksiyaning ixtiyoriy

x e E =(-00,+c0)\{X :b0 +bx + ... + bmx m= 0]
da uzluksiz boiishi 1-teoremadan kelib chigadi.

5) /(x) =sinx boisin. Ixtiyoriy xe(-ga,+co) uchun

A/"(X) =sin(x +AXx)-sin x

boiadi. Trlgonometrlyadan ma’lum boigan ushbu

a-B a+s
sina-sinp =2sin cos
2 2

tenglikdan foydalanib topamiz:
Af (x —Zsm — cosix +AX

Ravshanki,

| 2]

A
va Ax —0 da sm--2-)f--->0. Demak,

fimgs/ ) =
Buesa /(x) =sinx funksiyaning ixtiyoriy xe(-00,+00
da uzluksiz ekanini bildiradi.
6) /(x) =cosx boisin. Ixtiyoriy xe(-00,+00) uchun
A/ (x) =cos(x + AX)-cosx

boiadi. Ma’'lum

, . a-B . a+B
cosa-cosp =-2sin sin .
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Hu formuladan foydalanib topamiz:
. . A
A/ (X) - -2 sin—min X +- X
Ravshanki,

AX
sin x+m <]

Ax
N A\ >0 da sin------ >0. Demak,

RIOA/G) =
bl /(x) - COSX funksiya ixtiyoriy x 6 (-00,+00) da uzluksiz
(Nimi
7) Ushbu /(x) =tgx, f(x) —ctgx funksiyalaming
IMitlksiZligi~ sin x,cosx  funksiyalaming uzluksizligi hamda
(IroH inadan kelib chigadi.
j (x) =tgx funksiya ixtiyoriy
'/\+co)\jx:x =" +kn,k =0,£1,£2,...] da uzluksiz
fen'huli.
>3 f{x) =a\ f(x) =logflx, / (x) =arcsinx,
f (\) arccosx, f (x) =arctgx, f (Xx) =arcctgx funksiya-
i) i~z aniglanish sohalarida uzluksiz boiishi yuqoridagidek
@IJsaliladi.
Demak, barcha sodda funksiyalar 0z aniglanish sohalarida
U |wkw/. boiadi.

13.3. Funksiyaning uzilisbi va uzilishning turlari
Maiumki,
n—’%/ =/(x0)
beis.i, /(x) fimksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi. 7/ (x)

liMkMvaning x0 nugtada uzluksiz boiishi ushbu
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1) M i x)-A ning mavjudligi,
2) A- /(x,) boiishi

shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.
Agar
lim 7 (x) =/ (x0)

raunosabat bajarilmasa, f(x) funksiya uzilishga ega, x0 nugta e
uzilish nugtasi deyiladi.
Maiumki, J (x) Ixmksiyaning x0 nugtadagi 7/ (x0+0
o‘ng limiti, / (x0-0) chap limiti mavjud boiib,
f(x0+0)*f(x0-0)
bo‘lsa, yoki bu limitlardan hech boimaganda bin mavjud boima
Y'(x) Ixmksiyaning limiti mavjud bo‘lmaydi. Binobarin, bu hoi
/ (x) funksiya x0 nugtada uzilishga ega boiadi.
MacanaH,
'1, agar x<0 bo'lsa,
f(x)=wM0, agar x—0 bo’lsa,
1, agar x>0 bo'lsa
funksiya uchun

Z(0+0) = .6—%50“\}()' .tl—"ﬂlolzl’
£(p-0= Jime )~ Jigy(-h) =

boiib, x =0 nugtada funksiyaning o'ng va chap limitlari bir-biri
teng boimaydi. Demak, berilgan funksiya uzilishga ega va x -

nugtada uning uzilish nuqgtasi boiadi.
Ushbu

sm- agar x>0 bo'lsa,
/(%) =
-X, agar x<0 bo'lsa,
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j “>Kkmya uchun

/(0+0) = IJIE%IOf gx): Ai_r@esin < mavjud emas,
FP-0= Jgg = =0

VI.Lli Demak, bu funksiya x =0 nugtada uziladi.
I1shbu
_jAR2 aSar x @0 bo’lsa,
11, agar x =0 bo'lsa,
Ht'IMVI

Ihr_r;b/ x) = H_;sz =0
u berilgan funksiyaning x =0 nuqtadagi giymatiga teng
ipins /(0) ®0. Demak, funksiya X = 0 nuqtada uziladi.
Funksiyaning uzilish nuqtalari gatoriga uning aniglanish
"pHInr.ii'a tegishli boimagan, sohaning chegaraviy nugqtalari ham
"liHiladi.
Xususan, funksiyaning aniglanish sohasi intervaldan iborat

kii'l.M, intervalning chegaraviy nugqtalari uzilish nuqtalari boiishi
Itlumkm.

Masalan, /(x) =— funksiya £ =(-—90,0)u(0,+00)da

iliii]l;mgan boiib, x =0 nuqgta (ravshanki, bu nuqgta funksiyaning
lik»]l.mish sohasiga tegishli emas va u oraligning chegarasi) uzilish
boiadi.
Shunday qilib,
1) XOnugta funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli va

lim 7/ (x) =7/ (x0)
1ilniii hajarilmaganda,
! 2> Aonugta aniglanish sohasiga tegishli boimasdan, uning

HiM.uaviy nuqtasi boisa, u holda x0funksiyaning uzilish nuqtasi
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/ (x) funksiyaning x0 nugtadagi o'ng va chap limiti
mavjud boMib,
/(*0 +°)* / (x0-0)
bo‘lganda, uning x0 nugtadagi uzilishi birinchi tur uzilish deyila
Ushbu
/ (xo+0)~/ (x0“ 0)
miqdor funksiyaning x0 nugtadagi sakrashi deyiladi.
Masalan, ushbu
/=4, agar x<0 bo'lsa,
f(x) =<0, agar x-0 bo'lsa,
1 agar x>0 bo'lsa,
funksiyaning x - 0 nuqtadagi uzilishi birinchi tur uzilishi bo'l
uning x =0 nugtadagi sakrashi 2 ga teng bo'ladi (2-chizma):

0
-1
2-chizma
/ (x) funksiyaning nuqtadagi  boshga  uzilishi

(lim 7 (x) =A, A* / (x0) holdan tashqari ) ikkinchi tur uzili

Y—oAY)

deyiladi.

, agar x>0 bo'lsa,

x2, agar x<0 bo'lsa
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liniv.i uchun

lim f{x)= lim -0

_\|/_I£8‘0fl&(]- |u§8:x2:0
'lilt. Ini funksiyaning x =0 nugtadagi uzilishi ikkinchi tur uzilish
'‘Mi
13.4. Segmentda uzluksiz boMgan funksiyalar
hagida teoremalar

Agar /(x) funksiya [9,b] kesmada aniglangan bo'lib,
/% micrvalda uzluksiz hamda a nugtada o‘ngdan, b nugtada

(luipdan uzluksiz bolsa, u holda f(x) funksiya [a,b]

Hmla u/luksiz deb ataladi.
Segmentda uzluksiz boigan funksiyalar hagida bir nechta
liv leoremalami (isbotsiz) keltiramiz.

1-teorema. Agar f (x) funksiya [9, 6] segmentda uzluksiz
Wy, nshu segmentda chegaralangan bo ladi.

Ru holda shunday ikkita m va M sonlari (m<M)
lImliki, fimksiya grafigi y=m va y - M parallel tody‘ri
Fhhi orasida joylashadi.

2-teorema. Agar f (x) funksiya segmentda uzluksiz

hh, segmentning chetki nuqtalarida turli ishorali giymatlarga

i bo Isa,

‘o f(b)<o0 yoki f{a)< 0, f(b)>0) v

)hi a hilan b orasida hech bo Imaganda bitta shunday C nugta
f1 < h) topiladiki, f (c) =0 holadi.
Hu holda /(x) funksiyaning grafigi OX o'gini hech
|h m.i“mda bitta nugtada kesadi.
Hu teorema
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/W =0

tenglamaning yechimi mavjudligini kcTrsatish bilan birga
taqribiy hisoblash imkonini ham beradi.

3-teorema. Agar f (x)funksiya segmentda uzl

bo ‘Isa, u holdafunksiya \&b\ segmentda o Zzining eng katta vQ
Kichik giymatiga erishadi, ya™ni shunday x*e[a,&] H
topiladiki, ixtiyoriy XE uchun

f(x)<f(x.y,
shunday x nuqta topiladiki, ixtiyoriy xe[a,n] uchun

/(%) >/(*%),
bo ‘ladi.

Mashqlar

Quyidagi funksiyalami uzluksiz ekani ko‘rsatilsin.
1y =x2-2x . 2. V=C0S3X . 3.y =exX
Quyidagi funksiyalaming uzilish nuqtalari topilsin.
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14-MA’RUZA

Funksiyaning hosilasi.
llosilaning geometrik va mexanik ma’nolari

14.1. Funksiya hosilasi tushunchasi

Aytaylik, y =f(x) funksiya (a,bj intervalda berilgan
I, \te(a,b) bo'lsin. x0 nugta 6unaH birga shu (a,bj ga

ilili hoigan x0+Ax ni (Ax;*0) garaymiz. Natijada funksiya

Ay =Af(x0) =/ (x0+Ax)- /(x0)
(Mwcp.n ega bo'ladi. Ravshanki,
Av ¥ (xqg) _/(*0o +Ax)-/(x0)
AxX AX AX
I muuyyan ./(x) va tayin x0 da Ax ning funksiyasiga

limt AX—0 da bu nisbat limiti funksiya hosilasi
'(m li.isiga olib keladi.

IVrif. Agar
" HDAX Ax ®
lini\Zid bo‘lsa, bu limit y =f (x) funksiyaning x0 nugtadagi

df (x ~
iiihi deyiladi va /°(x0)  yoki —d(x yoki y_
) ,,

<Mm/Aanadi.

Auar (1) limit chekli bo‘lsa, hosila chekli deyiladi, (1) limit
km. boMsa, hosila cheksiz deyiladi.

I.slatma. Funksiyaning tayin nuqtadagi chekli hosilasi
m ihuhdaydi.

Agar (a,b) oraligning har bir x nuqgtasida funksiyaning

M hosilasi mavjud bo‘lsa, unda hosila x ning funksiyasiga
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aylanadi.
Funksiyaning o'ng va chap limitlari singari funksiya
o'ng va chap hosilalari ta’riflanadi. Ushbu

lim /(v,+A.v)-/(v,)" Imi :/(v,, fAv) -,/(v0
I\->+0 O x , M--+.-0 nn'
limitlar mavjud bo‘lsa, ular mos ravishda funksiyaning
nugtadagi o‘ng va chap hosilalari deyiladi
/'(x0+0), .f'"(x0-0) kabi belgilanadi:

/'(xn+0) :&%/(x0+Ax) -/ (x0)
Ax
./ (x0+ Ax)-/(x0)
Ay Ax
Xususan, [a,£>] segmentda berilgan 7/ (x) funksiyani
nugtadagi hosilasi deganda uning shu nuqgtadan o'ng hosila

nugtadagi hosilasi deganda uning shu nuqtadagi chap ho
tushiniladi.

1-misol. Ushbu 1
/ (X) ~x2
funksiyaning x0 2 nugtadagi hosilasi topilsin.
ATaYifdan foydalanib topamiz. Ravshanki, be
funksiyaning x0 =2 nuqtadagi orttirmasi
Af(2) - /(2 +AX)-/(2) - (2 +AX)2-2 2- 4+4AX+Ar-~4 =4]T*
bo'ladi. Unda
A/(2) _ AAx+Ax2

4 $AX
AX AX
bo‘lib,
m-/U - iim (4 +AXx) -
\[ AX Ah)O( )
boiadi. Demak,
/(2) =4»



I-misol. y =¢ (¢ =const) bo‘lsin. Bu holda ixtiyoriy
willin

Ay =c-¢=0
lull 1>cmak,
N = im— =
=0 fim <o

Slnmday qilib, ixtiyoriy x day' - 0.
'-misol. v =x. Ixtiyoriy X da Ay =X+AX- jc- An
i
Ay _ Ajc .
lim— =1
Ax  AXx > AX
I Dcmak,

Yy =1l.

4-misol. y =—. Ixtiyoriy x @0 uchun
X

| AX 4> 1
\fAXx X (X +AX)’ AX X(x +AXx)

h

lim — = lim L

=040y Ay—>0 Z(X +AX) HY-
I IK'inak,

Y=—:nm
X

. +]
4inisol. y m . Bu funksiyaning hosilasini ta’'rifga
3y +1 y g g

Nit I'.ohlaymiz:



_2(x+Am)+1 2x+1 AXx
T 3(x +AX)+1 3x+l  (3(Xx +AX)+1)(3x +1)’ A

AY= \ n 1
AX (3(a +Ax)+D)(3x +1) ]
. i 1
lim — =lim
A->0 Ax A0 (3(X +AX) +1)(3x +I) (3x +1)
Demak,
1
(3x +1)

14.2. Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari

Faraz qilaylik, y =/(x) funksiya (a,h) da berf

bo'lib, xe(a,b) nugtada f'(x) hosilaga ega bo'lsin,
funksiyaning grafigini 1- chizmada keltirilgan egri c
tasvirlasin.

/7/=/(>

/]

-+X

X AX X+An '

J

1-chizma i

AB kesuvchining OX o‘gining musbat yo‘nalishi bilan j

gilgan burchakni (p, egri chizigga A nuqtada o'‘tka*j

urinmaning OX o‘gining musbat yo‘nalishi bilan hosil g
burchakni a deylik.
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AABC dan topamiz: — =t
p A~ g(p

Agar An—0 sa, ya’'ni B nuqgta egri chizig bo‘ylab A
Jg| mtilsa, u holda (p burchak a burchakka intilib

'Inili Keyingi munosabatlardan

lim A—y:tga
AX

‘llahi kelib chigadi. Demak,
F'(x) =t
Shunday qilib, y =f(x ) funksiya nugtada
"(») hosilaga ega bo'‘lsa, bu funksiya grafigiga A(X,y) nuqgtada
Ibit/tljmii urinma mavjud. Funksiyaning X nuqtadagi hosilasi
'(\) esa bu urinmaning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi.
Y=f(x) +f'(x){X-x) =y +{{x) (X-x)

llitishila  bo‘ladi, bunda (X,Y) urinmadagi
Inning koordinatasi.

Indi hosilaning mexanik ma’'nosini keltiramiz. Faraz

yhk. moddiy nuqgta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab (bu to‘g‘ri chizigni

o'qi deylik) harakat gilib, M nugtaga kelganda bosib o‘tilgan
'S hoMsin: OM =S (2-chizma).

0‘zgaruvchi

0

S '—VI'—| jjiH

2-chizma
K.ivshanki, bu yo‘l vagtga bog‘lig bo‘lib, uning funksiyasi

S =5(1) ()
(Matda, (2) tenglaina moddiy nugta harakat qonuni deyiladi.
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Agar nugta t vaqt oralig‘ida S'(r) masofani, t+At

oraligida esa S(t+Atj masofani bosib o‘tgan boisa, un
vaqgt oraligida o‘tilgan yo‘l
AS(t) =S(f r.At)-S(t)
boiib,
As _ S(t+At)-S(t)
At Al
nisbat esa moddiy nugtaning t dan t+ At gacha vaqt oralig
o'rtacha tezligini ifodalaydi.
Agar At nolga intila borsa o‘rtacha tezlik
nuqtaning t paytdagi oniy tezligini aniqroq ifodalay boradi.
t paytdagi tezlik
F=lim—
oA
bo'ladi. Keyingi tenglikdan
V=S'(t)
bo'lishi kelib chigadi.
Shunday qilib, moddiy nugtaning harakat qonuni S s
boiganda funksiyaning t nuqtadagi hosilasi S'(t) harakat t *
ifodalaydi.

14.3. Hosila hisoblash qoidaiari

Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da b

bo‘lib, xs(a,fc) nugtada f'(x) va g'(x) hosilalarga ega
U holda:

1) ixtiyoriy o‘zgarmas ¢ da y =c- f{x) fimksiya ho
ega bo 'lib,

Y- (c'/(x)V =cf\Xx)
bo ‘ladi;
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J) funksiyalar yig'indisi 'y =f (x) +g(x) fimksiya
Mivii <i(4 bo ‘lib,
Y =(tix) +¢{x)) =f\x) +g'(x)

bl .
) funksiyalar ko \paytmasi y =/ (X)eg (x) funksiya

higti i Vit ho lib,
> =(f(x)'g(x)) =f"(x)-g(x) +f(x)-g"(x)

bl.
ol) funksiyalar nishati y:ﬂx) funksiya Eg I{<I4‘O)
§(x)
ega bo fib.
ffix)1 _fix) m{x)- f(x) m'(x)
\gix); 2A{x)
hili

,Bu tasdiglaming  birini, masalan 2)-sining isbotini
(iHini/

AShartga ko‘ra f(x) va g(x) funksiyalar f '(x) va
| ( hosilalarga ega. Unda ta’rifga binoan

/ (x+AX)-/(x)N N o= g(x FAX)-9(X)

(0 Inn
U [x -V / A0

Miili Ravshanki, y =f (x) +g(x) funksiyaning orttirmasi
Nr=[/(x +Ax) +g (x +AX)]-[/ (*) +g(*)] =
[/ (x+AX)- 7 (x)] +[ 9 (x +Ag)- g (X)]

til.
Ay /(x +Ax)-/(x) "g(x +AX)-g(x)

AX AX AX
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bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:

. . L (x+AX)/(x) 1g(x +Ax)-g(X)
lim — =Ilim

At->0 [ X Ax->0 AX AX
- U™/ (at+Ax)-/ (x)+  g(* +As)-g(x) _,,
fim e e’ (X4
Demak,
y, ={f(x) +g(x))’ =F(x) +g'(x)>
. . f3 Vv 3
6-misol. V—X boisa, —X
2 V2 ] 1

bo‘ladi

7-misol. y=X+— boisa,
X

= ' +f-1 :1-—7 boiadi.
/ II 'W UJ X"

. 2X+1 . .

8-misol. y -boisa,
3x+1
2x +1"] _ (2x +1) -(3x +1)-(2x +1)-(3x +1)

= _ _ o (3* +1)2

_2-(3x+N)-3(2x +1) 1
(3x +H" (3x +1)2

bo" ladi.
5) Murakkab  funksiyaning hosilasi. Aytd

m- (p{x) va y=f(n) bo 1ib, ular yonlal
y ~f murakkabfunksiya tuzilgan bo ‘Isin.
Agar n ~(p{x) funksiya x nuqtada ur=<p'(x) hos
ega boiib, y - f{u) funksiya n nugtada = /
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huht i ho'lsa, u holda y~ f ( (x)”™ murakkab funksiya x
i hosilaga ega va
#=f"(u)-ux yani yx=F(q>(x))-<p'(x)
'fa'll
4 Ravshanki, Ar*O boiganda
A/ = A(p(x) = <p(x + Ax) — ®0
Mi Ayni paytda
Ay =Af(u) =/ (n+Au)~f (n)

Ay Ay Aw
Ax  Am Ax
Mi Keyingi tenglikdan topamiz:
A fAy A
Inp Y = yoAa lim — A lim A
VIDX IR0 A A 9AW PO AX

>«,qu, Abrmom y' -ux=f' |(})[§ <p'{x)
liHiiki Ax—> 0 da Au —>0). Demak,

X =[/02(%))] =70>(%)>"(*)e> -
14.4. Teskari funksiyaning hosilasi

tviaylik, y~ f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo’lib, n
Hs @ (y) fimksiyaga ega bo ‘Isin. Agar y =/ (x) funksiya
(il,A) nugtada / ;(x) hosilaga ega bo(ib, 0 bho*lsa,
n funksiya (p{y) ham V nuqtada (V=Y (x)) hosilaga ega

AM O =T773
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A X va Yy o‘zgaruvchilaining orttirmalari Ax va A

uchun
AL Ay oo
IR
AX

bo‘ladi.  Ayni  paytda A>*0 da Ax 90
Ay->0 da  Ax->0. Keyhgi tenglikdan topamiz;
. AX 1
Aoy
K, K
A= AX
Niac =/
Demak,

0 =7
14.5. Funksiya hoilalarini hisoblash

Funksiya hosilasi hosik ta’rifi hamda hosila hiso
goidalaridan foydalanib hisoblan”i.

1) v=xa (x >0) boisin. Bu funksiyaning ortti

Ay =(x +Ax)a - X

boiib,
1A'—A:)-(JJ ~
v X al Aty
Ox AX AX
X
boiadi.

Keyingi tenglikda Ax —0 da limitga o4ib, 12-mal
keltirilgan (5 ) muhim limitdan tydalanib topamiz:
1%



I+—1 - 1+_.D|XF
O T N B

* \x Av—0

I>emak,
/ =(na)'=a-x"“'
Agar y =w", w=w(x) boisa, Y =aw""1lew' boiadi.

2) y =ax (a>0,a*l) bo'lsin. Bu funksiyaning

ifiin.isi

Ay =ax-X{~ax=ax(a”-\)

Ay A (aAt-1)

Nx AX
Imi  Bu tenglikda Ax—=0 da limitga o‘tib, 12-ma’ruzada
llinlgan (4) muhim limitdan foydalanib topamiz:

py ada*-1) o ar-i

Inn— =lim — i-—---- =axlim ---------- -=ax-Ina.
D8 A0 O x />0 [x

I>emak,

y' =(ax) =ax Ina.
Xususan, y - ¢ X boisa, y' =(ex) =ex boiadi.
Agar y =a", u=u(x) boisa,
1 (it") =a"-Ina-n" boiadi.

1) y=lognx (a>0, a® 1 x>0) boisin.
luiiksiyaning orttirmasi

4v =I°gn(* +Ax) ~logax =loga 1+ —
v X1
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log fl+ —
Ay VX X g L A Ty (g AX

AX AX. X AX V XYy X V n
bo‘ladi. Keyingi tenglikda Ax —0 da limitga o'tib, 12-ma ruz
keltirilgan (3) muhim limitdan foydalanib topamiz:

1
lim— =lim-log,, I
m=Ax u=0x ,
Demak,

/ \ f 1
y* ~(log,, X) =-log«e

Xususan, y —nx bo'lsa,

y'=(nx) =—
boiadi.
Agar y =log, u, 1 2=n(x) bo'lsa,
Y =(log,,»/ =-logee-K'
boiadi.
4) y =sinx boisin. Bu funksiyaning orttirmasi
: . . AX AX
Ay =sin (X + Ax) - sin X =2sin— co0s
boiib,
25inﬂ(cos
Ay 2 Y29 -8m 2 sy, AXY)
AX AX AXx | 2

boiadi. Bu tenglikda Ax—0 da limitga o‘tib, 12-ma’ru
keltirilgan muhim limitdan foydalanib topamiz:
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N\
lim Ay = lim S——’\-coslf x+AX
n,-o ANHD AX \ 2]

L,
=)
1
~N

. . A
- lim — mim cos x-f - 1+COSX = COS X.
Ar—>0 AX Nr-»0 v 2 y

Demak,
y =(sinx) =cosx.
Agar y =sinu, u=u(x) boisa,
_V =(sinw) =cosun u'
hull
Xuddi yugoridagidck ko‘rsatish mumkinki, y —€o0s X
i BN

y' =(cosx) =-sinx

Agar V=cosm, U =w(jc) boisa,
y' =(cosu) =-sinw-t/

5) v =(gx boisin. Maiumki,
sin x

cos*
Kasming hosilasini hisoblash qoidasidan  foydalanib

_(sinx) cosx-sinjc (cosx)'
V cos xJ cos X
cos2 JC-hsin2 x 1

C0S~ X Ccos I
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Agar y =tgu, u =u(x) boisa,

?={tgu)" =-\~-
{tgu)" =-\~
bo'ladi.
Xuddi shunga o‘xshash y =ctgx bodlsa,
"=(ctgx)" =
y'=(ctgx) sin" X
boiadi.
Agar y - ctgu, u=u(x) boisa,
=(ctgu) =—1 —i
y=(etgu) Sin U
boiadi.

y =arcdh X, Yy =arccosx, Yy =arctgx, y =arcctgx |
berilgan boisin. Ravshanki bu funksiyalar mos ravishda
XAsiny,  X-C0sy, xX-tgy, X =ctgy
funksiyalarga nisbatan teskari funksiyalardir.
Teskari  funksiyaning hosilasini hisoblash qoidas:
foydalanib topamiz:

Vl:(arcsmx)/ l -= 1 :_:::l.:: :_=1
(siny) cosy ~/l-sin2y VI-

y' =(arccos X)' =— - 1 1

(cosy)' siny JIT meos' y n/Tr
1 1 1
y' =(arctgx)’ =- L =cos y m
Ugy)' A 1+1tg2y 1+ X2
c0s2y
. 1 1
V- (arcctgx) - - 1 m ! sin2y
(ctgy) 1 1+ctgly 1+)
sin y
Agar

v =arcsinu, y =arccosu, y =arctgu, y =arcctgu
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ilit, - m(x) bo‘lsa, u holda

(iircsinw) =- .. U\ (arccosu) =— & = my,
arctgu) 1 my" (arcetguY =—-L--y
1+ 1+u~
'Mi.
7 N= bodib, w(x) va v(x)

inkiivalar u(x) wva v'(x) hosilalarga ega boisin. Awalo
grtiilm ta’rifidan foydalanib, berilgan funksiyani quyidagicha

*ib olamiz. So‘ng hosila hisoblash va murakkab funksiyaning
illnsmi hisoblash goidalaridan foydalanib topamiz:

- ([/7(x)]141) = TV (x)elnm(x)J* =
ey v‘(x)-Inw(x)+v(x)-——J-w'(x)
"(\)ISM + V' (X)-InwW(X) +-~-27(x)
v uyx)

llosilalar jadvali* Yuqorida fimksiya hosilalari uchun
pHLUgn fo;mulalamijamlab, ulan}ijadval ko'‘rinishida yozamiz:

1 (Y') =ajr'-\ (ma) =auaA-u'
8 (</") =ax/Ina, (a™) =a“/ina-un

' (<) = (<) = e“-u’

4  (log,x) :—]Iogee, (log* n) :-j]ogae-u'
X 7]
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n=

5) (Inx) X (Inw') M-l—m

f t

6) (sinx) =cosx, (sint<) =cos u-u'
/ r

7 (cosx) =-sinx, (cosw) =-sin u-u'

8 ) p5 (=,

f 1 1 1 f
9) (ctgx) =— ——, (ctgu) =—: 7 U
v oo sm X snru
1 . 1
10) (arcsinx) = (arcsinu) =e
11) (arccos X) = Td=> (arccosw) =_j=1:/\
W1-x2 n/1-m”
12)  (arcfgx)'= T+|_)|,<- , (arc/gw) Lo
13) (arccfg*)' =-—-- i circetou) =—-——- '
) (arcefg®)’ =] (sirectgu) =——-

Endi hosilalar jadvali hamda hosila hisoblash qoidalari
foydalanib funksiyalaming hosilalarini topamiz:

9-misol. y - 2lgxboMsin. Bu funksiyaning hosilasi

/ =200 =2meIn2-(tgx)" =2lxeIn2 e
(20 =2meIn2-(tgx) InZe o 2 Xj

bo'ladi.
10-misol. y =x2+siner bo'lsin.
y' =(x2+sinex) =2x +cosexXmX.
11-misol. y =\ntgx bo‘lsin.
1 1

/ =(Int = e(tgx) = - — .
(In tgx) tgx (tgx) tgx cos X

196



12-misol. y =1In6sin x bo‘lsin.

y'=6In5sin X e— — ¢cOS X .
sin X

13-misol. y =- -- J1 baoisin.
arcsin x

21InXx e--earcsin X - IN2x o-j=i==-
y * s/ 1-7

arcsin2x
14-misol. y =7sin (Inx) boisin.

_ A \1
y _-Ey-gin-}(llnx)' COS(Im\)-x-'

Mashglar
Berilgan funksiyaning hosilasi topilsin.

ly= . _(2x2~x-\)
. y=111 I
X2
12x2 " 2\ +3x4

>y (sin x) 6. y = (cos5x)p



15-MA’RUZA

Funksiyaning differensiali.
Tagqgribiy formulalar
/(x) funksiya (a,b) da berilgan boisin. Agar funksi
xe(a,6) nugtada chekli hosilaga ega boisa, uni shu nugt
differensiallanuvchi deyiladi. Funksiya (a,b) ning har

nuqtasida differensiallanuvchi boisa, u (a.b) da differensi

lanuvchi deyiladi.
Odatda funksiyaning hosilasini topish uni differensiali
deyiladi.

15.1. Funksiya differensiali tushunchasi
Faraz gilaylik, y =f(x) funksiya (a,b) da beril

boiib, xe{a,b) nugtada differensiallanuvchi boisin. Ta'ri
binoan

Ay
H{Eé)ﬁx =Y
boiib,
=y +a
boiadi, bunda a -cheksiz

(Ax—0da a=a (Ax) —0). Keyingi tenglikning I
tomonini Ax ga ko‘paytirib topamiz:
Ay ~y' -An+a-Ax - f '(x) Ax +a WX @)
Yugoridagi (1) tenglikdan, y hosila chekli bolganda
MOAV =0
boiishi kelib chigadi. Demak, v =./(x) funksiya x nug
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pHI hosilaga ega bo'Isa, u shu nugtada uzluksiz boiadi.
Biroq, funksiya biror nugtada uzluksiz bo‘lsa, u shu nugtada
ulliina ega bolmasligi mumkin.

Masalan, \V=|x] funksiya x =0 nuqgtada uzluksiz, biroq u
ti miglada hosilaga ega emas, chunki

lim~ =limI2x4*.~M = iim N
M0 AX  ac>0 AX n*-*0 An

HI mavjud emas.

Funksiya  orttirmasi Ay =f(x +AX)-f(x) ni
uliilovelii (1) tenglikning o‘ng tomoni ikki qo‘shiluvchi y'-Ax
ttulii <x*Ax lardan iborat. Birinchi go'shiluvchi uchun y' @0
‘Iprnla

)-AX
W
It tmdan Ax va y'-Ax laming nolga intilish tartiblari bir xil
Qilifi kelib chigadi. Ikkinchi go‘shiluvchi uchun

Ti a- A =lima=0
im --—---- =lima =
Ar—>0 AX Av->0

b, undan a *Ax—0 ni AXx—=0 ga garaganda tezroqg ekanligi
lIb chigadi.
emak, AX—0 da AX—»0 ni yfeAx qokhiluvchi

lijinvdi. Shuning uchun y'-Ax qgo‘shiluvchi funksiya orttirmasi
I ninj» bosh gismi deyiladi.

Ta'rif. Funksiya orttirmasining (1) ifodasidagi y'-Ax
shduvchi y =j (x) funksiyaning differensiali deyiladi va dy
Il til (.v) kabi belgilanadi.

emak,

dy =y’ -Ax (df(x) =f"(x)-Ax).
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15.2. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi

Aytaylik, y- f(x) fimksiya (a,b) da berilgan bo*
xe(a,6) nugtada differensiallanuvchi bo'lsin. Bu funksiyani
grafigi 1-chizmada ko4rsatilgan egri chizigni tasvirlasin.

X +AX
1-chizma

Bu egri chizigga, uning F =F(X,y) nugtasida

urinma o4kazib, uning OX o'gining musbat yo‘nalishi
tashkil etgan burchakni a geinuk. Unda, ma'lumki,

tga =f'{x)
bo‘ladi.
Ravshanki, &FDC dan
DC ~tga
FC
boMishini topamiz. Keyingi tenglikdan
DC =tga ®FC
ya'ni
DC =f"(x)-Ax
boiishi kelib chigadi. Ayni paytda f'(x) <Ox =df (x)
Demak,
DC =df(x),

ya’'ni /(x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali funksiya
F(x,/(x)) nuqgtada o'tkazilgan urinma orttirmasi D
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Ifodalaydi.
Xususan, y =x bo‘lganda dy =y' Ax- Ax, ya'ni
J» dx bo'lib, funksiya differensiali uchun quyidagi
dy - y'dx =f"(x) dx (2)
jftitinga kelamiz.

Shunday qilib, funksiyaning differensiali funksiya hosilasi
Il/in argument differensiali ko‘paytmasiga teng.

Endi funksiya hosilalari jadvalidan foydalanib, ulaming
(Ili-icnsiallari jadvalini keltiramiz:

1) d(xa) =axa-dx,
2) d(axj =ax Ina dx,

3) d(ex)=e'dx,
4) d (lognx) =I-logfledx ,

5) d (Inx) =—dx,
X

6) d (sin x) =cosx dx,

7) <i(cosx) =-sinx dx,

X d ("g) =— "—dX,

COS' x
d(ctgx) ------- ~\—dx,
sin“x
10) d (arcsinx) = ? —dX,
vI-x2

11) J(arccosx) =—p i dXx,
VTV

12) d (arctgx) - ——dx,
1+x'
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13) d(arcctgx) =- - o max

Masalan, y =e ™ ‘ix funksiyaning differensiali
=d(er )=(e" -dx =¥
dy =d( )= ) [NJarctgx 1+
boiadi.

15.3. Yig‘indi, ko‘paytma va nisbatning differensiali.
Murakkab funksiyaning differensiali

Ikki funksiya vyiglndisi, ko‘paytmasi va nisbati
hosilalari  hagidagi  ma’lumotlardan  foydalanib,  ula
differensiallarini topamiz.

Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da beri

boiib, xe(a,b) nugtada differensiallanuvchi boisin. Unda
nugtada y =f(x) +g(x) funksiya hosilaga ega boiib,

I =1(*)*E(*)
boiadi. Bu tenglikning ikki tomonini dx ga ko‘paytirib

y'dx- fr(x)dx +g ’(x)dx

ya'ni

dy =df(x) +dg(x)
boiishini topamiz. Demak,

d(f(x) +g9(x)) =df(x) +dg(x).
Xuddi yugoridagidek

d(c- f (x)) =c-df(x), (c =const)
d(f () (X)) =g(x) «df(x) +f{x) mig(x),
TR L N CTOR )

K*) g 2(x)
boiishi isbotlanadi.



Biz yuqorida y-f(x) funksiya xe(a,b) nugtada
(Tfirnsiallanuvchi bo‘lsa, uning differensiali
dy =f"(x)dx

tim< nl differensiali ko‘paytmasiga teng bo‘lishini ko‘rdik.
luidi y-f(u), u-(p(x) bo'lib, ular Y=./("(x))
mkkab  funksiyani hosil qilsin, bunda f(u) funksiya
(/). <p(x) funksiya (p'(x) hosilalarga ega.
Ravshanki. murakkab funksiyaning hosilasi
y' =f(<p(x))-<p*(x)
'Mi Keyingi tenglikdan

y'-dx- £ ((p(x)y<p’(x)dx €©)
Ub kelib chigadi. Agar
y'dx =dy, (p'{x)dx-d(p{x) —du

‘|bmww e’tiborga olsak, unda (3) tenglik ushbu
dy =f*(<p{x))-d<p(x)

dy - f'(u)du (4)
lInisliga keladi.
Demak, funksiya murakkab bo‘lgan holda ham funksiya

fini.siali funksiya hosilasi f'(u) bilan argument differensiali

paytmasidan iborat.
Ikkala holda ham

/(*)) y=f{uy u=<p(x) hollarda ) funksiya

usiali bir xil ko‘rinishga ega bo‘ladi. (Qaralsin (2) va (4)).
Ida I>u xossa differensial ko‘rinishining invariantligi deyiladi.
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15.4. Tagribiy formulalar

O'rganiladigan ko‘p jarayonlar funksiyalar bilan, aniq
funksiyalaming nuqtadagi giymatini hisoblash bilan bog
Funksiyalaming murakkab boiishi. ulaming nuqtadagi giyn;
topishni ancha giyinlashtiradi. Natijada funksiyalaming nuqt
giymatini taqribiy hisoblash zaruriyati yuzaga keladi.

Funksiyaning differensiali esa tagribiy fonnulalami t
imkonini beradi.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan b
x e (a,b) nugtada f'(x) ®0 hosilaga ega boisin. U holda
Ay =f(x +Ay)- /(x)
funksiya orttirmasi uchun

Ay =/"(X) *AX+a WAX (f"(x) ®x =dy)
boiib.
Ay f (x)*Ax+a mAX a
dy /'(*)* AX fix)

boiadi, bunda Ax =0 daa 0.
Keyingi tenglikdan

boiishi kelib chigadi.
Bu hoi ushbu
Ay « dy (5)
munosabatga (taqribiy tenglikga) olib keladi.

Ravshanki, Ax ning har gancha kichik boiishi bu ta
teriglikning anigligini shuncha oshiradi.

Funksiya differensialining tuzilishi funksiya ortti
nisbatan ancha sodda boiishi (5) tagribiy formuladan t
hisoblashlarda keng foydalanishga olib keladi.

(5) fomiulani quyidagicha

/(X +AX) « /(x) +f"(x)- AX
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Mashglar

Dil'ferensial yordamida taqribiy hisoblansin.

m Y[, *=7,76 - 1,012

t iresinx, x=0,08 x = 0,01
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16-MA’RUZA
Yugqori tartibli hosila va differensiallar
16.1. Yuqori tartibli hosilalar

Aytaylik, y=/(x) funksiya (a,b) da berilgan bo'
uning ixtiyoriy xe(a,6) rmqtasida y'-f'(x) hosilaga ,
bo‘lsin. Ravshanki, f'(x) ham x ning funksiyasi bo‘lib, u
hosilaga ega bo‘lishi mumkin.

f*(x) ning hosilasi berilgan f(x) funksiyaning ikki

tartibli hosilasi deyiladi va :

P, yoki fr{x) voki —
ax

kabi belgilanadi. Demak,

/=(/)", rw-H *))"-
f(x ) ning hosilasi berilgan f(x) funksiyaning uchinchi ta
hosilasi deyiladi va
B
yoki r(x) yoki -Nj
kabi belgilanadi.
Xuddi shunga o'xshash 7/ (x) funksiyaning to‘rtinch

h.k., n -tartibli hosilalari ta’riflanadi va bu yuqori tartibli hosi
quyidagieha

belgilanadi.
Masalan, y =2x3- 5x2+1 funksiyaning vyuqori t
hosilalari
V' =6x2-10x,  y'=12x- 10, y" =12,



Funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini topish uchun,
yiniiinan aytganda, uning hamma avvalgi tartibli hosilalarini
fcUoblash kerak boiadi. Ayrim funksiyalaming yuqori tartibli
(Jtinil;tlarmi bir yoia hisoblash mumkin.

1-niisol. y —ax funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini
topamiz:

y' =axlna,

y* ={axX¥\a} =ax-(ina)2,

y"=(aAlIna)2j =axmlInaf,

=Nix(lno)"™ 'j =a'r(lna)”.

inaisnn, y =e xbo'‘lsa, ¥"* =eAbo'ladi.
2-misol. y =Inx funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini
hijiamiz:
, 1

207



3~misol. y =sinx funksiyaningyuqori tartibli hosilala
topamiz:

y f=cosx =sin(x -f—),

. . . 71
- -sinx =sin(x-fru)- sin x+2

N-sinx] =-cosx =sin i
J

/(nizsin x+ri-ft

Xuddi shunga o'xshash, agar y - cosx boisa, u holda

r 71
X+ne

\% 2.

boiadi.
Eslatma Yuqorida keltirilgan funksiyalaming n-ta
hosilalarini ifodalovchi formulalar induksiya usuli yorda

isbotlanadi,
Masalan, y =e3#n funksiyaning yuqori tartibli hosf

quyidagicha boiadi:
y=eMk i
yft =ea" *5'2,

Y= 343,
),@ = ™ Yedn,

16.2. Sodda qoidalar. Leybnits formulasi

Aytaylik, f(x) va g(*) funksiyalar (a,b) da bcri

boiib, xe(a,b) nugtada f n(x) va g¢n(x) hosilalarga
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Ism;

) (c-/(n)Y ~=c-/~"f(x), c=const,
2) (/(x) +9(x))(° =7()(x) +g () (x)

iti'lmli  Bu tengliklaming o'rinli bo‘lishi
Jiiltlil;ii4lan kelib chigadi.
hndi / (x)vag(x) funksiyalar ko'paytmasi

hosila hisoblash

t /() eg (x) ning yugori tartibli hosilalarini topamiz:
» (X)) (x)+a'(x)-7(x),
/" (x)'g(x) +7'(x)g'(x) +/'(x)-g'(x) +g'(x)/ " (x) =
/7 g+2f-g ’+f-g-", _
y r-g+fog.if''-g'+f'-g'+r-g"'+H-g"'=
bl- g +3/"-g"+3/'-g"+/-g'",
/7 T ()-g+47" eq" +6/" " +AT m"' +/ g {V)

|HMmen,
r /*. °*+C‘/*V|,*L| CF/-I/I.*"+-.-+/'*'*’ o»
[1trhuli, bunda

(. omm'eU T A= 2.0%)

Keyingi tenglikning o'rinli boiishi matematik induksiya usuli
yoi tlamida ko‘rsatiladi.
(1) formula Leybnits formulasi deyiladi.
4-Misol. Ushbu v =x-ex funksiyaning n -tartibli hosilasi
frinlsui
4Bu tenglikda
ex="f(x), X=g(x)

lis Ravshanki,



/w(A)=(e)(" W («=1,2,3,7)
g'(*) =1l g-(x) =g-(.t) =.- =«w (x) =0
Unda Leybnits formulasiga ko‘ra
yN =(exm'j *=eX-X+nmx
bo'ladi. »

16J. Yugqori tartibli differensialiar

Ma’'lumki, y =j(x) funksiyaning differensiali
dy - f{x)dx
da f(x) ko‘payuvchi x ning funksiyasi, dx esa x n
orttirmasi Ax bo‘lib, x ga bog'lig bo‘Imaydi. Demak, dy x

funksiyasi bo'ladi.
Ta'rif. y- /(x) funksiya differensialining different

berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va
yoki ¢/2/ (x) kabi belgilanadi.
Demak,
d2f (x) =d (df(x)) [dy =d(dy)Y

Funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali d~y
navbatida x ning funksiyasi bo‘lishi mumkin. Bu differensia
differensiali y - ./ (x) funksiyaning uchinchi tartibli differe

deyiladi va d”y yoki d\f(x) kabi belgilanadi, Demak,
d\f{x) =d (d Z(x)) {d*y =d (<2))
Umuman y =f(x) funksiyaning n-tartibli differe
dny quyidagicha
d"y =--d(d"-\y) (d"\f(x) =d (dn"'f(x)))
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fulfillidi.
Shuni yana bir bor ta’'kidlayinizki, yuqoridagi fimksiya
unsiallarida argument x ning differensiali dx (dx ~AXx)

“annas sifatida garaladi. Shu holatdan foydalanib yuqori tartibli

inisiallarning yuqori tartibli hosilalar orgali ifodalarini
“Hi.

v d(dy) =d (Y «dx) - dxedy' =dx-y* *dx =y rdx2,

'v d(d) =</(/-dx2) =dx2e<// =dX2e oJ1 =/ " edcl
hum,

dy =y {n}dxn.
Keyingi tenglik matematik induksiya usuli yordamida

IhII-II\(llllasaIan, y =sin x funksiyaning 8-tartibli differensiali
Sy =y® 08=sin x+8 " dx8=sin xax*
il
Mashglar

Hcrilgan funksiyalaming n - tartibli hosilasi hisoblahsin.

Iy =yfx 2.y =sin2x +cos(x +I)
L)y =¥ 4.y =1g(5x +2)
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17-MA’RUZA

Differensiallanuvchi funksiyalaming xossalari.
Teylor formulasi

Biror oraligda differensiallanuvchi bolgan funks
ma’lum xossalarga ega bo‘ladi. Odatda, ular teoremalar
ifodalanadi. Xossalardan ba’zilarini keltiramiz.

17.1. Differensiallanuvchi funksiyalaming xossalari

Aytaylik, y =f (x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘li
x0e(a,b) boisin. Maiumki, ixtiyoriy xe(a,b) uchun
/ (x)</(x0) (/7 (x)>7(x0))
bo‘lsa, ,/(x0) miqgdor /(x) funksiyaning (a,b) dagi en
giymati (eng kichik giymati) deyiladi.
1-Teorema (Ferma). Agar y =/ (x) funksiya ¢ n

¢ nugtaga [x orttirmaberamizki ¢ + Axe(a,b) boisin.

Unda (1) ko‘ra /(c +N1x)</(c) boiadi.
tengsizlikdan
Ay =/ (c +Ax)- 7/ (c) <0
boiishi kelib chigadi.

212



Shartga ko‘ra /(x) funksiya ¢ nuqtada f'(c) hosilaga

Ta'rifga binoan

/'(c) =lim~"
AX
Agar Ax >0 boisa, unda
oy _,
AX
f! =lim — <0
(e) = fim 2 @
<bull
Agar Ax <0 boisa, unda
AV >0
AX
f' (¢ \—im >0 (3)
nx-*0 Ana:
*Mr (2) va (3) munosabatlardan
/'(c)=0

Ubm kelib chigadi. »
2-Teorema. (Lagranj). Agar y-f(x) funksiya [1/>]
uniila uzluksiz bolib, (a,b) intewalda hosilaga ega boisa, u
iln a bilan b orasida shunday ¢ nuqta (a<c<Vb) topiladiki,
m z m =r{c)

b-a
huh
mAytaylik, y - /(x) funksiya [a, 6] segmentda uzluksiz
j& uiimg grafigi 1-chizmada tasvirlangan AB egri chizigni
bL'.in.
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1-chizma

AB vataming OX o0'gining musbat yo'nalishi O
tashkil etgan burchakni ¢ deylik. Unda bu vatar (to*
chizig)ning burchak koeffitsiyenti tg<p boiadi.

AB egri chizigda shunday C nugta bolishini tasav
etish mumkinki, egri chizigga shu nugtada o‘tkazilgan urinma
vatarga parallel boiadi. Bu L urinmaning OX o‘gining mui
yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni a deylik. Ravshanki, i
ma to‘g'ri chiziq boiib, uning burchak koeffitsiyenti tga bola

Ayni paytda y =/ (x) funksiya hosilasining geomi
ma’nosiga ko‘ra
tga =f'(¢) (4)
boiadi, bunda ¢ nugta AB egri chizigdagi C ning absissasi.
Modomiki, vatar bilan urinma parallel ekan, unda
tg<p =tga ()
boiadi.
1-chizma keltirilgan ADB to‘g‘ri burchakli uchburchafc
AD=b-a, BD=f(b)-f(a), <A =<
Unda shu uchburchakdan
BD f{b)-f(a)
TAD  bTE ®)

bodishini topamiz.
(4), (5), va (6) munosabatlardan



fcti'li'iln kelib chigadi. »
Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

I-natija. Agar (a,b) intervalda f'(x)- 0 boisa, u holda
KN\u (a,b) da o'zgarmas bofladi.

<(a,b) intervalda tayin x0 va ixtiyoriy X nuqtalami olamiz.

o  [v(,x] kesma(yoki[x,x0]) ga Lagranj teoremasini

I'lhiviniz;

X-X
Bundan
/(x) - / (x0) =const

Vlsin kelib chigadi. »
2-natija. y =/ (x) funksiya uchun Lagranj teoremasining

iitlari bajarilib,
f(a)=.f(h)
\tn U holda ava b orasida shunday ¢ nugta (a<c<bh)
ulinliki,
/-(c) =0
*hitli
*|Bu natijaning isboti f(a) =f(b) shartda (7) tenglikdan

lib rhigadi.®
lindi Lagranj teoremasidan umumiyroq bo‘lgan teoremani
bni'i/ keltiramiz.

3-teorema. (Koshi). Aytaylik, 7/ (x) va g(x) funksiyalar
1) [a,b] segmentda uzluksiz,
2) (a,b) intervalda 7 '(x),gf(x) hosilalarga ega,
j) (a,b) da g'(x) ~ 0 bo'lsin. Uholda a bilan b orasida
shunday ¢ (a <c¢ <b) topiladiki,
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bo ‘adi.
Xususan, ¢ (n)=. bo‘lganda Koshi teoremasidan Lag
teoremasi kelib chigadi.

17.2. Teylor formulasi

Faraz gilaylik, / (x) funksiya x0 nuqtaning biror atrofi
(x0—=S,x0+J)da (<£>0)
f{x), f"(x),f"{x),....f{\x), f{HKX)

hosilalarga ega boisin. Berilgan funksiya va uning hosilalari
X0 nuqgtadagi giymatlaridan foydalanib ushbu

ko‘phad (butun ratsional funksiya) ni hosil gilamiz.
Bu kodhadni f(x) funksiyaga ganchalik yaqini’
aniglash magsadida

R,(X)=f(X)“[7(*0)+" — (** xo)+
(9)
+:
ayirmani garaymiz. Keyingi tenglikdan topamiz:
/(*) =/(*0) +- +~ F " (x~x0)" +
& (10)
nl

(10) formula f(x) funksiyaning Teylor formulasi deyiladi, Rn
ga esa Teylor formulasining goldig hadi deyiladi.
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Qoldig had Rn(n) ning (9) formula bilan ifodalanishi (8)
'pluilning f(Xx) ga yaqgin bo'‘lishi hagida xulosa chigarishga
ktii bermaydi. Agar R, (X)ni n va X laming giymatlari
'viilin baholay olsak va uning nolga intilishini ko‘rsata olsak, u
“blh /(v) funksiya (8) ko‘phadga yagin deya olamiz.

X 0‘zgaruvchini tayinlab, t ni o‘zgaruvchi sifatida garab

wd,n'i
(H)
/" (0, /w (0
iliimchi funksiyani
I\,»IC (x0- S,x0+S) (yoki[x, x0]e (x0- S,x0+5))
i]ttt.iymiz. Bu funksiyaning hosilasini topamiz:
7T'W
1

1)) &0 /@O,

nl KXY -7 L850 x~%) nl
Demak,

M (12)
lindi ushbu

WH
<) =(x-t)a- (13)

Mik-\mi garaylik. Bu funksiya ham [x0,x] da uzluksiz va
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) =Z-(n +\)(x-t)" (14)
hosilaga ega*

Shunday qilib ~(/) va  ®") funksiyalar uch
[n0?a] da Koshi teoremasining shartlari bajariladi, Unda Kos
teoremasiga ko'ra

F(i')'F(a,,) F'(C)

O(x)-d(xe)  Pd'(c)
bo‘ladi, bunda ¢ nuqgta x0 va x nugtalar orasidajoylashgan.

(11), (12), (13) va (14) munosabatlardan foydalan
topamiz:

(15)

F(x) =0, F(x,)=R,(x), F'(c) /nll/l\xd)"

x) =0,  {x0) =(x-x0)" [, d'(c) =-(n +1)(x-c)"
Natijada (15) tenglik ushbu
\X-cC]j
n\
-(x-x0)'+ -(n +1)(x-c)"
ko‘rinishga keladi. Bu tenglikdan

X)) n , cr
! »! (n+1)(x-c)" (» +Nm
boiishi kelib chigadi.
(10) munosabatdan foydalanib topamiz:

f(x) =f(xa)+™ ( x - x 0)+~ -Sx -x ,f +
1 2!

(16) formula Lagranj ko‘rinishidagi goldig hadli Teylor formu
deyiladi.
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Xususiy holda, X0- 0 boiganda

®) =/ (0) Hp NN T
/""(O)n e .
nl (n -tI)!

Int'lib, uni Makloren formulasi deb yuritiladi.

Agar (16) va (16') formulalarda qoldig had vyetarlicha
kn Ink bo‘lsa, u holda

<6,

d4..H

dIM <X XS-+.+n N XNy,
A\ nl

fix)*go)+ + m x>+, +£ W X-
1! 2! n!
Iminhiy ~ formulalar hosil boiib, wulardan funksiyalaming
tjivmatlarini taqribiy hisoblashda foydalaniladi. Agar Teylor

ftinmilasida x0 =0 boisa, unda hosil bolgan formulani Makloren
fbnnulasi deyiladi.

17.3. Ba’zi funksiyalar uchun Teylor (Makloren) formulalari.
Tagqgribiy formulalar

1) Aytaylik, y =ex boisin. Ma’'lumki, ¥"- =ex. Unda
= Y*(0)=1 {k=\,2,..,n+\) boiib, bu funksiyaning
Miikloren formulasi
SENVINEC IS .
2! nl (n+l)!

Hbladi. n oo da goldig had nolga intiladi. Natijada



bo'lib, undan ushbu

s XX~ £ A ()
3 51 7! \% (2m-1)!
tagribiy formula kelib chigadi,
3)  Aytaylik, y —cosx boisin. Bu funksiyaning n~

tartibli hosilasi y ™ =cos|

boiadi. Ravshanki, y(0) =1

f oo agar n too bo'lsa,

y rt(0) = cos— t

n
2 —+29 agar n juft bodsa

boiadi. Bu funksiyaning Makloren formulasi (n ~2m)
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hollib, undan ushbu
m

6
X n X
b... e —— _—
6! +€ | N\

<
2! 41
imjnbiy formula kelib chigadi.

CBX* 1

4)  Aytaylik, y =(I +x)n boisin. Bunda n - natural son
Bu funksiyaning hosilalari

y'=n(l+x)-1,
y”=n(n-1)(I +jc)” 2,

YN =«(rt-T)(«-2)...(«-A: +1) (I +Jc), k,

“=n
(N <an yuqori bo‘lgan barcha tartibdagi hosilalar 0 ga teng bo‘ladi:
V.. W"-"=..=0), bo'lib

>0)=1 Y(0)=4q, ¥Y(0)=n(n-I),...,

Y*(0)=n(mn-1)...(n +&+1)

y ) =ul

Ihilnfh., Unda y =(I +x)” funksiya uchun (16" formula
UiMigLiicha bo‘ladi:



n{n-\) ,

(J+n) ~1lnmxe — - X H-—H

n{n-\)..\n-k + \)J'IK-r...-rJ'I”
K\

Bu Nyuton binomi formulasidir. ”

H

Mashglar

1 y - x3 egri chizig'ida shunday nugtani topingki,
nugtada unga olkazilgan urinma A(-1,-1) va B(2;8) nuqtal

tutashtiruvchi vatarga parallel boisin.
2. Lagranj teoremasidan foydalanib, tengsizliklami

isbotlang:
a) Jsinx - sin \\ <\WX- yj;

b) prctga - arctgb\ <p - b\,
dye' >1+x, xgR.

3. Quyidagi funksiyalar uchun Makloren formulasi yozilsin:
a) f(x) =In(1- 2x); b) /7 (x) =elx;
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18-MA’RUZA

Hosilalar yordamida funksiyalaming o‘suvchiligi,
kamayuvchiligi hamda ekstremumlarini aniglash

18.1. Funksiyaning o‘suvchi hamda kamayuvchiligi

y ~f (x} funksiya {a,b) da berilgan bo‘lsin. Ma’lumki,
Ulivoriy x, e (a, b), ixtiyoriy x2e(a,b) laruchun
X, <x2bo'lganda /7 (x,)< / (x2) boisa,
J[ V) funksiya (a,b) dao‘suvchi,
X, <x2bolganda / (x,) >/ (x2) boisa,
J (\) funksiya (a,b) da kamayuvchi deyiladi.

Funksiyaning hosilalari yordamida uning o‘suvchiligini
jiula kamayuvchiligini aniglash (o‘suvchi hamda kamayuvchi
t'l.uligan oraliglami aniglash) mumkin.

1-teorema. Agar /(x) funksiya (a,b) da f'(x)
niluia ega bo fib,
f'(x) >0 (x€(a,6))
fa'l'a. nholda funksiya (a,b) da o'suvchi bo'ladi.
-~Aytaylik, 7/ (x) funksiya (a,b) da f(x) hosilaga ega
till), /'(x) >0 boisin. (a,b) intervalda ixtiyoriy x, va X,
larni (ular uchun x, <x2 boisin) olib, [x,,x2] segmentni

jitthivmiz.  Ravshanki, [x,,x2]c (a,b). Bu segmentda ,/(x')

fitik iya Lagranj teoremasining shartlarini bajaradi. Unda Lagranj
[FH nmsiga ko‘ra shunday ¢ nuqgta, x, <t <x, topiladiki,



ya m
/(*2)-/(*)=f"{0) i R~XA)
bodadi.
Keyingi tenglikda
f'(c) >0, Yo —x, =0
bo‘lgani uchun f (x2)— (x\) - 0 bo'lib, undan 7 (x,) </ (
boiishi kelib chigadi. Demak,
X, <X2bolganda / (x,)< / (x2) boiadi.
/ (x) funksiya (a,b) dao‘suvchi®
2-teorema. /(x) funksiya (a.6) da f'(
hosilaga ega bo f1ib, funksiya (a, 6) da o Suvchi bo ‘Isa, n holda
f'(x)>0 (xe(@aE>)
/o'ladi.
N(a,b) intervalda ixtiyoriy x nuqta hamda X+
nuqtalami olaylik €(a,b),x +Axe (0,&)) ¢ /(x) funk
/}) da o‘suvchi bolgani uchun
Ax >0 bolganda / (x) <f(x +Ax),ya'ni
/(x +Ax)-/(x)> 0
Ax<0 bolganda / (x)>/(x +AXx), ya'ni
- / (x +Ax)-/(x) <0
boiib, ikkala holda ham
/(X +AX)-/(x)
Ax
boiadi. Shartga ko‘ra /(x) funksiya (a,&) da /'(x) hosil
ega. Unda

>0 (1)



lib, (1) munosabatga binoan /'(x.)> 0 boiadi.
Xuddi shunga o'xshash quyidagi tebremalar isbotknadi.
3-leorema, Agar /(*) funksiya (a,b) da f\x)
Imsilaga ega bo fib,
f'{x) <0 (cg(a,b))
I\, H holda funksiya (a,b)da kamayuvchi boiadi,
4-teorema. Agar f(x) funksiya da f'(x)

ega boiib, funksiya (a,b) da kamayuvchi boisa, n holda

F(¥)<o (xe(ab))

t'lthli.
4-misol. Ushbu
Y=H{X) An{\x?)
funksiyaning o‘sish hamda kamayish oraliglari topilsin.
m!Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi,
1- 12>0, (x-1)(jc*+1) <0, -l<x<l
E ~ (—,1) bo‘ladi. Endi funksiyaning hosilasini topamiz:
y -2X
\-X:
, . 2X e .
So‘ng Yy >0, ya'ni ®- 0 tengsizlikni yechamiz:
Niivshanki,

. >0, x(x- )(x +1) >0.

Demak, -1 <x <0 bo‘lib, bu (-1,0) oraligda berilgan

limksiya o'suvchi boiadi.
Yugoridagidek ko‘rsatiladiki, berilgan funksiya (0,1)
Hi.ilicida kamayuvchi boiadi.»

225



18.2. Funksiya ekstremumi. Funksiyaning ekstremu
erishishining zaruriy va yetarli shartlari

/ (x) funksiya da berilgan bo'‘lib, x0
0‘zining atrofi ~ (x 0) =(x0-S,x0+£) bilan (<5>0) (
intervalga tegishli boisin.

I-ta’rif. Agar ixtiyoriy x e (x0-S,x 0+6>) uchun

x0 funksiyaning maksimum nugtasi, /(x0) ga fimksiya

maksimum giymati deyiladi va max / (x) kabi belgilanadi
(1-chizma):
/ (x0) =max/(x)

mexf(x)

1-chizma

x0 funksiyaning minimum nuqtasi, /(x0) ga funksiyani
minimum qiymati deyiladi va min/(x) Kkabi belgilana
(2-chizma): f (x0) =min / (x)
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2-chizma

hmksiyaning maksimum va minimumlari uning ekstremumlari
Wyil.uli.

Masala- funksiyaga ekstremum giymat beradigan nuqtalami
[IMni» funksiyaning ekstremum giymatlarini topishdan iborat. Bu
ltiHNtia funksiyaning hosilalaridan foydalanib hal etilishi mumkin.

5-teorema. Agar f{x) funksiya x0<Y<,&) nuqtada

vkshcmumga erishsa va bu nuqtada funksiyaning hosilasi mavjud
h>'lsa, u holda

/'(*0)=0
i ladi.
~Aytaylik, f(x) funksiya x0 nugtada maksimumga ega

hi»*lib, /'(x0) hosila mavjud boisin. U holda ta'rifga koia
iyivoriy x €.(xg-S,xqgq+S) da / (x)<f (x0) tengsizlik
linjariladi. Ayni paytda, f(x0) qaralayotgan funksiyaning
(M <5x0+S) dagi eng katta qiymati boiadi. Ferma
u-oremasidan foydalanib f f(x0) =0 boiishini topamiz.

Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiya x0 nuqtada

mmiinumga ega boiib, hosila mavjud boiganda ham
u-orema isbotlanadi.®

Eslatma. f{x) funksiyaning biror x' e(a,b) nugtada
["(x) hosilaga ega va /'(V) =0 bo lishidan lining xf nugtada
ikstrernumga ega boiishi har doim ham Kkelib ehigavermaydi.



Masalan, y =x"funksiyaning hosilasi y' —bx2 x =0 da y'

bo ‘ladi, birog bu funksiya x =0 nuqtada ekstremumga ega e
(3-chizma).

Demak, 5-teorema funksiya ekstremumga erishishni
zaruriy shartini ifodalaydi.

Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartla
keltiramiz:

Aytaylik, ,/(x) funksiya (a7) da hosilaga ega bo‘lt
XxQe(a,b) nugtada u nolga aylansin.

/'K)=o.
(demak, funksiya ekstremumg)a erishishining  zaruriy sh
bajarildi). Quyidagi savol tug'iladi: X0 nugtada funksi
ekstremumga erishadimi? Erishsa, qaysi biriga- maksimumgarn
minimumgami? y - [ funksiya X =0 nugtada minimum

erishadi, lekin ¥ (0) mavjud emas.

Bu savollaming javobi funksiya ekstremumga erishishinin
yetarli shartlarini ifodalaydi.

X0 nugtaning (x0~-S,x0+<") ¢z (a,b) atrofini olamiz.
a) Agar
ixtiyoriy x e (x0—b,x0) da f'(x) >0,
ixtiyoriy g e (x0,x+£) da /7 '(x) <0,



am /'(n) hosila xo nugtadan o‘tishda ishorasinidan ga

‘/jj.iriirsa, u holda /(x) funksiya x0 nugtada maksimumga
Diwiiuli (4-chizma).

/'(>)<0
/ 4
h~s *
4-chizma

Hagigatdan ham, f(x) funksiya (x0- S,xf1 da o'suvchi
Ho'ltk 7/ (*)< /(x0), [x0,x+S) da kamayuvchi bo'lib,
/('"»)> f( x) bo‘ladi.

Demak, ixtiyoriy xe(x0—S,x0+5) da /(x)</(x0)

boiadi. Bu esa funksiyaning x( nuqtada maksimumga erishashini

hildnadi.
b) Agar
ixtiyoriy x € (x0—S,x0) da f'(x”™ <o

ixtiyoriy Xe (x0,x +<5 da /"(x)>0
voan 7 '(x) hosila x0 nugtadan o‘tishda ishorasini dan -+~ ga

d /"artirsa, u holda 7/ (x) funksiya X0 nugtada minimumga
mshadi (5-chizma).

f\)<0 /(p 0

*»  ph+S
5-chizma
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Hagigatan ham, /(n) funksiya (x0- S,x0) m
kamayuvchi bo'lib, f(x)> 7/ (x0), [x(,x +S) da o‘suvchi
f(x) >/(x0) bo‘ladi. Demak, ixtiyoriy X e (x0—S,xn+<)

f(x)>f(x0)
bo‘ladi. Bu esa funksiyaning x0 nugtada minimumga erishi
bildiradi.

d) Agar

ixtiyoriy X <¢(xo—S,xq) da / (x) > 0,

ixtiyoriy x € (x0,x i- ()) da / (x) >0
yoKki

ixtiyoriy x 6 (x0- 8, x0) da /'(x) <0,

ixtiyoriy xe (x0,x +<f da /'(x)<0
ya'ni f'(x) hosila x0 nugtadan o‘tishda ishorasini o‘zgartirm
u holda /7 (x) funksiya x0 nugtada ekstremumga erishmaydi.
holda f{x) funksiya (xQ<>x0+£) da o‘suvchi
kamayuvchi boiadi.

Natijada ./ (x) funksiya ekstremumini topishning quyi
goidasiga kelamiz:

1) fimksiya hosilasi /'(x) topiladi;

2)./ (x) =0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tengla
yechimlaridan biri x0boisin: /'(x0) =0 ;

3) x0 nugtaning chap atrofi (x0—S, x0) va o‘ng atr

(x0,x +£) da /'(x)

hosilaning ishorasi aniglanadi va yuqorida keltirilgan a), b) qoidal
tatbiq etilib, ekstremum giymati topiladi.
2-misol. Ushbu
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/(x) =x3- 3x+2
fimksiya ekstremumga tekshirilsin.
«I Berilgan funksiyaning hosilasini topamiz:

f*(x) =3x2-3.
So‘ng uni nolga tenglab, f'{x) =0 tenglamani yechamiz:
3a2-3 =0, 3(x-1)(x+1) =0,
X 7 n 'L
Funksiya hosilasi
/'(x) =3x2-3 =3(x~D(x +1)

m-!, v, =-1 va X2 =1 nuqtalar atrofida ishorasini aniglaymiz.
X, =-1 nugtaning (——£ ,—1+<f) atrofmi (O<S <Ll

nlamiz.

Ixtiyoriy xe (——e>,-I)da f'(x) =3 (x-lj(x +I) >0
ho'ladi, chunki bunday nugtalarda x—4 <0, x+1<0.

Ixtiyoriy x e (-1,-1+J) da f'(x) =3 (x-I)(x +I) <0
In*ladi., chunki bunday nugtalarda x —1<0, x+1>0.

Shunday qilib, f'(x) hosila x, =-1 nugtadan o‘tishda

ishorasini "+" dan ga o'zgartiradi. Demak, berilgan funksiya
v =—1 nuqtada maksimumga erishadi va uning maksimum

giymati
max /(x) =/ (-1) =4
I»o*fadi.
1
=1 nugtaning (1 —S,1+<5 atrofmi 0<S <2
olamiz
Ixtiyoriy xe(l-<5I) da /'(x) =3(x-1)(x +1) <0
bo'ladi, chunki, bunday nugtalarda x —1 <0, x+1>0.
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Ixtiyoriy xe (I, +£) da /'(x) =3(jc—1)(jc+1)
boiadi, chunki, bunday nuqgtalarda x -1 >0, X +1 >0.

Shunday qilib, f'(x) hosila x2=\ nugtadan o'ti
ishorasini dan "+" ga o‘zgartiradi. Demak, berilgan fun!
X2 = 1 nugtada minimumga erishadi va uning minimum giymati

min/(x) =/ (!) =0
boiadi. »
Faraz qilaylik, /7 (x) funksiya (a,b) da berilgan bo'l

x0s(a,b) boisin.

6-teorema. Agar f{x) funksiya X0 nuqgta
(x0—8,x0+8) cz (a,b) atrofida birinchi va ikkinchi tarti
J '(x) 1] "(x) hosilalarga ega boiib,

2) X0 nugtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi /*(
uzluksiz va /"(.v0) ~ 0 boisa, u holda
/" (*0)>0
bolganda / (x) funksiya x0 nugtada minimumga erishadi;
f{x 0)<0
bolganda / (x) funksiya x0 nugtada maksimumga erishadi.
*4Teylor formulasidan foydalanib topamiz:

f(x)=f{x0)+*~ {x~x0)+~ " (x-x0)2,

¢ =x0+0(x~xQ,0<0<\.
Shartga ko‘ra /' (x0) =0. Unda

f(x)-f(x,) ="~-(x-x0)2



I'Ini.
Aytaylik, /" (x0)<0 bo'lsin. Unda ikkinchi tartibli
lumlaning x0 nugtada uzluksiz bolishidan, x0 nugtaning biror
JHMi lopiladiki, bu atrofdagi nuqtalarda 7" (a) <0, binobarin

/"(<)< 0 boiadi. Ravshanki, (x —x0) >0. Demak,

H9n w0y <o
HA 1),

Ox)-/bl< 0
»ill.

/(*)</(*0)

bn'l.nil. Bu esa f(x) funksiyaning X0 nuqtada maksimumga
wisInshini bildiradi.

Xuddi shunga o‘xshash, /"(x0)> 0 bolgandja 7/ (x)
ftmksiyaning x0 nugtada minimumga erishishi ko‘rsatiladi.W

3-misol. Ushbu

/(x) =x3-12a
Itmksiya ekstremumga tekshirilsin.

ARavsharki, /f(x) =3x2—12 boiadi. 3x* —42=0
Uiii'l.imaning yechimlari x, =-2, x2=2 boiadi. Demak,
/'( 2)=0, [/'(2)=0.

Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi /" (x) = 6x
boiib,

/"(-2) - 6(-2) - -12 <0, /"(2)=6+2=12>0
Imiadi. Demak, berilgan funksiya X =-2 da maksimumga,
\ 2 daminimumga ega boiib,

maxf(x) =/(-2) =16, min/(x) =/(2) =-16
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boiadi. »
Eslatma. Agar /'(x(I)=0 bo'lsa, u holda /(
funksiyaning x0 nuqtada ekstremumga erishishi ham mum*

erishmasligii ham mumkin. Bu holda go'shimcha tekshirish bl
aniglanadi.

18.3. Funksiyaning [a, 6] segmentdagi eng katta va
eng kichik giymatlari

Ma’lumki, 7/ (x) funksiya [a,6] segmentda uzlu
boisa, unda uzluksiz funksiyalaming xossasiga ko‘ra bu funk
\a,b\ da eng katta va eng kichik giymatlarga erishadi.
giymatlar quyidagicha topiladi:

1) f(x) funksiyaning hosilasi /'(x) topilib, u nol
tenglanadi: /'(x)=0.

2) /'(x) =0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglaman!
yechimlari n,,n,,x, boisin.

3) 7/ (x) funksiyaning x(,x2,x, nugtalardagi giymati
topiladi.

Aytaylik, ular

f(xi)>f(xl)’f(xl)
boisin.

4) f (x) funksiyaning [#,£] segmentning chekkalari a v
b nugtalardagi giymatlari topiladi:

/()>/(*)m

Natijada,

/(x])./(x,),/(x3), f(a),f(b)

giymatlar hosil boiadi. Bu giymatlar orasidagi kattasi /(x)



ftliiksiyaning [a,b] dagi eng katta giymati, kichigi esa 7 (.v)
Ibnksiyaning [a,6] dagi eng kichik giymati bo‘ladi. *

4-misol. Ushbu
f{x) =x2-x

ftink.iyaning [-1,3] segmentdagi eng katta va eng kichik

giymatlari topilsin.
*4Bu funksiyaning hosilasi

/' (x) = 2X8'X- x v ' = (2X- X2)
hn’lib, J'(x) =0 ya’'m
N2x-x2)e~'=0
Ifnulamaning yechimlari x( =0, x2 =2 bo'ladi.

Hndi  berilgan  funksiyaning bu x, =0,
Hiii|lalardagi hamda [-1,3] segmentning chetki nugtalari
i, I, x4 =3 dagi giymatlarini topamiz: I

/(nr,)=/(0) =0, f(x,)=f(-1)1le
/(*)=/(2)=4e) [/(jt4)=/(3)=W>

Demak, berilgan funksiyaning [-1,3] segmentdagi katta

Hivmaii ¢ , eng kichik giymati 0 bo‘ladi. »

Mashqlar

Hosilalar yordamida quyidagi funksiyalaming o‘sishini,
Kniii.iyishini va ekstremum nugqtalarini aniglang.

v 2x3-9x2+12x-9 2.y =3x- X
X3 9x2
r-x"(x-2) 4.v =e +6Xx-9
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19-MA’RUZA

Funksiya grafigining qavariqligi, botigligi,
egilish nuqgtasi va asimptotasi

19.1. Funksiya grafigining gavarigligi va botiqligi

Faraz qilaylik, 7/ (x) funksiya (a,b) da beril
x0 <=(a,b) va bu nugtaning (x0~S,x0+S) atrofi (S >0)

intervalga tegishli bo‘lsin.

Berilgan ,/(x) funksiya grafigi - egri chizigni T,
x e (x0—S, X( + nugtasida o‘tkazilgan urinmani L deylik.

Agar (x0—S,x04S) da I egri chiziq L urinnT

pastda joylashgan bo‘lsa, 7 (x) funksiya grafigi (x0-5,x0+
da qavariq deyiladi (1-chizma).

\r AV
I 7L
¥ £ I",’rﬁ‘-‘ i \"'X‘Z'cf\ X
1-chizma 2-chizma

Agar (n'0- S,x0+%) da I egri chizig L urinma
yugorida  joylashgan  boisa, f{x) funksiya  gra
(x0—S, x0 +tV) da botiq deyiladi (2-chizma).

Funksiya hosilalari yordamida uning grafigini gavarigligi
botigligirii aniglash mumkin.

Aytaylik, /(x) funksiya (x0- S,x()+£) da ikkin
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lil'li uzluksiz /" (x) hosilaga ega bo‘lsin.
1-teorema. Agar x e (xQ S,xQ+S) da
f*(x) <0
/7 v holda f (x) funksiya grafigi (x§--S, x04- S) da gavariq
i hidi, agar
/"(x)>0
t\&/, # holda f (x) funksiya grafigi (x0—5.x0+ <3 da hotiq

Jlihll
NAytaylik, abssissasi X boigan urinma nugtasining
ilin.iiasi y boisin. Unda
f(x) -y <0(xe(xn-J,x0+£))
r ljsmda funksiya grafigi gavariq boiadi;
f{x)-y>0
"I\mda esa funksiya grafigi botiqg boiadi (3-chizma).

3-chizma
Teylor formulasidan foydalanib (n =2 boigan hoi uchun)
iMp.mu/:
MO'/(Ao):/I(XO)(X_XO)+/||(C) ______ ’

Im™ i r nuqgta x0 va x nugqtalar orasida.
Ayni paytda, /’'(x) funksiya grafigiga (X0, /(x0))
nutli.ula o*tkazilgan urinma (yuqorida aytilgan urinma) tenglamasi
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bo‘ladi. (1) tenglikdan (2) tenglikni hadlab ayirib topamiz:

©)
Ravshanki, X —»x0 da ¢ —» x0 bo‘ladi. Ikkinchi t
hosila xQnugtada uzluksiz bo‘lgani uchun
f{ c)~>1"(xo)
bo'ladi.
Aytaylik, f"{x) <0 bo‘lsin. Bu holda (x0-<5,x0
da /" (c) <0 bo'lib, (3) tenglikka ko‘ra
/W-.vso
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya grafigi (x0—S,x0+<f§

gavariq bo'ladi. A

Aytaylik, /"(.x)>0 bo'lsin. Bu holda (x0—S,x0+
da /" (c) >0 bo'lib, (3) tenglikka ko‘ra
f(x)-y> 0
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya grafigi (x( —S,x0+S) da
bo‘ladi.®

19.2. Funksiya grafigining egilish nuqtasi

Agar ixtiyoriy xe (x0- S,x0) da funksiya grafigi
urinma L dan yuqgorida (pastda) joylashgan bo'lib, ixti
X e (x0,x0+<y da funksiya grafigi ' urinma L dan pa
(yugorida) joylashgan bo‘lsa, x0 nugta /7 (x) funksiya grafigin
egilish nuqtasi deyiladi.

Boshgacha qilib aytganda, /(x) funksiya gra



Jm 1,n() da botig (gavariq) boiib, (xQx)+S) da gavariq
ilu]) boisa, x0 nugta /7 (x) funksiya grafigining egilish nuqgtasi
yil.idi.
Funksiya hosilalari yordamida uning grafigining egilish
M|Lismi topish mumkin.
Yuqorida Kkeltirilgan 1-teorema va funksiya grafigining
fiilish nugtasi ta’rifidan quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. /(x) funksiya grafigining egilish migialarini

\kkmJn tartibli f ”(x) ni nolga aylantiradigan nuqtalar orasidan
j £ \) =0 tenglamaningyechimlari orasidan) qgidirish kerak.

2~teorema. Aytaylik] 7/ (x) funksiya (x0—S,x0+ <5 da
Naun hi tartibli f"(x) hosilaga ega boisin.

Agar /"(x) hosila x0 nugtadan olishda ishorasini
y'.viirtirsa, un holda x0 nuqgta f (x) funksiya grafigining egilish
H/iasi boiadi.

1-misol. Ushbu \

f (x) =x3- 3x2+1\
funksiyaning qavariq va botiglikka tekshirilsin, egilish nugtasi

Ininlsin.
<Berilgan funksiya uchun

/'(x) - 3x2 - 6X, /"(X) =6x-6
Im ladi.
Ravshanki, f*{x)=6x—6<0, x—1<0, x<L1
Dxiiklk, berilgan funksiya grafigi (—eo0,l) da gavarig boiadi.
Shuningdek,

/"(x) =6x-6 >0, x~I>0, x>I.
hi inak, berilgan funksiya grafigi (l,+00) da botig boiadi. x =1
itufit  f(x) funksiya grafigining egilish nugtasi boiadi
(liluzma).~
239



4-chizma

19.3. Funksiya grafigining asimptotalari

Aytaylik, ./ (*) funksiya ae R nugtaning'
(a- 8, a+ atrofida (8 >0) berilgan bo‘lsin.
Agar ushbu

I%flx I|m flx)

limitlardan biri yoki ikkalasi cheksiz bo Is
X=a
to~g'ri chizig / (x) funksiya vertikal asimptotasi deyiladi.
Masalan, x =0 to‘g‘ri chiziq (ordinatalar o‘qi)
1
Y =X

funksiyaning vertikal asimptotasi bo‘ladi, chunki

lim —=+o00, lim —=-o00.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya («,+00), ( -ao
oraligda aniglangan bo‘lIsin.
Agar X —» +oo da (X —» - go da) f (x) funksiya ushbu

/(X)) =Ax+6+a(x)
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iliil.i il'odalansa, bunda k va 6 lar o‘zgarmas soniar va

I|nf1 aIx) =0 {\I/i%a(x) - O}
Y-KX/-B 1)
fl iluZiq /(x) fimksiya grafigining og‘ma asimptotasi

\ususan, (1) da k =0 bo'lsa,
y =8
IHilnZig f (x) funksiya grafigining gorizontal asimptotasi
Inli
Masalan,
v=X-4
'Ulii/.iq
y x' —3x—2

Rivalling og'ma asimptotasi boiadi, chunki

2 .
_____________ -4r—"- =x-4 +c';1(4)L|
X +1 X+1

}Ilglliba = lim '"Zi"1= 0

1N (bunda kK =1, B =—4).
2-raisol. Ushbu
) X~ -2X
fix)="
nl, N\ grafigining asimptotalari topilsin.

4 Bu funksiya x =1 nugtadan boshga barcha nugtalarda

Ittii | Lmgan va uzluksiz.
Ravshanki,

. X*-2X . X -2X
lim ----------- =+co, lim ------------ -00
,q»l-o X -1 JWH) x-1



boiadi. Demak, x =1 to'g”ri chiziq berilgan funksiya
vertikal asimptotasi bo*ladi.
Berilgan funksiyani quyidagi\(Z:ha yozib olamiz:

1
x-1 X+1

Agar a(x) | deyilsa, unda
X

lima(x) =lim--—-- =0
>

li

F> 1- x
bo‘lib, y =x - 1to‘g‘ri chizig / (x) funksiyaning og‘ma
asimptotasi ekanini topamiz (5-chizma).

5-chizma
Shuni aytish kerakki, y =kx+e to'g‘ri chiziq
funksiyaning og‘ma asimptotasi boiishi uchun
= lim FOX) b= tim 17 (x)-D 1] )

tengliklaming o‘rinli boiishi zarur va yetarli.
Bundan f(x) funksiya grafigining og‘ma asimptot
topish uchun (2) limitlami hisoblash yetarli boiadi. »
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19.4. Funksiya grafigini yasash

lindi funksiya grafigini yasashga o4ish mumkin.U quyidagi
ini asosida bajariladi:
Jiinksiyaning aniglanish sohasini topish;
liink.siyani juft-toqlikka tekshirish;
hmksiyani davriylikka tekshirish;
lunksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nuqtalarini topish;
lunksiya grafigining koordinata o'qglari bilan kesishish
(InLirini topish;
Monotonlik oraliglarini aniglash;
I ksiliemumga tekshirish;
Hoi ig va gavariglikka tekshirish;
I tmksiyaning asimptotalarini topish;
) Lunksiya grafigini chizish.

3-misol. =--g-)f----l7 funksiyani to'liq tekshiring va
(x-1)-

I/irmi chizing.
1 Funksiya x =1 nugtadan tashgari soniar o'gining barcha

i]laiarida aniglangan.

2 f(x)=———y*/(x) Ba f(-x)*-f(x),
{-x-\y
'in.ik, funksiya toq ham emas, juft ham emas.
3. Funksiya davriy emas.
4. x = 1nuqtada Il-tur uzilishga ega:

lim f(x)~ | i m —~ =+00,
,\+0- > x - 1)

nugtalarda funksiya uzluksiz.

5. Agar X =0 bo‘lsa, uholday =-1 vay —0 da x =—.

\
lluiul.m kelib chigadiki, (0;-1) va 2—;OJ nugtalar funksiya

liiilil'iinng koordinata o‘glari bilan kesishish nugtalari.
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2
6. / =m X funksiya aniglanish sohasini quy

(x-1)
oraliglarga boiamiz: (-o00; 0), (0, 1), (I; +co)

(-00; 0) oraliglarda funksiya kamayadi. (0, 1) ora
esa funksiya o‘sadi. (I; +00) oraligda funksiya kamayadi.

7. y’(X) hosila ishorasini x =0 nugtani o0't]
manfiydan musbatga o'zgartiradi. Demak, berilgan funksiya X
nugtada minimumga erishadi va >nn =.y(O) =-1 bo‘ladi.

8. Funksiya botiq va qgavarigligini tekshirish uchun ikki

tartibli hosilani olamiz. y" =2 ----=-- +1 funksiyaning aniql
(X-1)4

sohasini quyidagi oraliglarga ajratamiz.

-00;-! /(]_,-I-G-()

2

00, " da /7 (=) =—; <0 funksiya gavarig,

da /"(0) =2>0 funksiya botig, (I, +

oraligda /"(0) =10>0 funksiya botig. Funksiyaning ikkinc

tartibli hosilasi x =—— dan o‘tishda o'z ishorasini o‘zgartira
bundan kelib chigadiki, nugta egilish nuqt
bo" ladi.

9. x =1 funksiyaning vertikal asimptotasi,

gorizontal asimptotasi, ya’'ni

y



I|m fix) =lim ——\ - lim —=- =0

V' m-m(v-l) (1 1
4 X
()gkma asimptotasini topamiz:
f(x 2X -1 2-1
lim ():Iim— ------- m lim— — —7T-0,
vV >tw A- v->te, X [X _ 1)- X—>z%00 ( 1
1
VvV X.

Jda A =0

. 2x-1
= *I_i%('flx)_kx) = \IZ;I!&)T__:_:] I’lj.- =0,
i holda b- 0. Bundan kelib ehigadiki y-kx +h og4ma

iiMinptota yo'q. *
10. Funksiya grafigi:

\Y
-i_i2 0
i om

6-chizma

Mashqlar
Quyidagi funksiyalami to‘liq tekshiring va grafigini yasang.
1 X3+4 Y -Xx+1
Y- : -1

4 4x2
- .V

3y X +2x 3+X
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20-MA’RUZA
Parametrik usulda berilgan funksiyalar
20.1. Parametrik usulda berilgan funksiya tushunchai

Ma'lumki, X czR to‘plamdan olingan har bir X
biror f qoidaga ko‘ra Y czR to'plamdagi bitta y son
go‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda funksiya berilgan deyilib,

y =f{x)
kabi belgilanar edi. Bunda X ga y ni mos go'yadigay |
turlicha, jumladan analitik, jadval hamda grafik usullarida bo'll
ko‘rdik.

X va y o‘zgaruvchilaming orasidagi bog'lanish yordl
0‘zgaruvchi (vositachi), masalan t o'zgaruvchi orgali L}

o‘rnatilishi mumkin. [
Aytaylik, x ham, y ham biror t 6‘zgaruvchiga boj

bo‘lIsin:

fx = (pit),
a<t<P
=10 ( ) (1)
Bu (1) inunosabatdagi
X = <p(t) (a<t<(3) @)

funksiyaning giymatlar to‘plamini X deylik. X to‘plamga tegl)
bo‘lgan ixtiyoriy x0 sonni olib, uni (2) munosabatdagi x

0‘miga qo'yamiz:

X0 =g>{t).

Natijada, t ga nisbatan tenglama hosil bo‘ladi. F]
gilaylik, bu tenglama yagona t =t0 yechimga =tp 1(x0))
bo‘lsin. Uni (1) munosabat

y =w{t)

dagi t ning o‘miga qo‘ysak, unda yO (y,, =y/(t{))) son lie
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J1 lo'plamdan olingan x0 songa shu y0 sonni mos qo'yish

va V0 lar orasida bog'lanish yuzaga keladi.

Nitiijada X to”~lamdan olingan har bir x ga yuqorida
filinl*an goidaga ko'ra bitta y mos qgo'yilib, funksiya hosil
Mi

y-f(x)m
Ikmda x va y orasidagi bogianishni
X~<p(t),
: 3)
y =i//@) (a<t< fi)
M bajaradi (1-chizma).
X

1-chizma

Huyerda t o4garuvchi parametr deyiladi.
v=/(x) funksiyani (1) sistema yordamida aniglanishi
iik-.ivam parametrik usulda berilishi deyiladi. Masalan, ushbu

\ x-t2,
l.v=23
ihlt N1
3
y = X2
htnk vivaiii aniglaydi.
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20.2. Parametrik usulda berilgan funksiyalaming hosil

Faraz gilaylik, y = /(.v) funksiya [i1,b] oraliqda u
In=
3
= (a<t</3) @)

sistema yordamida parametrik usulda berilgan boiib, (p{t)$

funksiyalar [#,/?] da uzluksiz va cp(t) funksiya shu o
gat’'iy o'suvchi (gat’iy kamayuvchi) bo'lsin.
Teorema. Agar ~(/) va ys\t) funksiyalar 06]

nugtada Ba y/'(t0) hosilalarga ega boiib, @
boisa, u holda y =/ (x) funksiya x0€\ab\ nu
(x0=pi/n)) 7/ '(xQ hosilaga ega

Fyo)

<P{o)

f'M

bo 1adi.
< Ushbu

X - X0
nisbatni qgaraylik, bunda f(x)-y, /(x0)~y0. (3) siste
foydalanib topamiz:

f{x)-fM _y-y, MNO-UN'o0)

Xx-x0 X-X0  <p(t)-~<p(t0)
Ravshanki,
¥{t)-¥{h)
f(x)—fM _ t-t0
X - XA
t-tn
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Keyingi tenglikda limitga o‘tsak (t — tn da x —xn) unda

(4)
lislh kelib chigadi. »
Eslatma. (3) munosabat quyidagicha
o
V'Ah)
P\ftoy  dx &
dt

hum it>zilishi mumkin.
1-misol. Aytaylik, y =f(x ) funksiya parametrik usulda
Uslthit

\ x-a cos3/,
X _ Oct- *
y =£sin31
ihh'jna yordamida berilgan boisin. y —f (x) funksiyaning
H>\ilesi topilsin.

A Bu y~f{x) funksiyaning hosilasini (4) formuladan
|i*v(!ilanib topamiz;
{bsir>>1)" _ 3bsin21-cos[tgt_>b
n " (acosl™1 -3acos2t sint a
Faraz qilaylik, y - f (x) funksiya ushbu

ix =<p(t),
I =y (1) (a<t<fi)

nr.icma yordamida parametrik usulda berilgan boisin.
Tegishli shartlar bajarilganda bu funksiya ikkinchi, uchinchi
\i li k. tartibli hosilalarga ega boiadi.

Biz y-f(x"') funksiyaning ikkinchi va uchinchi tartibli
linsilalari ganday hisoblanishini ko‘rsatamiz.

(3)
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20.2. Parametrik usulda berilgan funksiyalaming host
Faraz gilaylik, y - f(x) funksiya [a,/?] oraliqda

(3)
[y =v{t) (a<t<p)
sistema yordamida parametrik usulda berilgan boiib, (p[t)
funksiyalar [#,/?] da uzluksiz va <p(t) funksiya shu
gat’iy o'suvchi (gat'iy kamayuvchi) boisin,

Teorema. Agar (p{t) va ys(t) funksiyalar t0€
nugtada ) Ba y/f(t0) hosilalarga ega ho'lib, (p'(t
bo‘lss, u holda y =f (n) funksiya JDe[*b] n
(x0- (p(tf)j 7 '(x0) hosilaga egclLva

r'M
<P(to)

/ 'bl
ho ladi.

/(*)-1(*<>)
X-Xn
nisbatni garaylik, bunda f(x) =y, f (x0)=y(L (3) siste
foydalanib topamiz:
f{x)-f(x0) *y~yQ_¥(t)-y/(tQ

X-x0 Xx-x0 <p(t)-<p(t0)
Ravshanki,
h)
f{x)-f{x0) = /-/,
X-x0 <p(t)-(p(t0) "
t-tn
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Keyingi tenglikda limitga o‘tsak (t —=t0 da X —a0) unda

¥'{u
no- @
<p'ih)
Ihin kelib chigadi. »
fcslatrna. (3) mimosabat quyidagicha

r dy'
0) dx  dx_
\Y dt

in i Gzilishi mumkin.
I-misol. Aytaylik, y ~f (x) funksiya parametrik usulda
Mn
X =aCos
y -h sin31
dt fid yordamida berilgan boisin. y —f(x) funksiyaning

0<t<

vuLisi topilsin.
N Bu V"/(x) funksiyaning hosilasini (4) formuladan
(kivdalanib topamiz:

y »
(acos3™ ' -3acos21 sint a

Faraz qgilaylik, y =f(x) funksiya ushbu
A =<p(t),

{y=Y() (a<t<p)
mmnna yordamida parametrik usulda berilgan boTsin.
Tegishli shartlar bajarilganda bu funksiya ikkinchi, uchinchi
bl h K. tartibli hosilalarga ega bo@adi.

Biz y~f(x) funksiyaning ikkinchi va uchinchi tartibli
lio .iialari ganday hisoblanishini ko'rsatamiz.

(3)
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Ma'lumki.

ry

roey="7) @

(4) munosabatdagi f'(x) hosilani x ning murakkab funk
sifatida

¥1
f M t—@p 1(m)
sV)
(bunda t-=p 1(x) funksiya x = (p(t) funksiyaga nisbatan te

funksiya boiib, uning hosilasi
[VwT =1 -

boiadi) garab topamiz:
df~_
POO=T0N" =gt iy dx

A0 -"O0O-N0O-no
MO)'

Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiyaning uchinchi ta
hosilasi hisoblanadi. Bu hosila uchun
,,(*)'E<p'40V'n(|t)-ﬁV)-WV)"nOt)-

[nor
boiadi.
2-misol. Aytaylik, y =f(x) funksiya parametrik usu
ushbu
\X- <) - 1- 2\Tt,
[y =y/@ =t+2 j
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L4 yordamida berilgan boisin. Bu funksiyaning aniglanish
*/ltunda /'(n), / "(x) hosilalari topilsin.
4 Avwvalo berilgan funksiyaning aniglanish sohasini

dll/
Maiumki, y =f(x) funksiyaning aniglanish sohasi

V.(/)=/-2Vr (1 <t< -fee) funksiyaning  giymatlari

u2- 2u- x =0.
Ravshanki,
w2 ~1i nv X'
Demak, 1+x >0, ya'ni x >-1 boiib, undan y - f (x)
lavailing aniglanish sohasi (~1,+00) boiishi kelib chigadi.

/ (x) funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini

tblaymiz:
I JI
/'™ 1 ft-1
1+
dt _ dt\ WV7~1
1+
dt VE-i Ox dx

dt

20.3. Parametrik usulda berilgan funksiyalaming
ekstremumlari
Ma'lumki, y =f(x) funksiya X cz R to‘plamda berilgan

Wlib, y x0e X nugtada birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga
Tiu I>0 Isa, funksiya ekstremumi quyidagicha topilar edi:
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1) f(x) funksiyaning hosilasi f*'(x) hiso]]
f'(x) =0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning yd
X0 boisin: f(x0)=0, 1

2) f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
hosilasi hisoblanadi.

Agar f"(x{) >0 bo'lsa, f(x) funksiya x0 n
minimumga, /" (Ao0) <0 boisa, maksimumga erishadi.

Xuddi shu yol bilan parametrik usulda
funksiyaning ekstremumi topiladi.

Aytaylik, y - /(x) funksiya ushbu

(x —(pit),

\y =v(t)

sistema yordamida parametrik usulda berilgan boisin. Bunda

(a<t<p) ?3)

va y/(t) funksiyalar [«,/?] da birinchi va ikkinchi

hosilalarga ega boiib, D0 .
Ma’lumki,
P'M n 0)
Funksiyaga ekstremum giymat beradigan nugtalami
y'(t) =0

tenglama ildizlari orasidan izlanishi kerak.
Faraz qilaylik, t=t0 bu tenglamaning yechimi bo'l

y/'(f0) =0. Unda (6) ga ko‘ra

boiadi.
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Agar i/"(t) <0 bo'lsa, /(x) funksiya x-~xn--(p(tit)
lijlkli maksimumga, agar y/"'(t)>0 boMsa /(x) funksiya
t - > mq(t(j) nugtada minimumga ega bo'ladi.

3-misol. Ushbu

=Pt =f~20t +I,
| ,
[y =y/() =4/ - 3/2-1 + 3
fhihiiiii-trik usulda berilganfunksiya ekstremumga tekshirilsin.
®Berilgan <) va y/(t) funksiyalaming hosilalarini
jlimibhiynuz;

(-2< t<2)

<p'(t) =5/4—15r2-20,
NY(?) =1272-6/7-18,
I/"(/) =24*-6.
Endi
ip'il) ~0, ya'ni \2t~-6t-18 =0
Mu'l.miani yechib, topamiz:
3
f=-1, |, -=
Agar

A(~1)<0, yf >0
Itu lishini e’tiborga olsak, y =f(x) funksiya

f, =-1 (ya'ni x =31) da maksimumga,

3 _ 1031, J .,
t2=— (ya ni x =—y2 ~  minimumga

msliishini topamiz.”®
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Mashqlar

1.Ushbu chizigning
fx =3cost
>=2sin/
parametrik tenglamasidan t parametr yo'gonlib. uning D
koordinatalar sistemasidagi tenglamasi topilsin va grafigi chizil

Ko‘rsatma: Avval birinchi tenglamani 3 ga, ikk!
tenglamani 2 ga bo'lib, so‘ngra t parametmi yo‘qoting.

2. Quyidagi chiziglarning parametrik tenglamasidan
parametr yo‘qotilib, uning Dekart koordinatalar sistemas'
tenglamasi topilsin va grafigi chizilsin.

a)x =r-I, y=t2-2/ +2.

by x=(¢/+H\ =
3. Parametrik ko‘rinishda berilgan y =>'(x) funksiya uc

y'X topilsin.
a)x =sin5/, v=cos2t, 0</< E

byx=e , y=ty, - c0</<+00.
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21-MA’RUZA

Anigmas integral. Integralning sodda xossalari va
integrallash usullari

14-ma’ruzada matematikada muhim bo‘lgan differensial-
M i amali, berilgan funksiyaga ko‘ra uning hosilasini topish bayon
.fiMi Bu amal orgali ko‘pgina masalalar, jumladan moddiy nugta
liiii.ik.it gonuniga ko‘ra uning tezligini topish, egri chizigga urinma
n‘ik.i/ish kabi masalalar hal etildi.

Aksincha, funksiyaning hosilasi ma’lum boMganda funk-
nlv.uimg o‘zini topish (tezlikka ko‘ra harakat gonunini topish,
titnmiaga ko‘ra egri chizigni topish va h.k) masalalari ko‘p
Uiluaydi. Bunday masalalar yuqorida keltirilgan masalalarga teskari
Itn'hi), ular funksiyaning integrali tushunchasiga olib keladi. (Bayon
plil.uligan integrallash amali differensiallashga teskari bo‘lgan amal
ho'ladi).

21.1. Boshlang‘ich funksiya va anigmas
integral tusbunchalari
Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lsin. Agar
*lui intervalda aniglangan F{x) funksiya uchun
M
Ito'lsa, F(x) funksiya (a,b) da fix) funksiyaning boshlang‘ich

luiiksiyasi deyiladi.
Masalan, f(x) —x2 funksiyaning boshlang'ich funksiyasi

VAl
elitmingdek, f(x) =cosx funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

/(\) -sina boiadi, chunki F*(x) =(sina) = cosa =f{x).
(1) munosabatga ko‘ra
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(F(x) +c)'=F'(x) +O=T (n)=/(x) (2
boiadi, bunda c -ixtiyoriy o‘zgarmas son.
Shunday qilib, )
F(x) +c j

funksiyalar ham f(x) ning boshlangich funksiyalari boiadli

Demak, f(x) boshlangich funksiyaga ega bo
cheksiz ko*p boshlangich funksiyalarga ega bo‘lar ekan.

Ayni paytda, /(x) funksiya ixtiyoriy ikkita F(
d(X) boshlang‘ich funksiyalarga ega, ya'ni

=/(*)>  ®'(x)-7/ {x)
boisa,
P(x) =F (x) +c¢ (¢ - const)

bo‘ladi. Hagigatan ham,

[P(x)~"(*)] =®'(x)- F'(x) =f(x)-f(x) =0
boiib, Lagranj teoremasining natijasiga ko‘ra (qaralsin,
ma’ruza)

P(x) —F(x) =c (c =const)
boiadi va undan

boiishi kelib chigadi.

Natijada quyidagi xulosaga kelamiz: [

Agar f(x) funksiya (a,b) da boshlangich fun
F(x) gaega boisa, u holda

1) /(x) funksiya cheksiz ko‘p boshlangich funksiyal

ega,
’ 2) barcha boshlangich funksiyalaming umumiy ifodasi >
F(x) +c (c-const) (3)

boiadi, ya’'ni ixtiyoriy boshlangich funksiya shu ifod
(o‘zgarmas c ga giymat berish natijasida) kelib chigadi.
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JVrif. (3) ifoda f(x) funksiyaning anigmas integrali
yiiiidt va
JH{x)dx
hi belgilanadi, bunda f(x) integral ostidagifunksiya, f (x)dx
tvi'xtl osiidagi ifoda, J—integral belgisi.
Demak,
jf(x)dx =F(x) +c (c =const) 4)
[-misol Ushbu
[5x5dx

U A/ topilsin.
«ITa’rifga ko'ra, bu integral shunday funksiyaki, uning
iflittisi 5x5 gateng. Ravshanki,

F(x) :€x6+c (c =const)
Litkmya uchun
F(C) =(éx6+c)' :—6 -6x5+0 =5x5
hi»'Uli. Demak,
Jf5x30/x=6—x64.rc >

Eslatma. Agar f(x) funksiya (a,b) da uzluksiz bo'lsa,

wmt’ anigmas integrali mavjud bo 1adi. (Bu tasdiq keyinrog
Ultollanadi).

Ko‘pincha funksiyaning anigmas integrali garalganda uni
domay oraligda bo'‘lishi ko‘rsatilmaydi. Bunda funksiyaning

21.2. Anigmas integralning sodda xossalari

Anigmas integral ta’rifidan uning quyidagi sodda xossalari
lu'lil) chigadi:
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1) Ushbu J/ (x)dx anigmas integralning hosilasi /°(
teng bo‘ladi.

3/ (jf)tfc) =f{x).
2) Funksiya differensialining anigmas integrali
funksiyaga teng bo‘ladi (0o'zgarmas son anigligida)
~NF(x) =F(x) +¢ (c-const)
Xususan,
Ndx=x+c (¢ =const)
boiadi.
3) 0 ‘zgarmas sonni integral belgisi tashqarisiga chiq
mumkin.
JKf(x)dx =Kk J/ (x)dx (K =const, K P0) (5)

4) Ikki funksiya yigindisining integrali bu funksi'

integrallarining yig*‘indisiga teng:
| (7 (%) +#(*)Y* = \f(x)te+ \g(x)dx (6)

Eslatma. Yugoridagi (5), (6) tengliklarni o'ng va c
tomonidagi ifodalar orasidagi ayirma o zgarmas songa baroba
Ta 'nosidagi (0 ‘zgarmas son anigligida) tengliklar deb qgaraladi,

Maiumki, berilgan funksiyaning hosilasini topish
differensiallash deyiladi. Berilgan funksiyaning anigmas integral
topish esa uni integrallash deyiladi.

Yugorida keltirilgan ma’lumotlardan funksiyani diffe
siallash va integrallash amallari o‘zaro teskari amallar ekan
paygash giyin emas. [

MaiumKki,

J/(je)Ix = f1(X) +c, yani [1'(x) =/(x)

boisa, unda

(F(x) +¢) =F'(x) =f(x)

boiadi va aksincha boiadi.

Funksiya hosilalari jadvali hamda anigmas integrj
ta'rifidan foydalanib, ba’zi funksiyalar anigmas integrallarininj
jadvalini keltiramiz.
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jl ‘N Jtx=x+c,chunki (x +c) =1.

———————— Fc (n ®- 1), chunki X
Vv : n+1

j*1/. -J—-=In+c, chunki
b j— =Inx+c va (Inx+c) =x+.
J X
Il <i de—; =In(-x) +¢ va (In(-x) +¢)

\Y

a .a
IX +c, chunki -+c  =cr\
Ina Ina

\*
f tIx - cx+c, chunki (V' +cj =e'.
| Jin \dx ——<o0s x +c, chunki (—o0sx +c) =sinx.
) j<<s.xdx =sin x +c¢ , chunki (sin X +¢) =cosxX.

) | . ,—-—-ctgx+c, chunki {-ctgx +c)
N~ X sin"™ X
. dx - _ .

| k — - tgx +c, chunki (tgx4c) =---—-—.
<5 ~X ax'X

ki =arcsin X +c¢ ,chunki (arcsin x +¢c) = m=——
'y/T-A-2 VI-X

1111 - - arccos X +c ,chunki (- arccosx +c) =—2=
Vi-x2 Vi

I'i =arctgx +c¢ , chunki (arctgx +c
F g (arctgx+c)
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13) 1
o4 +x~

14) ~shxdx =chx+c, chunki [chx+c) =shx.

— arcctgx +c , chunki (-arcctgx +c) =-  ,,
1+x

15) jchxdx =shx+c, chunki (shx+c) =chx.

Yuqorida keltirilgan integrallar jadvali hamda integraln
sodda xossalaridan foydalanib, anigmas integrallami hisoblas
doir misollar garaymiz.

2-misol. j*@x2- 2x +7)dx —I3X2AX~ j2xXdX+ *7r/x»

3 2
=3JIx2AX- 2jxdx +7 jrfx =3 -3— 2-— +7x;—c=xs-x 2+7X

3-misol.
PR VISR U SN e idx—bx 2+
J X I X X X J
Ix HXx =— m X 1 XX sc = -:.2..)5__-__':_4;_%__:_%__ he
® -4 4x4

4-niisol.



21.3. Integrallash usullari

[0.0‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli
Aytaylik, F\x) funksiya fix) ning boshlang‘ich

ftmksiyasi bo'lsin: F'(x) =/ (x)

Ravshanki,

| /(x)fifx =F (x) +c (7
Hn'l.uli Keyingi integralda
X = <p(t)

ilrvlik, bunda (p{t) uzluksiz (p'(t) hosilaga ega bo‘lgan funksiya.

Ma’lumki, F{(p(t)) murakkab funksiya hosilaga ega
bndil\

(F(* (7)) =F'((p(1))-<p*(t)
‘bo'ladi. Modomiki, F'(x) =/ (x) ekan, unda

holib, keyingi tenglikdan
77(¢()e()<*=-0 (")) =< B>
boiishi kelib chigadi.
(7 ) va (8) munosabatlardan topamiz:
\f{x)dx=\f((p{t))-(p'{t)dt.
Bu formula integrallarda o‘zgaruvchini almashtirish

litrmulasi deyiladi.
6-misol. Ushbu

inn I'ral hisoblcmsin.
«(Bu integralda x =t2 almashtirish bajaramiz. Unda
N\ lid1 bo'lib,



rSinmX _rsint

LI 175%¢ J ot
=-2 Jsintdt =-2 cosr+c =-2 cos/x +c¢
bo‘ladi. »
Ba’zi hollarda x =(p{t) almashtirish o'miga t—y/{

almashtirish qulay bo‘ladi.
7-misol. Ushbu

2X +1

X"+ X+1

dx

integral hisoblansin.
-*Bu integralda t =x2+x +\ deymiz. Unda

dt - ™= +x + =" +x +1) dx =(2x +\)dx
bo'lib,
Ir(2x +\)dx Irdt M I >

— I+ C=1n X +X+1I+<
J X+ xX+1 3t 1 1 |

bo‘ladi. »
Ko'p hollarda o‘zgaruvchi almashtirish ifodasini yozi
zaruriyati bo‘Imaydi. Ushbu

1) d(x+a)~ dx, (a —const)

2) d(ax) =adx, ya'ni dx=—d(ax) (a =const,a ®0)
tengliklami e’tiborga olish va uni tatbiq etish yetarli boiadi.

8-misol. Ushbu

|n/x + 1dx

integral hisoblansin.

< Ravshanki, d (x +1) =dx. Unda

-H
jVx +ldx=J(x +1)2d (x +1) =~ N —+c=—Xx +n/x+1+<
-+1
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bo‘ladi. »
9-misol. Ushbu

fe 2dx
ItHi11! hisoblansin.

<Ravshanki, dx - —d (2x) . Unda

J.'7/n-» f<*-irf(2an) =i je2d(2x) =

*H »
10-misol. Ushbu
r dx
FAX + 7
/117 nl hisoblansin.
A Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

fin_ =l =l fMIEXZ) =lin]4x +7]+c>
edx+7 4 JAx+T7 4] 4An+7 4
2°. Bo'laklab integrallash usuli

Aytaylik, n-u(x) va v=v(x) funksiyalar uzluksiz

«('\) va v'(x) hosilalarga ega boisin.

Maiumki,
d(ii-v) =vdu +udv
bu Lhli.
Keyingi tenglikni integrallab
jd (uv) = ~vdu + judv
«ulj’

|c/(w-v) =w-v
Ititiishini e’tiborga olib topamiz:
uv —jvdu + judv .
Natijada
judv =uv- jvdu 9)
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formulaga kelamiz. (9) formula boiaklab integrallash
deyiladi. U judv integralni hisoblashni  jvdu i

hisoblashga olib keladi.
Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanish

berilgan integral ostidagi ifodani w(x) va dv lar kol
ko‘rinishida shunday yozib olinishi lozimki, bunda dv
v{x)du lar oson hisoblanadigan bo‘lsin.

11-misol. Ushbu

jxexdx
integral hisoblansin.
-4Bu integralda
X =,
e'dx =dv
deymiz. U holda
du =dx,

v=jedx =ex
bo'‘lib, (9 ) formulaga ko‘ra
jxexdx =xex- jexdx
bo‘ladi. (bu holda jxexdx integralni hisoblash jadvalda kelt

jexdx integralga keldi). Ravshanki, je'dx =ex+c . Demak,

jxe'dx - xex- eK+c=ex(x- 1)+c.»
12-misol. Ushbu
J.vcos xdx

integral hisoblansin.

®"Bu integralda
A=l

€0s xdx = civ
deymiz. U holda
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dii =dx,
vV = jcos Xdx =sin x
i'lib, (I)) formulaga ko‘ra
\XC0s xdx =xsin X - jsin xdx =xsin X +cos X +C

. Imli>
13-misol. Ushbu

X (4-123.)

(A2 +ir)

fin,til hisoblansin.
mAvvalo n =1 bo'lgan holni garaymiz. Bu holda

1 J 4-/7¢ J J *
alt+— a1y

a
q X
arctg—+c
1+
Luli.
. dx
Endi Jn=1 da
(*2+a2)"
(n+a:)"
dv =X
) vhk. U holda
2
- A ax o
(x2+a2f
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bo'lib, (9) formulaga ko‘ra
J. =-2n h ox
(S+a-y W)

bo'ladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi integralni quyi
yozib olamiz:

h i (i2+a2)-< q
" u -dx =
Ex +F|‘l')\-“ . kX.,+a:>)\!+I

2+a?
)g +6‘2}"+"\X I(?X! +aj;)\"ﬂ

- (x +a J _ (x +a ) .
Natijada
Y. =
(x +a‘j
bo‘lib, undan
2n-1 r
n*. +— r -yn (10)

T2m2(x2+a2)  2na

boiishi kelib chigadi.
Yuqorida ko‘rdikki,
Y, =iarctg X he
a a
(10) formulada n =1 deb

1
rax
(*W )! 2al -(y +a!)

X
=+— -arctg —+c
2a a

boiishini topamiz.



Sliu tariga (10) formula yordamida n =2,3,4,... bo‘lgan

IUkLi mos integrallar hisoblanadi. »

()datda, (10) formula rekurent formula deyiladi.

Ikt'zi hollarda, n va dv lar uchun ulaming ifodalarini
Iiii tirmasdan (9) fomuladan foydalanib integrallami hisoblash
Illkin.

14-misoi. Ushbu

Jx arctgx dx

hi'hA hisoblansin.
4 Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

J* arctgxmix =—jarctgx m (x2mH) =
=~[(x2+1) arctgx- |(x2+1)d (arctgx)

X2+ 1
-------- arctgx — "x +c.

Mashglar

Quyidagi anigmas integrallar hisoblansin.

1 N@-3x)e~ixdx
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22-MA’RUZA
Ratsional funksiyalarni integrallash

Biz 10-ma’ruzada butun va kasr ratsional funksi
ma’ruzada yuqori darajali ratsional tenglamalar va ulaming
hagida maiumotlar Kkeltirgan edik. Endi ulardan fo_
ratsional funksiyalarni integrallashni garaymiz.

22.1. Ko‘phad va uning ildizlari

Biror
P{x)~aQ+a{ +axx2+--- +akt“ (1)
ko‘phad (butun ratsional funksiya) berilgan bo‘lsin,
a0, - o ‘zgarmas soniar, and0, zieN esa ko‘p’
darajasi.
Maiumki, a son uchun

P(a)=0
bo‘lsa, a son P(x) ko‘phadning ildizi deyiladi. Agar
kophad (x-af ga (4eN) qoldigsiz boiinsa, a son
ko‘phadning k karrali ildizi boiadi.
Agar h=a +ifi kompleks son P{x) ko‘phadning
boisa, u holda h—a - 'd kompleks son ham bu ko‘ph
ildizi boiadi. Demak, P (V) ko‘phadning ifodasida quyidagi
(x-/i)(a-/j)=[x-(a+//2)][*-(a-//?)] =
=x-- lax +a2+p2=x2+px+q
{p=-2a, q-a2+p2)

kvadrat uchhad ko‘paytuvchi sifatida gatnashadi.

Faraz gilaylik,

P(x) =al0+a,x +a2x2+eee+auwx'"
ko‘phad uchun
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axson T karrali,

a, son T, Kkarrali,

aKson T K karrali,
jtliy ildizlari boiib,
/i kompleks son t{ karrali,
h2 kompleks son t2 karrali,

/? kompleks son ts karrali,
\\iin boisin. U holda P{x) ko"phad quyidagi
/'(V)=(x-aiy™\x-a2)md...(x-ak)nf*

(Y +prx+4q,Y x2+p,x +g2f ...(x2+psx+Qs)’
1wuislida ifodalanadi, bunda
m(+Wi, H— +T K+ +12H— ) =1,
x2+/?-x+c£ =0 (z=1,2,..,5)

Hr'liimalar haqiqiy ildizga ega emas.
P(x) ko‘phadni (2) ko'rinishda ifodalash  uni

rp.iytuvchilarga ajratish ham deyiladi.
Endi ko‘phadlami ko‘paytuvchilarga ajratishga misollar

[liiainiz:
1) X3-8 =x3-2* = (x-2)(x2+2x + 4),
2) X4-1-(x2~1D)(x2+) =(x-1)(x +1)(x2+]),
3) X4+1 =x4+2x2+1- 2x2=(x2+1)2- (sflx)2=
= +n/2x +1)(x“—41x +1),
4) x 42x 42x 41 ~Xx 4-x“+x +2x 41—
= X“(x 41) 4 (x 4-1)* = (x4 1)(x“4- X 4-1) .
Ushbu
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1) ® A va a 0‘zgarmas soniar,
X-a

A
2) , N=234,.

(x-a)"
Bx+C
X B,C-hamda p va q o'zg
X2+px+q
soniar, X +px +q kvadrat uchhad hagiqiy ildizga ega emas.
BX+C m=234,..V .q <0
(x2+px +q) 4

ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi.
Masalan, quyidagi funksiyalar
2 6 2X +1 4 3x+2
4 il
x+1 (x-2) (X2+4X +41
sodda kasrlar bo‘ladi.

22.2. To‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlar yig‘indisi orgali ifoda
(to‘g’ri kasrlarni sodda kasrlarga yoyish)

Ma’lumki, ushbu
P(x) _a0+aJx +a2~ H-— tarx
Q(x) bo+bx+b2x2H— +bnx"

kasr ratsional funksiya n<m boiganda (suratidagi ko‘phad
darajasi maxrajdagi ko‘phadning darajasidan kichik bo‘lga
to*g‘ri kasr deyiladi.

P (x
Aytaylik, (x) to'g‘ri kasming maxraji Q{x) ko'p
Q(x)
quyidagicha
<2(x) =(x-a)A(x2+px +q ] (3)
ko‘paytuvchilarga ajralgan bo‘lsin, bunda ke N, se N
x2+px+qg kvadrat uchhad haqigiy ildizga ega emas. Bun
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*(*
vy W kasr £x(%) ni sodda kasrlar yigindisi orqali tfodalanishi

Q\x)

ieoremani isbotsiz keltiramiz.

: P(x)
leorewa. To'gri kasr — — uchun

M\ af+afk-famx2 — +amxn AL
") (X CHA(X2+ pX +() x~a (x-a)" @
OHC, Ajc+C Te 1. Bx «C
(.v-a)  * +px+q "X2+px-rq) +pj+t/

AN#£li, bunda Al,A2,...,Ak, B],C{B~cC7,..,Bs,C. - 0%gar-
Hhis hagigiy soniar. (4) yoyilmadagi o ‘zgarmas soniar quyidagicha
Itif'ilthli.

(4) tenglikning o'ng tomonidagi sodda kasrlar yigindisi
ynnmuy maxrajga keltiriladi.

Natijada
M) R
O(x) Q)
Unj'lik hosil boiib, undan barcha X lar uchun o'rinli boigan
P(x) =R(x)

liin'lik kelib chiqgadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi X ning bir
til darajalari oldida turgan koeffitsiyentlami tenglashtirib,
ihHiiaium sonlarni topish uchun tenglamalar sistemasi hosil
ijilmadi. Sistemani yechib nomaium soniar topiladi.

Eslatma. Yuqorida

P (x)
&(x)

itt'y/ri kasrda maxraj (4) kofinishda kopaytuvchilarga ajralgan
het uchun to*g'ri kasrni sodda kasrlarga ajralishini ko'rdik.

To'g”ri kasr maxraji £?(x) ko”phad boshga koiinishda

Kopaytuvchilarga ajralganda ham kasr sodda kasrlar yigindisi
landa ifodalanadi.
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Masalan,
n*)

Q(x)
to*g‘ri kasr maxraji
Q(x) =(x-a,)(x-a2)e.(x-ak)
bo‘lsa,
Pix) _ + A e A
Q(x) x-a, x-a2 x-at
bo‘ladi;
0(X) =(X2+ /X +41) (X 2+ X +1f2)-...- (X 2+ p A+,
bo‘lsa,
Q(X) x2+pix+qt x'z+p2x+q2_ A

bo'ladi. 1
To'g‘ri kasrlaming sodda kasrlar yigindisi orgali ifo
jarayonini misollarda ko‘rsatamiz.
1-misol. Ushbu

2IX+C Zx+C2 .. Dx+C.

3x2+38
X3+4x2+4x
to ‘g'ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
< 1) kasming maxrajida turgan x3+4x2+4x ko‘ph
ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
X3+4AX2+4X =XX* +4X +472=Xx (X +2)

2) berilgan to‘g‘ri kasmi nomaium koeffitsiyentlar 0
yugorida ko‘rsatilgandek sodda kasrlar yigindisi orgali yozamiz;
3x +8 A HBh* C )
X(x +2)" x x+2 (x+2)”
3) bu tenglikning ikki tomonini x(x +2) ga ko‘payti

uni maxrajdan qutgartiramiz:
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3x" +8 —A(X +2)" +Bx(x +2) +Cx.
Keyingi tenglikdan
3x2+8=(A+B)x2+(4A+2B +C)x +4A
#Hl..In kelib chigadi.
4) bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir Xxil
ulil in oldida tuigan koeffitsiyentlami tenglashtirib, ushbu
A+B=3
<4A+2B+C =0
4A =S
Ii'iii.mi hosil gilamiz.
5) tenglamalar sistemasini yechib,
A=2 B=I,C=-10
«li .limi topamiz va ulami (5) tenglikdagi A,B,C laming o'miga
I'vi h natijasida berilgan to‘g‘ri kasmi sodda kasrlarlyig‘indisi
t(nli quyidagicha
3x2+8 3x2+8 2 1 10
X*¥+4X2+4X  je(x + 2)2 +2  (x+2)"

2-misol. Ushbu
2X +3

X +2X +2x +1
fat  //kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
4 1) xX*+2V2+2X +1l =X3+X2+X2+2x +1l =

X2(x+D) +(x+DN2=(x +D)(x2+X +1).

N 2x+3="(x2+x+I1) +(5x +C)(x +I), ya'ni

2x+3=(A+B)x2+(A+B+C)x +A+G- "1

273



N+5 =Q
4) N+B+C=2

A+C=3.
=] B=~1] C=2
2Xx +3 2X +3
X' +2x2+2x +1 (' +1)(x2+x+1)
K 1 —x h2
X+1 X +X+1
3-misol. Ushbu
X -5
Xx4+10x2+25

to4ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
41) x4+ 10x2+25 =(x2+5)2;
x3-3 Bx+C. Blx+C0
(x2+5 A2 (a2+5)

3) X' =83 =(BjX+CJ])«(a2+5) + B)X+Cy,

2)

*,=1’
c,= 0,
4) .
55j 4 O,
5C[4C2—3
5 B, =1 C, =0, £2=-5, C2=-3
a3-3 x3-3 a 5 +3

ad+10x2+25 (gr2+5)2 *2+5 (x2+5)2

22,3. Sodda kasrlarni integrallash

Sodda kasrlaming integrallari quyidagicha hisoblanadi:

1) \-"—dx =A \d"X~a™ =A-\n\x-a\ +C.
ja-a J x-a
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2) f—-— dx=A — ~ A [(x~a)~"d{x-
)J(x—a)'! X m(x-a)" J[(X 2) {x-a)
A*Z *rL +c =A 1 +C

N n+1 (1-n)(x-a)n*

M=234,..).

3) _ e sodda kasrning integrali
X~+pX +q

Bx+C
JX“+px+q
hisoblash uchun kasr maxrajidagi kvadrat uchhadni quyidagicha
iZili olamiz:

dx

, > 4P p’ p~
xt+px+q=x=+2-Pn P _41q BT =
n2
P/ 4.q X +- +a
vV 2]
of - q
Natijada
Bx+C Bx+C
X" <?7X = \l V dx
+px +qg° o
px+4 LA
2
tin Lull. Keyingi integral quyidagicha hisoblanadi:
FoBXrC i X +—=t, x—t—=E, dx -dt
2 2
X + +a'
B\t-z-\ +C

tdt B r dt
r +a' V +a~



t4
o= f 1f w
2 ! §2<+\$V2) l(C I%p? a &

(tV
ENE
LI PG AN OO )\ S S
2 V. 3)a a
X+P

:E'In6<2+/rx-1‘gj\+zicﬂ Bia rctg-j=4=r+C

Demak,

& +C , 5
JpTA+ 7~1=yta (ar- +px+9) +

, 2 N aragjE " ,c 5>
yl4q-p2 yJaq~p2
bunda C - ixtiyoriy o‘zgarmas son.
Masalan, ushbu

r o xJx
V o-x +lI

integral (6) formulaga ko‘ra (bu holda 5 =1, C=0, p

g =1) quyidagicha bo'ladi:

rxrfx 1 i, X 1 2X-1 .,
4) Ushbu

Jf & A (m=2,3,4,---)Ll

(x +px+q\

to‘g‘ri kasming integrali quyidagicha hisoblanadi:
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Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral avvalgi paragrafda
Iu'llinlgan rekurent formula yordamida hisoblanadi.

22.4. Ratsional funksiyalarni integrallash

Aytaylik, /(-*") funksiya ratsional funksiya boisin.

1’ eW

Agar EQ‘X{ notoq ‘ri kasr (suratidagi ko‘phadning darajasi
Q(X)
inn\rajidagi ko'phadning darajasidan katta bofsa, unda suratini
m.ixrajiga bo‘lib, uning butun gismini ajratib, butun ratsional
fimksiya (ko'phad) ham to'gri kasr yig'indisi ko‘rinishida
ipividagicha

eW (} s?w
itodalab olinadi. Integrallash goidasidan foydalanib topamiz:
JH{x)dx= =
Bu tenglikning 0‘ng tomonidagi jR(x)dx integral butun
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ratsional funksiya (ko‘phad) ning integrali boiib, u
hisoblanadi.

Tenglikdagi ’/—>‘de integral esa to‘g‘ri kas
3QKX)

integrali. Uni hisoblash uchun avvalo 9W  kasmi yugo
*
ko‘rsatilgan usul bilan sodda kasrlar yigindisi orgali ifo
olinadi. So‘ng integrallash qoidalari va sodda kasrla
integrallaridan foydalanib to‘g*“ri kasrning integrali topiladi.
4-misol. Ushbu

r2n'5+6r +1

J—xM 3" ~dx
integral hisoblansin.

Ravshanki, integral ostidagi funksiya ratsional fun
boiib, u noto'g‘ri kasrdir. Bu kasrning suratini maxrajiga bo*
uning butun gismini ajratamiz;

Demak,
2X5+6x3+1 1
2X +-
7 x4+3x2 X +3X
boiib,
elx +6jr +1 , / 1

J2 xdx + J- ! mdXx- 2 e- -dx m

. X +3X . S S
boiadi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral to‘g‘ri kasrn

integrali. Uni hisoblash uchun integral ostidagi to*g‘ri kasr

1

1) x4+3x2=x2(x2+3",
A+_B +Cx+D

X2(x2+3) X X x~+3
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Y) 1= AX(X~ +3) + B(X~ +3) +x~(Cx + D),
I=(A+C)x3+(B +D)x2+3Ax + BBy
4 N+C=0
B+D=Q
34 =0,
35 =1

n=0, B=-~, C=0, =--,

3

5) 1 J 1
m2(n2+3) ~3x2 3(n'3+3)"

Endi keyingi tenglikdan foydalanib to'g'n
liilei»ralini topamiz:

----------------- —uly—T t--
3 -2+1 3n/> V3 B 3

Shunday qilib berilgan integral uchun

2xs+6x3+1 . 11 x

3x3+1

kasrning



23-MA’RUZA

Ba’zi irratsional funksiyalarni hamda
trigonometrik funksiyalarni integrallash

23.1. Ba'zi irratsional funksiyalarni integrallash

Biz 22-ma’ruzada ratsional funksiyalaming integral
doim hisoblash mumkinligini ko‘rdik. Irratsional funksiyal
integrallarini hisoblashda vaziyat boshgacha, ya'ni irrat
funksiyalaming integrallari har doim ham hisoblanavermaydi.

Integral ostidagi funksiyada o‘zgaruvchi x, X

ax2+bx +c lar turli kasr darajalarda gatnashgan ayrim ho

integrallaming hisoblanishini misollarda bayon etamiz. Shuni

kerakki, bunday hollarda integrallar o‘zgaruvchilarini almas

yordamida ratsional funksiyalarga keltirilib, hisoblanadi.
1-misol. Ushbu

integral hisoblansin.
*4Bu integralda x =t2 almashtirish bajaramiz.
dx - 2tdt boiib.

boiadi. Natijada irratsional funksiyani integrallash ratsi
funksiyani integrallashga keldi.
Ravshanki,

t+1 t+1
boiadi. Unda
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fcaiib,

/-2 /+In(/+1) +C--T-22+21In(" +1)-kc

X—=2\fX +2 In™M/x +1j +cC
bo'hidi.A
2-misol. Ushbu
<ix
N+ /X six

lull y,r<d hisoblansin.

<Bu integralda x -tb almashtirishni bajaramiz.

IN  blydt bo'lib,

J:r 6tgt6 rt2dt_=6rl+t dt =
Ji+rVv h+t2 J i+t2

n
1+0

16/ - barct*"t +c

bo'ladi. Demak,
J =6~ ~barctgtfx +£.' »
3-misol. Ushbu

integral hisoblansin.

. 1HXC
ABu integralda---—--- =/2 deb
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— N K- +1
1= rL ,,_2J(|__jr -

) V —_

211 I K '+ i0)-("-i).
(+>)(-1)
ot M S o e ey o= —2t- I ©
t+1
bo'ladi. Demak,
\2
y =-24— -lInx +£5p
4-misol. Ushbu
\fx 4

/«tegral hisoblansin.
A Bu integralda

t=x+n/x2+a
deymiz. Unda

dt —dx+\In +djdx— 1+ dx m
Wx~+al
n/x2+a +x .
—j::Z—dX _.:rdx
n/x2+a Vi2+a
bo'lib,
dx dt

\ix2+a t
bo‘ladi. Natijada

J - tdt:Inl/|+c=In X+Jx2+a 4c

mJx2 +a
bo'ladi. »
5-misol. Ushbu
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inh-grul hisoblansin.
mRavshanki,

\' bx+13=... 6x+9+4=(x-3)2+4 Unda
v dx
yi(x-3) +4

b»' ladi. Bu integralda x -3 =t deymiz. Natijada

\ dt Int+yl?~+4 +C
m4 yjr +4
ya tu

dx

=My - 6x+13
hokladi. »
6-misol. Ushbu

In '3+V(AV"3) 44 +C

J=jV (1-x2) 2dx

mu’‘gral hisoblansin.
ABu integralda x~ =jy deymiz. Unda 2xdx —dy bo lib,

J =" Jy(l->;) 2y
I>g ladi. Keyingi integralda
Ly =6

dlinashtirishni bajaramiz. Natijada dy =-2tdt boiib,
L +c—1
t -y

j #C

boiadi. »
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23.2. Trigonomctrik funksiyalarni integrallash

y =sinx, y =c0sXx, v=tgx, y =ctgx  funksiyalarni
integrallari ma’lum. Jumladan,

A .
ictgxdk— —c;j)?%(dS(—}g—(—s_—m X) Inkm x +c
J I 8m X & sin x
bo'ladi.
Shuningdek y =sin ax, y =C0s ax, y ~tgc
y =ctgax hamda = =sin(x +a), y =cos(x +a’

y ~tg(x +a), y —ctg(x +a) funksiyalaming integrallarini os
hisoblanishini ham bilamiz. Masalan,

Jsiii(2x +1)Jx = Jsin(2x +I) d(2x +1) =-"~-cos(2x +1) +c
sinx va cosx funksiyalar ustida ratsional amallar (qo'shis
ayirish, ko'paytirish, bo‘lish, darajaga ko‘tarish) bajarilishidan ho
boigan ifodani /(x) bilan belgilaylik. Odatda, bunday /(X

funksiya sinx va cosx laming ratsional funksiyasi deyila"
Ularga quyidagilar

sin x 3sinx-4cosx’
sm X
cosxesin2x ' v ' cos-fg+i

misol boiadilar.
Bunday trigonometrik funksiyalaming integrallari har doim
ushbu

taX~t
n
almashtirish natijasida ratsional funksiyalaming mtegrallariga
keladi. Bunda

x = larctgt, dx=m mdt
1+1t2
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*
2sm oﬁcos— 2tz

. 9 It
sin X -
sm2- +cos' - I+tr-f J+t2°
/ 2
cos2—pin2— 5 1 1 7’} 2
COSX h
sin2+ +cos2- i+ ~I'T + P!
2 2 - 2
In> hidi.
7-misol. Ushbu
dx

* Mg - 4cosx
uih->ral hisoblansin.

-«Bu integralda tg”™ =t deymiz. Unda yugorida

eivlilganlarga ko‘ra
2
-dt
[ +r

J4 - tA \ - dt

1-f/" Ifr
bn ladi. Natijada berilgan trigonometrik funksiyaning’ integrali
i.iisional funksiyaning integraliga keldi.

Ravshanki, ! 2T
. n i (, i 1 1
—OI—\—t +2t-?t-\~t /—%-— 2 t_"é (, +2).
Unda
1 1 A B
/ N

1=A(t+2) +b \"~—
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\=(A+B)t+2A--B,

A+B-Q
2A--B =\
2,
2 2
n - B =-
bo'lib,
2 2
1 5 5
2 3. 1 /+2
r+—/-1
2 2
boiadi. Integralni hisoblab topamiz:
] 2 2 N
1 2 f dt
41 5
Loe2z 05 L
I 2 V 2
n 1
- +c ==
In InN+ 2] +C 5—|nf+2
Shunday qilib,
X 1
tg~z
J=—n 2 2+
tg —+2
2
boiadi. »
8-misol. Ushbu
<B8X
1+sin X +cos X
hisoblansin.
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~Bu integralda

i°—=t
almashtirish bajarib, bunda
2
dx =——-dt,
I+t
21
smX=n
1 +t
I-t2
X =
1+/
k> lishini e’tiborga olib topamiz:
2dt
+
2 1+t2 dte
N 1+t2 \+t2+2t +\-t

=Inll40N\4+C=1In 14
1 N2

J14-t 1
Eslatma. Ba Zi hollarda
sinx-/, cosx-/, tgx~i
iilmashtirishlar integrallarm hisoblashni yengillashtiradi.
9-misol. Ushbu
dx
J -h14sin“x e f

un <xd hisoblansin.
A Bu integralda tgx =t deymiz. Unda

X - arctgt, dx =(arctgt)\r:of =1—1— dt)

sin2X tglx r
siir X4cos“x ~ tg x41  14r

. 0
sm X

lu»1lib,
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wct dt 1 '(>£m

P W | - h
1+ +2t2 yfl (J-

1+t
=—= arctg {"2 mj +c =-j= arctg (V2 «tgxj+c

boiadi. »
Eslatma. Ayrim trigonometrik funksiyalarni integra/id
trigonometriyada Ta ‘lum bo ‘lgan ushbu

sinasin /?=-~[cos(«-/?)-cos(a +/7)],
cosa cos/?="[cos(ar-/?) +cos(a+/?)],
sina-cosP =-"[sin(«-/7?) +sin(a +/?)],

sin a Mos a :Esin 24,

1- cos2a
sm
2 1
1+ cos?2a
cos“a

formulalardanfoydalanilsa, integrallar oson hisoblanadi.
10-misol. Ushbu

Jsin BXecos 5xdx

integral hisoblansin.
m«Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

Jsin 3Xecos 5XAX = J7sin 8x +sin (-2X)Jt/x =

fsin 8Xdx - — fsin 2 xdx =
J 2J
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~~Jsin8xd(8x)--~-~ jsin2xd(2x) =~cos8x +

I *cos2x +c¢ COS 2X - —T0s 8X +c.
\ 4 ' 16
1l-inisol. Ushbu
.) - Jsin xcos4xdx
Itil"yinl hisoblansin.
ABu  integralni  hisoblashda  yiugorida  keltirilgan
I mul.ilardan foydalanamiz:
sin2xV I+cost0I

2 2

1 j(sinxcosx) cos3xJx =1 xm

" [sin22x(l +cost)<ix=-8jsin22xdx+-1 Jsin*2xcos2xdx

1fL.E£5Ei"Xx+i.l fsin32xd(sin2x)=  f(1-cos4x)edx+
NI 2 8 21 JI6 J
A i AN
1 "strr 2xd (sm ?xlfzix SIn4X_ g5 2X+C_ >
16 J v " 16 64 48

Mashqglar

Ushbu anigmas integrallar hisoblansin”

c X , FoxfoX

1 X-Vx"+| wd-xT -1

3 f— — 4. [cos3x mcos 2x dX
¢sin3xcos5x J

jcos52x-sin7 2xdx
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24-MA’RUZA

Aniq integral tushunchasi. Aniq integralning xossalari
24.1. Masala

Faraz gilaylik, moddiy nugta to‘g‘ri chiziq bo‘yicha [/0,
vaqt oraligida V —V (t) tezlik bilan harakat gilsin. Uning shu va
oraligida bosib o‘tgan yoii S topilsin.

Ma’lumki, tezlik o'zgarmas, ya’ni V(t) =\ =cons
boisa, uholda o‘tilgan yoi

s =K (t-i0)
boiadi.

Agar tezlik t o'‘zgaruvchining (te ixtiyo
funksiyasi boisa, unda masalani yechishga quyidagicha kirishiladi:

1) vaqt oraligi [/0, T] ni t)tvt2,...,tn  (tn=T) nugtal ’
yordamida n ta qismga ajratiladi, bunda

N <h <" <h <*tN\<K“n’

2) har bir ,tkd] (k —0,1,2,...,/7-1) oraligda ixtiyori
bK nuqtani olib, tezlikning shu nuqtadagi giymati V (£A)
topiladi:

3) V(gt) ni [/D)]] oraligning uzunligi (f*+-/*) g«
ko'pavtiriladi.

(&=0,i,2 : . )
Bu miqdor, tezlik V (t) ni [V,,l. tj oraligda o‘zgarmas va u

Y (4k) 8a teng deb olinganda, nugtaning [/A”.+] oraliqda bosib
o‘tgan yoiini (tagriban) ifodalaydi.
4) (1) ko‘paytmani k ning (k =0,1,2,....,n-1) qgiymatlari
uchun yozib, so‘ng ulami yigib ushbu



vijli'indini hosil gilinadi. Bu yig'indi ushbu E orgali quyidagicha
vir/iiadi;

k=0 (2>

Ravshanki, (2) yigindi nuqtaning [/067 oraligda bosib
nYuan yo'lini tagribiy ifodalaydi, chunki tezlik V(t) vagtning
txuvoriy funksiyasi boigan holda uni har bir [tk kit] da o4zgarmas
1'(4 ) deb olindi. Demak, -N

$ ~ ){h+\ ~k) »

A-0
/A, ik-tstk deb, bu K (/:=0,1,2,....u-1) laming eng
kaUasini A deylik.

Endi [/0,7'"] oraligning bo4aklash sonini orttira borilsa

(bunda har bir Atk nolga, ya’ni A—>0 intilsin), u holda

A-0
miqgdor izlanayotgan yo'lni tobora aniqroq ifodalay boradi;
Binobarin,

n~\

bo ladi. ;

Shunday qilib nuqtaning tezligiga ko‘ra o‘tilgan yoini
lopish masalasi maxsus tuzilgan yigMndining limitin'! topishga kelar
ekan.

Shunga o‘xshash ko'pgina masalalar, jumladan sterjenning
zichligiga ko'ra uning massasini topish, egri chizigli trapetsiyaning
yuzini topish, owgaruvchi kuchning bajargan ishini topish
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masalalari ham yugoridagiga o‘xshash yig‘indining limit
topishga keladi. Bunday yig‘indining limiti oliy matematik
muhim bo‘lgan aniq integral tushunchasiga olib keladi.

24.2. Aniqg integral tushunchasi. Integrating mavjudligi

Aytaylik, y =f(x) funksiya [a,6] segmentda beril
bo‘lsin. Bu segmentni
x0,x1,x2,...,xnl,xn (x0=a, xn=b, x0<x, <..<x,,) nugta*

yordamida n ta

bo‘lakka ajratamiz. Bu boiakchalaming uzunliklarini mos ravis'
quyidagicha belgilaymiz:
Ax0=x, -x0 (x0=a),

AX, =X2- X,,
JXn —x k- Xk,

=, rVv , (x,,=b)
Odatda Ax0,4x,,...,AxH, kesmalar sistemasi (to‘plara

\a,b\ segmentni bo‘laklash deyiladi va uni /1 bilan belgilanadi:
A ={Ax0,AX,,...,.AX,,_,}.
Bu Ox0,4x,,.,,, AX(Lj laming eng kattasini |4 deylik:
ji] =max{Ax0,Axl,...Ax,_1}.
Har bir tayin A boiaklash [a£>] segmentining bitta bo'limshin]|

aniglaydi.
Har bir bo‘lakchada ixtiyoriy ravishda bittadan

*

nugtalarni olib, bu nuqtalardagi funksiyaning giymatlari
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in mos ravishda boMakchalaming uzunliklariga kokpaytirib
/ (so )" 1y * Tee®2 / (b/1-i ) A/ 1
ipividagi
I=/(4) oJFo+/ (6 )MA* +omm-/ (&) oJT** +
n-[
+ +/(4-.)-AV. =2/ ("*)AX* =
A-0
si”s mdini hosil gilamiz,
Odatda,

°'=Z /(") Ax* (3)
yijZindi /(<) funksiyaning integral yig‘indisi deyiladi. Bu
Vi(“indi  [<2,6] segmentning boiaklanishiga, hamda har Dbir
Imlakchada olingan % nuqtalarga bogiiq bo‘ladi.

Endi \a, b\ segmentining shunday bo‘laklashlar ketma-

ketligi
mnz,..., A",.. (4)
in olaylik, ular uchun
limlIA1=0

n->¢j

bo4sin.
Ixtiyoriy (4) ketma-ketlikni olib, bu ketma-ketlikning har
bu hadiga mos integral yig'indilami tuzamiz. Ular

CTpCT"0-,,... ... (5)
kctma-ketlikni hosil giladi, bunda

an
k0

Ta'rif. Agar har bir bo ‘lakchada olingan ixtiyoriy £k

nugtalarda {(7n) ketma-ketlik har doim bitta 1 songa intilsa, (uni
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wl
ning limiti deyiladi), ,/(x) funksiya [
A

segmentda integrallanuvchi, 1 son esa f (x) funksiyaning
segment bo yicha aniq integrali deyiladi va n
b

\f(x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

limcr,,(x) =1 =)f{x)dx.
1
Bunda a son integralning quyi chegarasi, b son

integralning yuqori chegarasi, [a,b] segment integrallash ora
deyiladi.

24.1 da Keltirilgan masalaning yechimi, o‘tilgan S
tezlik V(t) ning [/0 7] oralig bo‘yicha aniq integraldan i

ekanligini bildiradi:
T

S=jv(t)dt
i

Misol: Agar [ci,b] da f(x) =c-const bo'lsa, nholda
b
jc -dx=c-(b-a)
a
bo 4ishi isbotlansin.

< \ci,b\ segmentning ixtiyoriy bo4akiashi

[a,X]], [Xj,X2], [x2,13],..., [XANAi],...
ni olib, har bir bolakchada bittadan ixtiyoriy
bo' M’ 98" >Hk <\
nugtalami tanlaymiz. Ravshanki,
/(4) =<-/(E)=c,f(Z2)=c , )=c../(E,_)=C
bo'lib,
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o/ WCAXg 4 C sAXLAC AN 4. 4 C*AXN 4 ...+ C *AXA N~
(NIXN 45 AXj 4 AT-, b .. 8 AXK b & AXW ) 7
—a 4 X7 A ~X 4. A Tkt X+ b b—XH#,) —

r-(A-a)
Ini* huli. Demak,
b
élcm=2_r>nma =L|_n>100c-(b- a)=c*6-a). »
Xususan, 7/ (x) =1 boisa,
b b
JItix ~jt/x - b-a

a a

In>kuli..

Yugorida funksiyaning aniq integrali integral yigindining
limiti sifatida ta’riflandi. Albatta, yigindining limiti integrallana-
Hijan funksiyaga bogiig boiadi.

Integral yigindi limitining mavjudligini ko'rsatish (ya’ni
hmksiyaning integrallanuvchi boiishini isbotlash) ancha murakkab
ho lib, ular maxsus adabiyotlarda ma’lum sinf funksiyalari uchun
r.hotlanadi. Biz quyida bunday teoremalardan birini isbotsiz
keltiramiz.

Teorema. Agar / (x) funksiya [ci,b] segmentda uzluksiz

fu»'lsa, n shu oraligda integrallanuvchi bo ‘1adi.
Eslatma.

1) Agar f (x) funksiya [6r,6] da integrallanuvchi bo'lsa, n
| /M da chegaralangan bo 'ladi.

2) Agar /(x) funksiya [#,&] da chegaralangan bo‘lib, n
\a 4 ning chekli sondagi nugtalarida uzilishga ega va golgan

hit lut nugtalarida uzluksiz bo‘lsa, f (x) funksiya [a,Z] da
inft <nTillamivchi bo ‘ladi.

295



24,3. Aniq integralning xossalari

Funksiyaning aniq integrali gator xossalarga ega,
xossalardan aniq integralni hisoblashda va uning turli soha
tatbiglarida foydalaniladi. Ko‘p hollarda xossalaming isboti
integral ta'rifi va funksiya limiti xossalaridan kelib chigadi, (
xossalarni keltirish bilan kifoyalanamiz:

1) Anig integral

\.f(x)dx

da x ning o‘miga ixtiyoriy harfishlatilishi mumkin:

jf(x)dx= jf(t)dt = Jf(z)dz vah.k.
a a n
2)Ushbu

Jy(A-) =0,
a

b . a

17 (fX= - T/

a b
tengliklar o‘rinli.

3) Agar f(x) funksiya [a, ft] da integrallanuvchi boi
holda c-f(x) funksiya (c =const) ham [q,ft]
integrallanuvchi va

je-f(x)dx =cmf(x)dx
bo‘ladi.
4) Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,6] da integral

nuvchi bo‘lsa, u holda f(x) +g(x) funksiya ham [a,ft]

integrallanuvchi va
b b

I/ (o*)+#(*)} &= \f{x)dx+
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Inr ladi,
5) Agar /(x) funksiya [a,b\ da integrallanuvchi boiib,
i\iiyoriyx e [aZ>] da /(x)> 0 boisa, uholda
b
jI[xyix >0
a
bo'Lidi.
6) Agar /(x) va ~(x) funksiyalar [a,fe] da
intrgrallanuvchi  boiib. ixtiyoriy x € [a,b] da /(x)<g(x)

boisa, uholda

b b
J/ (x)ix< Jg(X)E&
a a

boiadi.
7) Agar f(x) funksiya [a,b\ da integrallanuvchi boisa, u

liolda bu funksiya \ab\ ning istalgan [«,/?] qismida
/l'le | integrallanuvchi boiadi.
8) Agar /(x) funksiya \a,b\ da integrallanuvchi boiib,

ii<c<b boisa, u holda funksiya [fl,c] va [c,b] da
integrallanuvchi va
b

c b
J/ (x-yix =1/ (xyix +jf (x)dx
a a c

boiadi.
Aytaylik, /7 (x) funksiya [a,b] segmentda berilgan boiib,

nshu segmentda integrallanuvchi boisin.
Ushbu

miqdor / (x) funksiyaning [a,6] dagi o‘rta giymati deyiladi.
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9) Agar f(x) funksiya [«,/)] da uzluksiz bo*l

holda shunday ¢ nugta (a <c <b) topiladiki,
b

Jf(x)dx=f(c)-(b-u)
a
bo‘ladi. Bu xossa o'rta giymat hagidagi teorema deb ham yuritil

Mashqglar

Berilgan funksiyalaming ko‘rsatilgan oraliglardagi o'
giymatlarini aniglang:

1./(x) =x2, [0,1].

2,/ (x) =Vx, [0,100].
3. Agar
J'(x) =e2x,a-0,b =]
boisa, uholda ¢ ning ganday giymatida ushbu
b

jf(x)dx =f(c)-(b-a)
a
tenglik oiinli boiadi?
4. 9-xossadan foydalanib, quyidagi integrallar baholansin:
-X 1 2 100 -r

A — . h — n.

f— : i f-5—
«1+0,5c0sX JV I +i 0 A+100

298



25-MA’RUZA
Aniq integralni hisoblash. Aniq integralni tagribiy hisoblash.
25.1. Aniq integralni hisoblash usuilari

1°.  Aniq integrallarni Nyuton-Leybnits formulasi
yiM'damida hisoblash. Aytaylik, f(x) funksiya \a,b\ segmentda

ii/luksiz bo‘iib, F(x) funksiya esa uning segmentdagi
Imshlangich funksiyasi boisin:
F'(x) =f(x).
Ravshanki, f(x) funksiya [«/>] da integrallanuvchi,
yn'ni
Jf(x)dx

iiiavjud. Bu integral uchun

b

\f(x)dx =F(b)-F(a) (1)

a
bo lishini isbotlayrniz.

segmentni
N seee>X 0 X, (8 ~XQ<X, <..<Xtll <Xn=bh)
imcjlalar yordamida n ta
EfLX, ™ Xij [*«lN]
buiakchalarga ajratamiz. Har bir boiakchada F (x) funksiyaga

I agranj teoremasini qoilab topamiz:
/(v))—F (a) =t ’, ~ih) = 7(M0) *AX0, a <G <x:

foa,)-F (<) =F'(#1).(52- x) =/ (2)-Axl, x <£<x
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Bu tengliklami hadlab go'shish natijasida
r(*)-/r(«)=t / ( f . ) (2
k=0
hosil bo‘ladi. 7/ (x) funksiya [a,6] da integrallanuvchi bo‘l
uchun

KQ a

boiadi. (2) tenglikda limitga o‘tsak, unda
b

J/ (x)-afx =F(b) —F(ci)
a
boiishi kelib chigadi. Shuni isbotlash kerak edi.
Odatda (1) formula Nyuton-Leybnits formulasi
yuritiladi. Bu formula yordamida aniq integrallar hisoblanadi.

(1) tenglikning o‘ng tomonidagi F(b)-F(a) (yo/.u
gisga gilish magsadida) 77 (x)]|’ kabi yoziladi:
F{b)-F(a)-"F (x*,
\ f{x)dx = F (x)[

Shunday qilib,

b
\.1(x)dx
a
integralni  Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib hisobla

uchun avvalo / (x) funksiyaning anigmas integrali hisoblanadi:
jff(x)dx - F(x)+C
Soiig
Ne  +C)[;=T(*)+C-(P(a)+C)=T(()-"(.)
topiladi.



1-Misol. Ushbu

Jsin xdx

mil -gritl hisoblansin.
Maiumki,

Jsin xdx = -cosx +c

Unda
71

j'sinxdx =(—osx +c) 2 =—€0s—(-c0s0)=0+1=1

0 2
boiadi. »
2-Misol. Ushbu
|
| xudx (no-1)
0
integral hisoblansin.
Af = Xn funksiyaning anigmas integrali
r'4
Xrx =—
n+1
bolganiuchun
i . A 0
jxnmdx - -—-+
0 yr+1 0 n+l n+l1 wu+l
boiadi. »
3-Misol. Ushbu
a 2
f-m —~dx (a > 0)
~a +x*“

integral hisoblansin.
ABu integralni Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib
lusoblaymiz:



no1 « X3 ad(a3+x3)

Jé-+x w +x ) alrx3d
a' +X'
) N
e’ tihat=1in2B8 - Ly A
3 3 3 a" 3
Eslatma. Aytaylik, /(x) funksiya scgme

uzluksiz bodsin. (¥ [a,Z>] dy. integrallanuvchi bo lib, integral
xossasiga ko‘ra [a,x] da (a <x <b) da ham integrallan
bo ‘ladi:

//(<>%e

Agar F(x) funksiya /(x) ning boshlang‘ich funksi

boisa, ya'ni
F'(x) ~f (x)
boisa, uholda Nyuton-Leybnits formulasiga koia

1/ ()-A =F (x)-F (a)

boiib, undan

//(/)'<*/ =(F(*)-F(0))'=r(x)

boiishi kelib chigadi.
Demak,

//('>*
funksiya /(x) ning boshlangich funksiyasi. Bu uzluksiz funksi
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Im doim boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lishini bildiradi.
2°. Aniq integrallari»! o‘zgaruvchini almashtirish usuli

liiliui  hisoblash. [«,6] segmentda uzluksiz boigan f(x)
luiik.Niyaning aniq integrali
b

\f{x)dx 3)

a
m lissoblash kerak boisin. Ko'p hollarda bu integralda
n /jMnivchini almashtirish natijasida u soddarog, hisoblash uchun
ml.iyroq integralga keladi.

(3 ) integralda
X = <p(t)

ilcviik, bunda <p(t) funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) x=(p(t) funksiya [«,/?] da uzluksiz (p'(t) hosilaga

ega,
2) ixtiyoriy tel[a,/3] da a <(p{t)<b Ba (p(a)-a,
<p(/1)=b.
U holda
b iB
\f{x)dx=\i(<pft)-<p{t)dt
a ot
boiadi.
< Faraz qilaylik, funksiya f(x) ning boshlangich
funksiyasi boisin:
H *)=/(*)m
Ravshanki,
/M 0)] =F\<P{))P{)=fFf(P(OYL-
Demak, F(<p(t)) funksiya da / {t)

lunksiyaning boshlangich funksiyasi boiadi. Unda Nyuton-
I cybnils formulasiga ko‘ra
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j T (<p(0) m?"(*)&.= F(<p(p))-F(<p(a)) =F(b)-F (a
boiadi. Ikkinchi tomondan
n
Jf\x)dx ~ F(b) - F(a)

boiishi maium. Keyin ikki tenglikdan

b
if(x)dx = Qf((p(t)) (p'(t)dt (4)
boiishi kelib chigadi.
4-Misol. Ushbu
Jn/x +1dx
integral hisoblansin.
x=2/-1

almashtirish bajaramiz. Unda
x=1dal1l=2t-1,yani t=1,
x=3da3=2t-1,yanit- 2
boiib,
dx =2dt

bo‘ladi. Natijada
2 1

1Yx7k/n* = |nA72dt=2"2 pdt
boiib,

=-22-1
+11 3v

boiganligidan
FVT+Wx =22 @8- D=—) (V8- )
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boiishi kelib chigadi. »

5-Misol. Ushbu |

AN wva dx

imi 'ial hisoblansin.
*(Bu integralda

yfhhx1— vya'ni x*yft2- 1
Jilmashtirish bajaramiz.

Unda
Xx=0 dat=1,
fA=1dat=yfl
t
dx=(>F-1) «dt = dt
SiT~\
boiib,
3
bo‘ladi. Demak, '
I D -
bafi+A2dx = L
6-Misot. Ushbu
In3 dX
I = lpx. e

mii hisoblansin.
*4B\i integralda
eA-t yani x-In/
JAlmashtirish bajaramiz. Unda
X=In2 dat=2,
n- In3daf=3,
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boiadi. Ravshanki,

4k ThH N |HR(TL

1
-1 In— In- -im |I.
3 2

I m
2

2 /+12 21 4
Demak,

In2

3°. Aniq integraliarni boiaklab integrallash usuli
yordamida hisoblash.

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,&] da uzluk
uzluksiz f'(x) va g'(x) hosilalarga ega bo'lsin. Ravshanki,

(f(x)-g(x))" =f(x)-g(x) +f(x)-g"(x).
Ayni paytda

J(F(x)-g(x))dx= f(x)-g(x) b
bo‘ladi. Demak,
g[/'l\/l °g (x) +f ( x) E{*)Y X=f(x)-g (x)
boiib, undan
11(x)-g {x)dx " f(x)g (x)B-1f'{x)-g (x)dx  (5)

a

boiishi kelib chigadi. Bu formula yordamida aniq integral
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hisoblanadi.
Yuqgoridagi (5) formula aniq integrallarda boiaklab

infcjLiiallash formulasi deyilib, uni
\f{x)dg(x) =f(xyg (x)b-1g(x)df(x)

kibi ham yozish mumkin.
7-Misol. Ushbu

JxeWx

ml, xral hisoblansin.
m4BuU integralda

f (x)=x, dg(x)=e'dx
ik-vnuz. U holda
df(x) =f (x)dx =(x) dx =dx,
g(x) =jVe/x =ex
boiib, (5) formulaga Iio‘ra o
jxe'dx :xexJ - j!exdx

boiadi. Ravshanki
T ;-1 -ex-0-<?° =e, je'dx=ex =e'-e°=e-|I.
Demak,
}xeidx =e~(e-1) =11
8-Misol. Ushbu

Jin xdx

integral hisablansin.
< Bu integralda
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[X)=Inx, dg(x) - dx
deymiz. U holda

th (v)=f'(x)dx ~(Inx) dx- —dx, g(.v) =4a

boiib, (5) formulaga koia

> 2 ¥ 1 .
Jinxdx - xInx - Jxm—dx=2In2-1in 1-

A\dx =21n2-(x) =21n2-(2-1)=21n2-|

boiadi. »
9-Misol. Ushbu

Jx3arctgxdx

integral hisoblansin.
< Bu integralda

/ (x) =arctgx, dg(x) ~x3dx
deymiz. IJ holda

df(x) =f'(x)dx =(arctgx) dx = —— j dx,

boiib, (5) formulaga koia
1 1
\x*arctgxdx =—x4 earctgx £ =—mix
J A 6 AVlay
boiadi. Ravshanki,
1 1 1n K
X arctgx arctgl--—- 0 mrctg0 =
d d J 4 4 16

Keyingi integral quyidagicha hisoblanadi:
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1 vl dx= 3’5/--1[:_9_~+i})(=_ ﬂ (V +1)(x2-1) 1 i

I - A X2 J 1+ X2 1+ X2

J(x2-1)ax+ 1-*L. = (i_ _ %) 4 +arctg\ld

0 ol+*" 3
L 1+arct'A =21—n .
3 4
Demak.
[x’\arctgxdx-n 1/2n\ K ;1 n 1_

J
16 4 3 4 16 6 16 6
25.2. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash

/ (x) funksiya [#,&] segmentda uzluksiz bodlib, uning

boshlangich funksiyasi maium boisa, bu funksiyaning aniq
mk'grali  Nyuton-Leybnits formulasi yordamida hisoblanishim
ko4dik. Ammo boshlangich funksiyani topish har doim oson
boiavermaydi. Agar integrallanadigan funksiya murakkab boisa,
ko p hollarda uning aniq integralini taqribiy hisoblashga to™g ri
kehidi.

Maiumki, aniqg integral integral yigindining limiti sifatida
i.iiiflanadi. Demak, integral yigindi aniq integralni taqribiy
ibulalaydi deb garash mumkin.

Biz quyida anig integralni taqribiy hisoblaydigan
lormulalarni keltiramiz.

1°. Tofg'ri to‘rtburchaklar formulasi. /(X) funksiya

[</./] segmentda uzluksiz boisin. Ravshanki, bu funksiyaning aniq

muU:grali
b ?
()N
a

mavjud boiadi. Bu integralni taqribiy hisoblash uchun [a,/?]

309



segmentni
a=x0<x <x, <..<xk<..< <xn-b
nuqtalar yordamida n ta teng boiakchalarga ajratamiz. Ravs
bu holda
- - 0
h-a bra A _gi 1

boiadi. So‘ng /(*) funksiyaning xk(k=0,1,2,.../!
nugtalardagi giymatlari
f(xK) (~=0,12,

ni hisoblaymiz.
Anig integral xossasidan foydalanib topamiz:
|/(@)in?2x =]F(x) dx+ 3/ (x)dx +— ¢

a a M

xkd o) (6)
+ Jf(x)dx +—+ |/(X)1?x

A -Vi
Agar

VI "
Jf(x)dx (k~0,1,2,..,.9-1)
4
integralda integral ostidagi /(*) ni f(x k) bilan almashtir

unda ushbu
-Vi:

37 (X)dx* 7 (X)) +(x,4- X) =/ (**)e AX,

X
tagribiy formula hosil boiadi. Bu tagribiy formulani (6) tenglikn
0‘ng tomonidagi harbir integralga qoilab topamiz:
b
i/ (x)dx» / (X0) «Ox0+/ (X,) *AX, +eee+/ (XK) ¢AX* +eee+
a

+f(xn,)-Ax,_, =f(x 0)-—n- +/(X’)-AFA +-7+/(xa])--"

310



Natijada

(/(x)dx * b-a (/7 (a0)+/ (*,) +m+F(xK)+oo+./(V, )

\f(x)dx* ——E£ / (**) @)
1 *=0
|m]iibiy formulaga kelamiz. Bu (7) formula to‘g‘ri toitburchaklar
fimu lasi deyiladi.
2°. Trapetsiyalar formulasi. Bu holda aniq integral
b

Jf(x)dx

a
H lagribiy hisoblaydigan formulani keltirib chigarish uchun 1° da
ki*(irilgan dastlabki ma’lumotlar va belgilashlardan foydalanamiz.

Avvalgidek, [a,b] segmentni n ta teng boiakchalarga

ttiutib, har bir [aa,x*+] bo'yicha olingan integralni quyidagicha

1)+ (¥ 4)

Liijnbiy ifodalaymiz. Bu taqribiy formulani (6) tenglikning oiig
lomonidagi har bir integralga qoilab topamiz:
/ 1) +f(x0) +/(x,)+/(*)

\f(x)dx *
2

PR+ g« + b1 W A AX.

on )+2/(x,)+2fix,)+..+ 2/ (xn_,) +f (xn)).

Natijada
h—a mAf (XK)+f { xk+l) (8)
n o "2

i.itji ibiy formulaga kelamiz. Bu (8) formula trapetsiyalar formulasi

\f{x)dx
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deyiladi.
3°. Parabolalar (Simpson) formulasi

Bu holda \a,b\ segmentni In ta teng boiakka bo‘lib
[X2n>>(2n+2] 0,1,2 ..... l/\
boiakcha bo'yicha /7 (*) funksiyaning integralini quyidagich

(X)X 8 A~ -[F{X2K) +4F(x AH) +F (X~ +2)]
(k=0,1,2,...,m-1) tagribiyifod&laymiz.
Keyingi taqgribiy formulani k ning 0,1,2,..,

giymatlari uchun yozib, so'ng ulami hadlab golshib, ushbu
b

JF(X)dx ~« =« Z [/ (XA +4/ (/M) +T(XKR)] =

HO0)+/(JR) +4(7 (M) +/ () +-'-+ /(N-1) +
F2( 1)t coa) oot (0 2))]

tagribiy formulaga kelamiz. Bu (23) formula parabolalar (Sim
formulasi deyiladi.

Eslatma. Odatda, taqgribiy formula chigarilganda, al
uni gollanilganda yo 7 qoydadigan xatolikni aniglash |,
baholash lozim bo fladi. Buning natijasida tagribiy formUt
0 zaro tagqoslanadi.

Integrallanadigan  f(x)  funksiya tegishli tarti

uzluksiz hosilalarga ega boiganda:
1) To'g‘ri to‘rtburchaklar formulasi (7) ning xatoligi

$ =\f{x)dx-*— L f{xK)
« n *o

uchun

RN ~24n (ceM))
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2) Trapetsiyalar formulasi (8) ning xatoligi

J n TZ 2

linn

R
> 12n

3) Parabolalar (Simpson) formulasi (9 ) ning xatoligi

I, {/ (X)dx- —— [/ (x2k) +4/ (x2kH) +] (x2k+2)]
” k0
b
n 2880n (ce (a.b))
"Lidi. (Qaralsin, [2])
1-Misol. Ushbu
V dx

liili vrtil tagribiy hisoblansin.
< [0,1] segmentni 10 ta teng bo‘lakka bo‘lamiz. Bo'linish
nuqtalari
Xg=0, d]=01, x2=0,2; x, =0,3;
XA=0,4; x5=0,5; Xx6=0,6; x7=0,7;

Xy 0,8, X 0,9, HQ—1*0,
ho lib, bu nugtalarda

"Uu-ih
liinksiyaning giyinatlari quyidagicha bo'ladi:
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Mashqlar

Ushbu integrallar o'zgaiuvchilami  almashtirish
bo' laklab integrallash usullari yordamida hisoblansin:

1 Jifcosxdx . 2. jVsinxdv.
£_ *
3. J' (cos2x +x sin x] dx 4. [1 e" +e'X) tgxdX

To'g'ri to‘rtburchaklar hamda trapetsiyalar formula

yordamida xatoligi 10 2 dan ko‘p bo‘lmagan taqribiy qiy
hisoblansin:



26-MA RUZA
Aniq integralning ba’zi-bir tatbiglari

Matematika, fizika, mexanika hamda fan va texnikaning
Imli  sohalarida uchraydigan ko‘pgina masalalar ma’lum
hmksivaning aniq integralim hisoblash bilan hal etiladi.

Biz quyida geometrik hamda fizik masalalami aniq integral
vci damida yechilishini bayon gilamiz.

26.1. Tekis shaklnitig yuzini hisoblash

Aytaylik, 7/ (x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz boiib,
W e\a,b] da /(x)>0 boisin.
Yuqoridan j (x) funksiya grafigi, yon tonionlardan

\ a, x =b vertikal cliiziglar hamda pastdan abssissa oagi bilan
clicgaralangan aABb tekis shaklni garaylik (1-chizina).

Odatda, bunday shakl egri ehizigli trapetsiya deyiladi.
itNllib egri ehizigli trapetsiya yuzaga ega boiadi (qgaralsin [2]).
I Ining yuzini topish masalasini garaymiz.
[a.b] segmentni
a=x()<x <x2<..<xk<..<xwl<xn=b
migtalar yordamida n ta bo'lakka boftamiz, bunda
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AX, 'ky ®K (K=0,1,2,.
deymiz. Har bir [xkxk] da.ixtiyoriy nugtani
funksiyaning shu nuqtadagi giymatini Axk ga ko‘paytiramiz:

/(& )*% ,-
Bu miqgdor asosi Axk va balandligi /(<?*) bo‘lgan to

to‘rtburchakning yuzini ifodalaydi (1-chizma). U XKAKBKXKi

ehizigli trapetsiyaning yuziga tagriban teng boiadi.
Ushbu

n—

k~0
yig‘indi esa aABb egri ehizigli trapetsiyaning yuzi S ga tagri
teng bodadi:

x*1/(& )m A*
k=0

Endi [a,b] ning bo'laklash sonini orttirib borilsa, ya’ll

cheksizga intila borsa,
ni

kb
miqdor izlanayotgan S yuzani tobora aniqroq ifodalay boradi.

Binobarin,
«l

S=IimE/ (&) At e
*)
Ravshanki,

Jim = \/{x)dx.
g

Demak,
b

S = | /(xX)<ix.. (1)
a
[-Misol. Quyidagi
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1.
y ~o, x=\ x=3

i In n[lar bilan chegaralangan shaklningyitzi topilsin.
~ Bu shakl 2-chizmada tasvirlangan:

(1) formuladan foydalanib topamiz:

?2 "B\

S - N~xXX=—jVrfx = 13
o

Aytaylik, va f7(x) funksiyalar

[a5%6] da uzluksiz boiib, Vxe[a,&] da
0<./i(*) M f2(*)
ho Isin.
Yuqoridan f2(x) funksiya grafigi, pastdan / (x)

liuiksiya grafigi, tomonlardan x~-a, x- b vertikal chiziglar
Inlan chegaralangan shaklning yuzi

S=jf2(x)dx- {£;()dx=I[/2(x)- 7,(*)}& (2)
It

l'o ladi (3-chizma).
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3-chizma

2-misol. Ushbu
y=x, y=2-X2
chiziglar bilan chegaralangan shaklningyazi topilsin.
M Awalo
[y =x
\y =2-x2

sistemani yechib, chiziglarning kesishish nugtalarining
abssissalarini topamiz (4-chizma):
X=2-X2 =X2+X-2 =0 =>x =-2, X?=1

Bu shaklning yuzini (2) formuladan foydal
hisoblaymiz: )
[ i
S- |[M2-a:2)-xJdx- JN2- x2- xNdx =

2 -2
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T 9
2 2
Eslatma. ife /(n) funksiya [ci,b\ segmentda fix) >0
¥</) qaradik. Agar f(x) funksiya [a, 6] da ishora saglamasa, (1)
integral egtn ehizigli trapetsiyalaryuzalariningyig'indisidan iborat
ho'tadi. Banda OX o @ining yuqorisidagi yuza musbat ishora
bilan, OX o 4iningpastdagi yuza manfiy ishora bilan olinadi.
Masalan, OX o4 va f(x) =sinx ning 0<x<2n
nmligdagi gismi bilan chegaralangan shaklning yuzi
K i

3 = (2*__

S - Jsinxdx +(- |sinxdx) =(- cosA) -(-cosx) =4
boiadi.
Qutb koordinatalar sistemasida ushbu
r=f(g>), a <p<p

lunksiya bilan aniglangan AB yoyi hamda QA va OB radius
vcktorlar bilan chegaralangan (S) shaklini garaylik (5-chizma).

/17 \
/// /c
"A
n a
5-chizma
Agar 1 =/($?) funksiya da uzluksiz boisa, (S)
shaklning yuzi
bo'ladi.
3-misol. Qutb koordinatalar sistemasida ushbu
r2=a2cos2<yp
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funksiya bilan chegaralangan shaklningyuzi topilsin.

-4 r2=a2cos2(p tenglama bilan berilgan egri c
yopig chizig bo‘lib, u leniniskata deyiladi.

Lemmskata Dekart koordinatalar o‘qlariga nis
simraetrik joylashgan (6-chizma).

6-chizma

Izlanayotgan shaklning yuzini topish uchun u
I-ehorakdagi gismi (S) ning yuzini topish yetarli bo*ladi.
(S) shaklning yuzi (3) formulaga ko‘ra

R4 a2A an
S=—~Jr2d(p=— Jeos2(pd(p—— Jcos2(pd(2”) =

=— sin2fi>
4 Y
boiadi. Demak, izlanayotgan shaklning yuzi 4 “Z =a2 gateng,

26.2. Yoy uzunligini hisoblash

/(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz va uzlu
f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bu funksiyaning [a,Z>] dagi gra

AB yoyni (egri chizigni) tasvirlasin (5-chizma).



5-chizma
[a,b] segmentda

n x0,x,, Xiceexk,..., Xn\xn b

(@=x"<xloc, <..<xK<.-<n <xh=b)
nugtalami olib, bu nuqtalar orqgali OY o‘qgiga parallel to‘g'ri
i Inziglar o‘tkazamiz. Ularning AB yoyi bilan kesishgan nugtalarini

\ (xk 1 xK)) (k—9,1,2,...n; JD=J1,]In=B)
ilcymiz. So‘ng bu nuqgtalami o‘zaro to‘g‘ri chizig kesmalari
yordamida birin-ketin birlashtiramiz. Natijada AB yoyiga chizilgan
siiiiq chizig hosil bo‘ladi. Bu siniqg chizig perimetrim Ln deylik.
Ravshanki siniq chizigni

N (**>/(**)> AkH(xkH,f(x kH))  nuqgtalami  birlashtiruvchi
boiagmmg uzunligi (ikki nugta orasidagi masofa formulasiga
ko'ra)

VR + X ~F(XK)]2
bo'lib, siniq chiziq perimetri
K =1 >/ - X)2+[/(**¢)- XK )f
bo'ladi.
Endi [a,b\ segmentning boiaklash sonini orttira borilsa,
y;i'ni n cheksizga intila borsa, unda siniq chizig AB yoyiga
vaginlasha boradi, uning perimetri esa AB yoyining uzunligi | ni

borgan sari aniqroq ifodalay boradi.
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Bundan, tabiiy ravishda AB yoyining uzunligi deb
/=limLr=limY J(xkil - xk)2+[f(xk&)- f (xk)]’

X n AQ
garash mumkinligi kelib chigadi.
Yugorida aytilishiga ko4a f(x) funksiya [a,b] segmd

uzluksiz f'(X) hosilaga ega. Binobarin, u har bir [xk,xkH] da
shu xususiyatga ega bo’ladi. Har bir [xk,xk#] da f (X) ga La
teoreinasini qo'llab topamiz:
/M -/ M ~ f (M*><=>12,.,,1n-1)
bunda Axk =xk#i -x k va rke[n'Ax.H].
Natijada

1=Iim%:© XK2+[/'(r*) o(*/bl - Xk =

=lim A +/'2(ri) o(riH - xk) =lim£ I\ +f 2{tk) /L{
/9 b0
bo'‘ladi.

f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgani uc
u shu oraligda integrallanuvchi bo‘ladi. Unda integral yig*
ixtiyoriy Cke  ,xktl] da, jumladan Tk da ham chekli limit
ya'ni aniq integralga intiladi. Demak,

imyY Wr+f 1(<¥) oAxk= U\ +f 2(x)dx.

LLEN1] jrzo .
Shunday qilib, AB yoyining (egri chizigning) uzunli
h
/=y\ +f 1(x)dx 4)

boiadi.
1-misoL Ushbu

X3+ V3~a-
tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
~Bu yopiq egri chizig boiib, u astroida deyil
(6-chizma).
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Astroida koordinatalar o”glariga nisbatan simmetrik bo‘lib,
immg birinchi chorakdagi gismining uzunligini topisli yetarli
ho ladi (topilgan giymatni 4 ga ko‘paytirish bilan butun
iisiroidaning uzunligi topiladi).

Astroida tenglamasidan topamiz:

3
(2 2
yb=a3-x3,ya'niym al-x3

Ravshanki,

/
(2 21173” (2

2 i

_ ; 2
=3 ar-Xs f-~2 ?n:-r%-x3 X3
~2 |§< J o\ /

hoiib, birinchi chorakda 0 <x <a bo'ladi.
(4) formuladan foydalanib, astroidaning birinchi chorakdagi
tjismining uzunligini topamiz:
|4-= VI 2(x)dx=J U+ ox 3dx -

a/ -1 mill 3
=fVvl X 3-1dx- X Idx-—a,
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Demak. astroidaning uzunligi

/-4 ?a =6a
bo‘ladi.®
Aytaylik, AB egri chizig ushbu
[n=(p{t)
[y =y/{)

tenglamalar sistemasi bilan (parametrik ko‘rinishda) beril
bo‘lsin, bunda <p(f) va y/{t) funksiyalar [a,/?] da uzluk
(p\t) hamda y/'(t) hosilalarga ega. Bu egri chizigning uzunligi
Pr R
I=y<p'\t) +y"\t)dt (5)
a
bo'ladi.
2-misoL  Ushbu
[x=a(t-sint)
=a(l -cost)
parametrik ko'rinishda berilgan AB egri chizigning [0,271r] d
(sikloidaning) uzunligi topilsin.
A Bu egri chizig 7-chizmada tasvirlangan.

Y

29a

7-chizma
Bu holda
<p(t) =a{t-sin?), ~/(r)=o0(l-cos/)
bo‘lib,
=a(l- cost), y/'(t) =asint,
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(p2(t) +yA2(t) ~cr{\-cost)24-a2sin21=

=a22(1- cosO =Act25in22—,

]

holadi. ?(,?) formuladan foydalanib topamiz:
—_— [ 2,]

I- |J™a2-sin2—dt ~2a Jsin—dt =
0’ - o N

[t~2u, dt~2du va t—0 da u~o0, t-2Tcda w= =

Aytaylik, AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida
quyidagi
r=p{6), (a<s<ft)
longlama bilan berilgan bo'lsin, bunda p(0) uzluksiz p\0)
hosilaga ega. Bu egri chizigning uzunligi
P /-

1=y p2(9) +p2W)cW (6)
a
hoMadi.

3-misol. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan ushbu
egri chizigning (logarifmik spiral- 8-chizma)
9 O< ™ dagi uzunligi topilsin.

4 Kavshanki,
P{0) =ee
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boiib,
//72(0) +/2(0) =2e2*
bo'ladi. (6) formuladan foydalanib topamiz:

I=j42erd0="]edd0=42(e®*= & ((?-\)>
0

26.3. Aylanma sirtning yuzini hisoblash

Aytaylik, /(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo'l
Vx 6 [a,b] da /7 (x) >0 bo‘lsin. Bu funksiya grafigining
(a./(a)), (b,/(b))
nuqtalari orasidagi bo‘lagini AB yoy deylik.
AB yoyni OX o‘gi atrofida aylantirishdan hosil bo'l
sirt aylanma sirt deyiladi (9-chizma ).
Agar /(x) funksiya [a.b] da uzluksiz, u (a,b) orall

uzluksiz f\ x) hosilaga ega bo'lsa, aylanma sirtning yuzi

5=2a-]/(x)-"1+/"2(x)d'x )

bo‘ladi.
4-misol. Ushbu

X

f (x)="(ea+ea), a>0, 0<x<a
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.uinjir chizig'ini OX o'gining [0,a] qismi atrofida aylantirishdan

hosil bo *lgan aylanma sirtning yuzi topilsin.
A Ravshanki,

1 J £
/'(*) = € - e . =2—(ea—e a).

(7) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma sirtning yuzini
lopamiz:

a X X 1 - -
S =2xf-~(e“+e a)Jl +—ea~e a)y2dx=
0
a X a 2x
— J€" +e "M22dx=— " +2+e ")dxm
0
a & a = nar
—ea42x—e a (e2_e-2+4) .»
~2 2 2

26.4. Statik momeutlar va og‘irlik markazlarini hisoblash

Tekislikda m massaga ega bo‘lgan A nuqtani garaylik. Bu
migtaning koordinatalari x va y bo‘lsin; A(x,y) =A.
Ushbu
Mv=mwy, Mv—mK
migdorlar mos ravishda OX va OY o‘glariga nisbatan statik

momentlari deyiladi.
Aytaylik, tekislikda har biri mos ravishda

md,mx,m2,.....mny
massaga ega bo‘lgan

Ay Ax(d Anl (x(.y»_J)
migtalar sistemasi berilgan bo‘lIsin.
Ushbu
/i n\

M ,=/nuyyk, My =Y *mkxk
AD
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miqdorlar  ,A},A? Ninn nugtalar sistemasining mos ravi

OX va QY o'glariga nisbatan statik momentlari deyiladi.

Agar  nugtalar  sistemasining  barcha  massa
(Mm=mQ+/?2+... +mnl) C - C(x*?;*) nugtada bo"lib,
nugtaning OX va OY o'glariga nisbatan statik momcntl
sistemaning shu o‘qlarga nisbatan statik momentlariga teng, ya'nl

/1
M, yrys\
53]
1
My mx
K=0
bo'lsa, C — nugta sistemaning ogdirlik mar

deyiladi.
Keyingi tengliklardan sistema oghrlik markazin
koordinatalari uchun

A-=0 ICO

m . m 7/
In | m,

éﬁ) K0

boiishi kelib chigadi.
Aytaylik, AB egri chiziq (AB yoyi)
y=/(*), a<x<hb,
tenglama bilan aniglangan bo‘lsin, bunda s (. ) funksiya [2,/1]
uzluksiz /’'(a) Kosilaga ega. Bu egri chiziq bodyicha /ich

0'zgannas va u 1 ga teng bo4gan massa targatilgan. Ravshanki,
holda massa (u yoy uzunligi bilan zichlik ko'paytmasiga t
bodganligi sababli) yoy uzunligiga teng bo4adi.

(4) formuladan foydalanib topamiz:

m=j~ 1 +/ 2(x)dx 8)

Massali AB egri chizigning OX va OY koordin
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o'glariga nisbatan statik momentlarini hamda uning og‘irlik
markazining koordinatalarini topish uchun [a,6] segmentini
a=x0Q<x, <..<xnx<xn=b
nuglalar yordamida n bo‘lakka bo‘lamiz. Unda AB yoyidagi
A =A (xkwJ (xK) (*=0,12, n-1)
nugtalar AB yoyini n ta AkAkix boiakka ajratadi. Bunda AkAkix

voy bo'lagining massasi ( 8 ) formulaga ko‘ra
a . —
mk= JvI+f'2(x) dx (k=0,1,2,..,/7-1)

XK

bnladi.
Anig integralnmg xossasi (o4ta qgiymat hagidagi
li4)rema)dan foydalanib topamiz:

LWL =cp +/ 2£K)-&xK,
bunda £ e[xkxkH], Axk=xkix~xk.
Yugorida aytilganlarga ko‘ra &k, f (Ek)) nugtaning OX
vi OY o‘glarga nisbatan statik momentlari

MLL=9% /(fl)=/fe)-Vi+/'3te)-" .

M,L.T T>-4,=£IYII'Try1)-Ax,,
A=0,2,.,w-I) bo'lib,
(v/ (s®)). nugtalar sistemasining
fM' va OY o4glariga nisbatan statik momentlari

Mx=X/(EK)-tp +I 2(Ex)-AXK,
k9

nl
Mv= A k-fi+ fA).A xk,
A9

Urladi.
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Endi [a,b\ segmentning boMaklash sonini orttira boril

ya’'ni n cheksizga intila borsa, unda AkAk# yoyi nugtaga ayla

boradi, yuqoridagi yig'indilar esa massaga ega boigan 6
chizigning OX Ba OY o'glarga nisbatan statik momentini ifodal

boradi. Binobarin, (8) massali egri chizigning OX va OY o'qlaf
nisbatan statik momentlari

bo'ladi.
Ayni paytda

A-0
/A
A ' — Z
I~ ol :28) wite =\l
bo‘Iganligidan
A=)/ &)mb +f'2(x)dx, |, - JjceVl+/ 3(X) dx,
bo'lishini topamiz.
Shuningdek, (8) massaliegri chiziq og4rlik marka
C =C (x*,y * ) nuqta koordinatalari uchun

e b e b

wy If /“(x) dx [/ (x). yl-t- f* 2(x) dx
X* b ’
JVI+£'2(x)dx Inf+7"2()

bo‘ladi.



Mashqglar

1 To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasida berilgan
ijuyidagi egri chiziglar bilan chegaralangan shakllarning yuzasi
lopilsin.

a) y =x2+1, x+y =3.

b) y =sin 2x, y =sin X, £<x<rc.
2. Egri chiziq yoyining uzunligi topilsin.
a) v=i—-x£, 0<x<09.

b) v=Inx, 2>/2<x<2n/6.
3. Quyidagi egri chiziglami aylantirishdan hosil bo‘lgan
nylanma sirtlaming yuzlari topilsin.

, 2 2. o
a)y =x; x=-y, x=N" 0'qi atrofida.

b)y =tgx, 0<x <I; OX o'‘qi atrofida.

4.  Tenglamasi X—I—)(le boigan tolg‘ri chizigni
a

koordinatalar o‘glari orasidagi gismining OX va OY o‘glariga
nisbatan statik momentlari topilsin.

5. y =cosx egri chizig yoyining x ~——, X'=— nugqtalar

orasidagi gismining OX o0‘giga nisbatan statik momenti topilsin.
6. Ushbu
x2+4y2-16 =0, y =0
chiziglar bilan chegaralangan shaklning og‘irlik markazi topilsin.
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27-MA’RUZA

Xosmas integrallar

Avvalgi, 24-ma’ruzada [a,b] segmentda berilgan /
funksiyaning aniq integrali o‘rganildi. Bunda:

1) [a,b] ning chekli oralig,

2) shu oraligda / (x) funksiya chegaralangan deb qaral

Matematika va uning tatbiglarida integrallash oralig'in
cheksiz, funksiyaning chegaralanmagan hollarda uning into
bilan bog‘liq masalalarga duch kelinadi.

Ushbu ma’'ruzada cheksiz oralig bo‘yicha ha
chegaralanmagan funksiyaning integrali tushunchasi keltirilib,
o'rganiladi. ,

27.1. Chegaralari cheksiz (cheksiz oralig bo‘yicha) integrali

Aytaylik, f(x) funksiya [«+ct0) oraliqda (die
oraligda) uzluksiz bo‘lsin. Bu funksiyaning ixtiyoriy [a,t] ori
(chekli oralig) bo'yicha integrali

ni garaylik. Ravshanki, integral t ga bog‘lig bo’ladi.
1-ta’rif. Agar

limit mavjud bo ‘Isa, bu limit f (x) funksiyaning chegarasi che
xosmas integrali deyiladi va

kabi belgilanadi.
Demak,
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+ t

-Jllf(x)dx =lim |/(x)dx. ()

/—>+co J "

Agar (1) limit chekli bo‘lsa, jf(x)dx xosmas integral
a
V.ujmlashuvchi deyiladi.

-Ko

Agar (1) limit cheksiz boisa, | f(x)dx xosmas integral
u/oglashuvchi deyiladi.

Eslatma: Agar (1) limit mavjud bo'lmasa, ] (x)dx

a

\n\mas integral uzoglashuvchi deb garaladi.
1-Misol Ushbu _
2d
I dx

X
xosmas integralni garaylik. Bu integral ta'rifga ko‘ra

*Tz_k: lim Fik

J >K>]) pq“
bolladi. Ravshanki,
2+1 I|\
forl x-_l -1

2+110 -1 x 1 t 1
dx AN
—m= | 1— 1.

==y,

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi, uning
pymati 1gateng.

2-Misol. Ushbu
rdx
il +x2
osmas integralni garaylik. Ta'rifga ko‘ra

335



bo‘ladi. Ravshanki,

}{_QZS_Aarcigx rarctgt - arctgO = arctgt,
Al X

lim arctgt
Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi va
“Cdx _n
J1+jr 2
bo'ladi.
3-Misol. Ushbu
@
J X

xosmas integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
NAytaylik, a ™ 1 bo'lsin. Buholda

fA =lim fxX“Vx =lim —------
Joya /->+S5 /->-}-G0 ]
: 1 1
- lim
"el-al;t 1 oat 1/
bo‘ladi, a >1 bo‘lganda

bo‘ladi, a <1 bo‘lganda

+HC
rg}f = 400

Xa
bo‘ladi. Demak, berilgan integral a >1 da yaqginlashuvchi,
bo‘lganda uzoglashuvchi.
Aytaylik, a -1 boisin. Bu holda
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b<~1ib berilgan integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

4-Misol. Ushbu
| cos xdx
0
xosmas integralni qaraylik. Ta'rifga ko'ra
fac t

o . : t_.
OICOS xadx =/I_|>r+rgoécos xadx —/I_|>r+rgo(-5|n X) 0 —Jg%smt
bo'ladi. Biroq keyingi limit mavjud emas. Yuqorida keltirilgan
cslatmaga ko‘ra berilgan xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
Eslatma: f(x) funksiya (—e0,a) oraligda uzluksiz

ho ‘Ilganda
J/ (x)dx

\osmes integral, j (n) funksiya (—e0,+00) da uzluksiz bo‘lganda
HC

JT{x)dx
\osmeas integrallar yuqorida&fdek ta 'riflanadi:

M{x)dx= lim ~M(x)dx
@
0
~M(x)dx = | f(x)dx + j*/'(n<iv =Ilim J/(.v)dx +-
-oc —60 a |
t
:/Iim IT(x))dx.

->+00 J
a

Xosmas integrallar hagidagi keyingi ma’lumotlami

jf(x)dx
mtegralga nisbatan keltiramiz.
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27.2. Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari

Yaginlashuvchi xosmas integrallar 23-ma’ruzada o'rgft
gan aniq integrallarning xossalari kabi xossalarga ega boll
Jumladan,

1)Agar

jI(x)dx
xosmas integral yaqigashuvchi ho'lsa, 1 holda

|k H(x)dXx (A =const)
a
xosmas integral yaginlashuvchi bo 'lib,

j kE (X)dx =k |/ (n)dx
a a
bo ‘ladi;
2) Agar

VW)X . Jg(V)(/x

xosmas integrallar yaginlashuvchi bo(lsa, v holda
-0

a
xosmas integral ham yaginlashuvchi bo lib,

KO

(17 ()£ g0ONdX = 3 f(x)dx [g(x)dx
a a - a

bo *ladi.
3) Agar

foo

\f(X)dx,  Jg(j)aEx

a

xosmas integrallar yaginlashuvchi bo'lib, ixtiyoriy x e [«,+«>) «
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f(x)<g(x)

ho 'Isa, n holda

4% fs:)

| f(x)dx< Jg(x)dx
b */adi.

27.3. Xosmas integrating yaqinlashuvchiligi.
Yaginlashish alomati

Aytaylik, f{x) funksiya [a,+00)da uzluksiz bodib,
iKiiyoriy xe[in,+00) da

f(x) >0
lurlsin. Ta'rifga kora
-foe i

[ f(x)dx - lim j/ (x)dx
a a
I>o04adi.
Ayni paytda / (x)>0 bo‘lganda t' >t uchun
t t c t
i/ (X)rfx =j/ (x)dx+J/(x)dx> |/ (x)Ix

bliadi (chunki, J/ (x)dx >0). Bunda esa
t
|

£(t)= \f{x)dx
0

hmksiyaning o'suvchi ekanligi kelib chigadi.

Ma’lumki, odsuvchi funksiya har doim chekli yoki cheksiz
hmitga ega:

agar ixtiyoriy te 00} da
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() - \f)clx <M (M - const

ya'ni <p(t) funksiya yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u h(
t —+coda <p(t) funksiya chekli limitga ega, aks holda esa ufl
limiti +00 boiadi. Natijada,

8]

17 (CnYan- (/7 (.v)> 0. Me [« +'/:))
a

xosmas integralning yaginlashishini ta'minlaydigan quyid
teoremaga kelamiz.
1-Teorema. Agar

<p(t) = jf(x)dx<M (/e(a,+00))

bo ‘Isa, n holda

=

1f{x)dx (/(v)>0)

xosmas integral yaginlashuvchi ho‘ladi.
Eslatma: Agar

~ (0 =\/{XYX (/(*) *0)
a

funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo 4sa, v holcla
+00; .

\ f{x)dx
xosmas integral uzoglashuvchi bo ‘ladi.

End) amaliyotda ko‘p foydalaniladigan xosmas integralni
yaginlashishini ta’minlaydigan yaginlashish alomatini Kkcllirar
Odatda, bu alomat solishtirish teoremasi deyiladi.

2-Teorema.Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar \a-
oraligda uzluksiz bo ‘lib, ixtiyoriy x e [a, +c0) da

0 <g(x) <f(x)
tengsizliklarni ganoatlantirsin. Agar
340



J/ (x)dx

\osnes integral yaginlashuvchi bo Isa, n holda
+HO

\g(x)dx
\osnes integral ham yaqginlashuvchi ho'ladi.
Eslatma: Keltirilgiaﬂr)l) teoremaning sharti bajarilganda,

a

\osmmes integral uzoglashuvchi ho*lsa, 1 holda

J/ (x)dx
a
sosmas integral ham uzoglashuvchi bo ‘ladi.
Aytaylik,
)
\f{x)dx (f(x)> 0)
xosmas integral yaginlashuvchilikka tekshirilishi kerak bo'lsin.
Hunda integral ostidagi funksiya bilan ushbu

f(x)<<p(x) (*e[a,+00))
munosabatda bo‘lgan va ayni paytda (p(x) ning xosmas integrali

yaginlashuvchi bo'lgan (p(x) funksiyani topish bilan
)

\f{x)dx
mlegralning yaginlashuvchi boiishi aniglanadi.
5-Misol. Ushbu

\X'YX2+ 5
s integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
~ntegral ostidagi
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/*
) X 4'X
uchun

/(*) =, Jn2
X eV n4-x
x*3X' | 4
XJ

1
< (x>1)
X-X3-XK+— m3-}]+-
boiadi. Ravshanki,

(p(x) =
X
funksiyaning xosmas integrali

J (P(NKyix —J — Ix
1X3
yaginlashuvchi (garalsin, 3-misol, bunda a - —>1).

Demak, yugoridagi teoremaga ko‘ra

1 dx
| Xer/X24 X
xosmas integral yaginlashuvchi boiadi. »
6-Misol. Ushbu
B~ X
dx
| t4x

xosmas integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
*4 Ravshanki,

a3~ X
14X 14X
boiib,
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integral yaginlashuvchi.
Demak,

sostnas integral yaginlashuvchi boiadi. »
27.4, Xosmas integralnmg absolyut yaginlashuvchiligi

Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a-Hx>) oraligda uzluksiz
boisin. Bu funksiya ixtiyoriy xe[a,-foo) da /(x)>0 boHgan
ho'ula uning xosmas integrali

Jf(x)dx

a

nmg mavjudligi hamda solishtirish alomati 27.3 da bayon etildi.
Endi [a,+00) oraligda uzluksiz boigan ixtiyoriy funksiyani
(naymiz. Bu funksiya yordamida tuzilgan

Innksiya [a,+00)da manfiy boimaydi: j/ (x)]>0.
3-teorema. Agar
JI/)|</x

a
integral yaginlashuvchi balsa, v holda

Jf(x)dx
a
Anas integral hamyaginlashuvchi boiadi.

< f(x) Ba |/(*)] funksiyalar yordamida ushbu
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Ix)M M /M, v(x)M = .M
funksiyalami tuzamiz. Ravshanki,
1) (p{x) >0, ~(x) >0,
2) ~(x)<I/(a-)l, y/{x)<\f(x)\,
3) (P(X)-y/{x) =f{x)
bo'ladi.
Shartga ko'rg

T4 ! [ |
J /(™) |dx
a

xosmas integral yaginlashuvchi. Unda solishtirish teoremasiga kK

|~ (x)Ix, [ (x)ix
xosmas integrallar ham yaginlashuvchi boiadi. Demak,
+00 +00 +C

J/(jo)fibf= -“~<p(X)dx- IV (x)t/x

integral yaginlashuvchi. »
3-ta’'rif. Agar

xosmas integral yaginlashuvchi ho Isa, j f(x) %X xosmas intv

absolyut yaginlashuvchi integral deyiladi.

:COSX .
Masalan, —’\y—q/x xosmas integral absol
yaginlashuvchi boiadi, chunki
COSX <-I
X

va
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integral yaginlashuvchiligidan
COS X
dx
X~

inlcgralning yaginlashuvchiligi kelib chigadi.
27.5. Xosmas integraliarni hisoblash

Aytaylik, /(x) funksiya [a, +00) oraligda uzluksiz boiib,
uning xosmas integrali
\f(x)dx

viiginlashuvchi bo‘lIsin.
Ma’'lumki, bu holda fix) funksiya [a,+00) oraligda

hoshlang‘ich funksiyaga ega boiadi. Uni /"(*) bilan belgilaylik,
(F(x) =7(%)).

Ta'rifga binoan

+0 i

ﬁ(x)dx :/I_m0 I/ (x)dx.
Ayni paytda, Nyuton-Leybnits forinulasiga ko'ra
t
J/ (x)idx = F(t) - F(a)

boiadi. Agar
/IirpoO F{t) =F(+00)

tleyilsa, unda
R!)

Jf(x)dx =lim (F(t) - F(a)) =F(+00)- F(a)

boiadi. Demak,



-KC

Jf(x)dx =F(+00)-F(a) =F(x)|r m (2)

Ko'pincha xosmas integrallar shu formula yorda

hisoblanadi.
7-Misol. Ushbu

1 xdx

i+~
integral hisobiansin.
~IBu integrating yaqinlashuvchi boiishi ravshan. lindl

/W=— -T
(1 +x")2

funksiyaning boshlangich funksiyasini topamiz:

(>«!F

XV hc =_/1+n2\ 2+C
? ] _3 i v ’
Unda (2) formulaga ko‘ra

¥ xax L+n2p +C

(@+nr)5

= lim
e A+ A2
boiadi. Demak,
xdx

OuU+vY
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8-Misol. LLUr6mn

[e pdx (a- const)

ILlymining ixtiyoriy o ‘zgarmas p >0 da giymati topilsin.

A (2) formuladan foydalanib topamiz:

Jemiadx=-~, P U =lim e
a P a
—e =p+—e™ 1
9—MIsoII? Ushbu 1
je~xdx

MA\imis integral yaginlashuvchilikka tckshirilsin.
Ravshanki,

(x-1)~ - x2-2x +1 >0,

—2X +1>-X2.
Unda

e-X "<e-2.r+1 —e-e (3)

Ildadi. Maiumki,

t+

J e~2dx

integral  yaginlashuvchi. (3) munosabat hamda
iroiemasiga ko‘ra

inicgral yaginlashuvchi bo‘ladi. »
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27.6. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallarl

Faraz qgilaylik, f(x) funksiya [/, b) da uzluksiz bo*l

Bu funksiya v—h-0 da cheksizga intilsin: lim fix)-»

N-m>1)-()

Demak, 7/ (*) funksiya [t7, b) da chegaralanmagan (aniqr
f (x) funksiya b nugta atrofida chegaralanmagan).

f(x) funksiyaning ixtiyoriy [tf,/] oralig (a <l <
bo'yicha integrali

|/(ic)t/x (a <I<Db)
a
ni garaylik. Ravshanki, integral t ga bogiiq bo'ladi.
4-ta’rif. Agar ushbu

lim jf(x)dx
a
limit mavjud bo ‘Isa, bu limit chegaralanmagan f (x) funksiyant

fa,/)) boYyieha xosmas integrali deyiladi va
b

a
habi belgilanadi.
Demak,
b t
A AM\x)dx- lim ~M(x)dx. 4)

b
Agar (4) limit mavjud va chekli bo‘lsa, j'f(x)dx xos
a
integral yaginlashuvchi deyiladi.

xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.
348



Aytaylik, f(x) funksiya (ctb] da uzluksiz bodib,
n—»a+0 da cheksizga intilsin. Ravshanki, bu funksiyaning
[/,6] oralig {a <t <b) bo4yicha integrali

b
~M(x)dx (a<t<b)
/
/ 0‘zgaruvchiga bogiig boiadi.
Agar ushbu

b
i e

limit mavjud boisa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning

xosmas integrali deyiladi va
b

\f(x)dx
kabi belgilanadi. Demak,
b b
J/(X)fi?x = lim Jf(x)dx . (5)

a |
b

Agar (5) limiti mavjud va chekli boisa, j"'/(x)c/x xosmas
a
integral yaginlashuvchi deyiladi, cheksiz yoki mavjud boimasa,
b

J /(X)dx xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.
a

10-Misol. Ushbu
V dx

oVI- x2
integral hisoblansin.

< Ravshanki, integral ostidagi / (x) =—L=—. funksiya
VI-x2
v —1—0 da cheksizga intiladi. Demak berilgan integral



chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali.
Ta’rifga binoan

ox (IiT I dX2 }igo(arcsinn)
oM\~ X'2 ->-00 ' i

- . . ) S
—AT_O(arcsm t- arcsin 0) =arcsin 1—?—
boiadi. Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi va un

giymati A ga teng:

dx f
ITT?
11-Misol. Ushbu
dx
i xX\N\n 1
xosmas integralning giymati topilsin.
< Bu chegaralanmagan funksiyaning xosmas inte
bo‘ladi, chunki
1
x—1+0da ~  —H®D.
Win x
Ta'rifdan foydalanib topamiz:
=% im3—PE ~ Hm [@nn) *d(\nx) =
i xylblx cxX\finx 40
= lim = lim (2Vin2 - lyfint) =1JIn 2.
>1+0 /->i+oV '

1+1

Demak, berilgan integral yaginlashuvchi va
} I =2 iin >
Win.

350



12-Misol. Ushbu

h_dx_ r f 8%  sacp p=conr>0)

j(x-ar 2 I(b-x)p 1 '
integrallar yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

A Aytaylik, p @1 bo‘lsin. Bu holda

/ILTO “&-_;\—p = |m f(x a) pd(x-a) = Iﬂw (" p +1
— Limpt~-e) Ep-(t-a)"~pl,
ho'lib, p< 1 bo'lganda
lim |- - . o
(I-p-)(b-a)p
berilgan xosmas integral yaginlashuvchi, p >1 bo'lganda

lim X +
/>ﬂ+OJ (x-a)£
berilgan xosmas integral uzoglashuvchi bo'ladi.
Aytaylik, p =1 bo'lsin. Bu holda

%?O// '_(I%(In(x a)) I>%1+d:1n(6 a)-1n(/- a)|

boiadi. Demak, berilgan xosmas integral uzoglashuvchi.
Shunday qilib,

lix-aY
xosmas integral 0 </ <1 bo'lganda vyaginlashuvchi, p >1

bo‘lganda uzoglashuvchi boiadi.»
Xuddi yugoridagidek ko'rsatish mumkin,

¥ dx



xosmas integral 0</?<| bo'lganda yaginlashuvchi, pLU
bo'lganda uzoglashuvchi bo*ladi.

Biz mazkur ma'ruzaning 1° - 5° paragraflarida chegara'
cheksiz xosmas integral

\f(x)dx
ni o‘rgandik. Bu integralga nisbatan keltirilgan tushuncha
tasdiglarga o‘xshash ma’lumotlar chegaralanmagan funksiyan

xosmas integrali (t —a+0 da /(x)—00 Yyoki )
f(x) ->00)

h

jf(x)dx

a

uchun ham keltirilishi mumkin. Jumladan, agar /(x) va
funksiyalar:
1) da uzluksiz va ixtiyoriy xe(a,b] da

g{x) <j (x);
b

2) xosmas integral J/ (x )<ix yaginlashuvchi bo‘lsa, u
@)
holda

b

\g(x)dx

xosmas integral ham yaginlashuvchi boiadi.
13-MisoL Ushbu
[E e
\ X

xosmas integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
< Ravshanki, 0 <x <1 boiganda
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COos X 1

~ 7T <l
bo'ladi. Ma’lumki,
)r* ox
yaginlashuvchi. Demak. berilgan integral lgférn-dx
o V*
yaginlashuvchi boiadi. »
Mashglar
1.Ushbu
r(x + e/
integral hisoblansin.
2.Ushbu
dx
(1 + vh/x
niiegral yaginlashuvchilikka tekshiriisin va integral hisoblansin.
3.Ushbu
| e~" Inxdx

integral yaginlashuvchilikka tekshiriisin.
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28-MA’'RUZA
Sonli gatorlar

28.1. Qator tushunchasi.
Qatorning yaginlashuvchiligi va uzoglashuvchiligi

Avytaylik, biror [an}:

hagiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Bu ketma-ketlikn

hadlari yordamida tuzilgan ushbu o

ax+ a2+ ab+...+an+... = ()
=1
ifoda sonli gator (gisgacha gator) deyiladi. Bunda
mpa2,a,,...,nn,... sonlar gatorning hadlari, an ga esa gatorning

umumiy yoki n —hadi deyiladi.
(1) gator hadlaridan quyidagi
Sx

52 =ax+a2,

53=a, +a2+a,,

+@ *

yiglindilarni hosil gilamiz. Ular (1) gatorning gismiy yigimlil
deyiladi. Natijada (1) gatorning gismiy yig‘indilaridan iborat jSn
ag,53,...,54,-
sonlar ketma-ketligiga ega bo'lamiz.
Agar {Sn\ ketma-ketlik chekli limitga ega bo" Isa,
lim Sn=S
M=o
(1) qator vyaginlashuvchi deyiladi. S son esa (1) qatornl
yig4ndisi deyiladi va quyidagicha yoziladi:
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&~ 'b.. + =N Af
=

Agar lim~ limit cheksiz yoki u mavjud bo4masa, (1) gator

n—KO

u/oglashuvchi deyiladi.

[-misol. Ushha
n 1 11 1
Yy - | .
t?2in(n+1) 1-2 2-3 (« +1)
<</fwaginlashishga tekshiriisin.
A Qatorning qismiy yig'indilari ta’rifga ko‘ra
s\=ai4 -
1 1 2
:CL Un — b — —
1 . 2 6 3
_ 11 1 3 .
G, 4Q) 4oy —— bt (M
2 6 12 4
11 1
S --Ch+ Qy4-...4- 0 — v [ b ... Hee e ~
1-2 2-3 n(n +1)
Infladi.
1iidi Sn ni quyidagicha yozib olamiz:
S. =1 1 + 11 1 I_i)
2 3 \n n+
=i i 1 _i+1_ 1
2 2 3 3 n n+l1 n+l
Keyingi tenglikda n —oc da limitga o‘tib
114

lim Sn=lim (1—
R-->00 /—X X « + 1y

bolishini topamiz. Demak, berilgan gator yaginlashuvchi va uning
vig'indisi 1ga teng.®
2-misol. Ushbu
1+ 2+3+...+n+...
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gatoryaginlashishga tekshiriisin.

-4Bu gatorning hadlari arifmetik progressiyani tashkil
Arifmetik progressiya dasllabki n ta hadining yig‘indisini
hisoblash formuiasidan foydalamb, topamiz:

n{n +1
S =1+2+3+..+A=-i .
Keyingi tenglikda n 400 da limitga o'tib topamiz:
] . nin+l)
R
Demak, berilgan gator uzoglashuvchi. »
3-misol. Ushbu
a +ag +aq?+... +aq"™ +... (2)
gator yaginlashishga tekshiriisin.

Bu gatorning hadlari geometrik progressiyani tashkil eta

Shuning uchun uni geometrik gator deyiladi.

Geometrik progressiyaning dastlabki n ta hadi yig*indi»|
formuiasidan foydalanib topamiz:

Sn=a+aq +aql+..+aq" = a—aq
1-q
Aytaylik, |g]<I bolsin. Bu holda
{ -
lim Sn=lim |—— _=lim o
q ) -q l-q) 1-g
bo'lib, (2) geometrik gator yaginlashuvchi, yig'indisi
S a
I-q
boMadi.
Aytaylik, q >1 bo‘lsin. Bu holda
lims, =lim © 0 —m
i q

bo'lib, (2) geometrik gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, g —1 bo'lsin. Bu holda
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[im Sn=1Ilim na --co

/7->00 /2~>0
bolib, (2) geometrik gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, g <—1 bo'lsin. Bu holda n —+00 da

g _a—aqgn
\-q
kdma-ketlikning limiti mavjud boimaydi. Demak, (2) gator
n/oglashuvchi.
Shunday qilib (2) geometrik gator \A\<1 bo‘lganda yaginlashuvchi,

K >1va g =21 boiganda uzoglashuvchi boiadi. »
Iniisol. Ushbu

T SR R PR
2 3 n
i/nloryaqginlashuvchilikka tekshiriisin..
~Bu gator garmonik gator deyiladi va u uzoglashuvchi boiadi.
Shuni isbotlaylik. I'eskarisini faraz gilamiz, ya’ni garmonik gator
yaginlashuvchi bo'lib, uning yig‘indisi 5 boisin. Ravshanki, bu
liolda

1 1
Sn= 1+—+ +..+— =85,
lim Sn - lim 1+ 1+ + i+1- ----- +...+—1
0T e 2 3 n n+l 2n

boiib,
lim(S#h- Sn)—llmS,,, limS,- S~S =0

«~>00 n~>oc

boiadi. Ayni paytda,

e egd .44 4 414l 4 4T
2 3 n n+1 2n,

11 O 1
1¢--2-- b 4~ L S K..4-

3 n n4l n42

+JL>-L+L+ -H4- L-1
29 2n  2n 2n 2n 2



bo‘ladi. Bu esa !(i_;nvj(s,,, -5,,) =0 boiishiga zid. Ziddiyat kdib

chigishiga sabab, garmonik gatorning yaginlashuchi bo‘Isin
deyilishidir. Demak, garmonik gator uzoglashuvchi. »

28.2. Yaqinlashuvchi gatorlarning sodda xossalari

Yaginlashuvchi gatorlarlar ma’lum xossalarga ega. Ularni
keltiramiz.
1-xossa. Agar

N an=ax+a2+a, +..+a, +... (3)
=)
gator yaginlashuvchi bo ‘lib, yig'indisi S bo'lsa, nholda
~ cctn = cal 4-cd2 + ad™4-... 4-ccin4-... (4)
n=\
gator hamyaginlashuvchi bo 1ib, yig'indisi ¢S bo 1adi, bunda
c =const.
NAytaylik,
Sn= + 4 4.+

cra = 4-ca24-cald4-... 4 can
boisin. Ravshanki,

bo'ladi.
(3) gator yaginlashuvchi va uning yig'indisi S boMgani
uchun
Inim SK=S
bo‘ladi. Unda
lim a =/I]im c-Sn=cHim5, =c 5

bo'lib, bu tenglikdan (4) gatorning yaginlashuvchiligi, uning
yig'indisi ¢S ga teng bo'lishi kelib chigadi.*-
2-X0Sssa.

Aa, =a, +a2+..+a,+... . (5)
/=1
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Y don=bl +b2+... +bn+... (6)

({iiiorlar yaginlashuvchi bo lib, ularningyig'indisi mos ravishda S
va (J ga teng bo Isa, n holda

oc

+b,,)=z(a] +&) + (KL +b2) +... + (an+bn)+...

LK ham yaginlashuvchi va uning yig'indisi S +<J ga teng
ha ‘ladi.
NAvytaylik,
S,,=al+a2+..+an
<, =bl+b2+... +bn
boisin. Ravshanki,
(al +bl) +(a2 +b2) +(a, +b") +... +(an+b,) =Sn+on.
Shartga ko‘ra (5) va (6) gatorlar yaginlashuvchi va uiarmng
yig'indisi mos ravishda S va <7. Demak,
j n=S, limcr =<r.
=S
Unda
lim (S, +aM)=lim S +lim oN=5 + <

n~>w

bo lib, bu tenglikdan

gatorning yaginlashuvchiligi va uning yigadndisi S +cr ga teng
howishi kelib chigadi. »
3-xo0ssa. Agar

co

Z ac=«,te2+
1

gator yaginlashuvchi bo Isa, v holda n —oc da gatorning umumiy
hadi an nolga intilacli:

limapn=0
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Aytaylik, ~la, qator yaginlashuvchi boiih, un
rH

yig'indisi S ga teng bo‘lsin: Ravshanki,
lim Sn~lim(a, +a2+... +ann+an) =S,

HmS, , lim(a, +a2+... + ) =S.
«—>00 «—00
Ayni paytda,
S,~S”"=an
boiib,
lima, =lim(S,,-5,,_,)=Ilim5,-1limS,,=5-S=0
M=o ft—cc O «—>0
boiadi. »

Eslatma. Qatorning umumiy hadi n 4 da n
intilishidan  lining yaginlashuvchi  bo‘lishi  har doini
chigavermaydi. Masalan/ushbu

NN P

w 2 3 n
garmonik gatorning umumiy hadi an=— /o'lib, u n —<=da
n

nolga intiladi. ammo bu gator uzoglashuvchi.
Demak, yugorida keltirilgan 3-xossa gator yaginlashu
boiishining zaruriy shartini ifodalaydi.

28.3. Musbat hadli gatorlar va ularning yaginlashuvchiligL,
Solishtirish teoremalari

Agar
f6L 4~

gatorning har bir hadi uchun
a,>0 m=123,.)
bo‘lsa, gator musbat hadli (gisqacha musbat) gator deyiladi.
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Aytaylik,
a\+a2 tem+«,,+ooe (7)
musbat gator bo‘lib,
Sn=ax+a2+...Jan

lining gismiy yig'indisi boisin. Ravshanki,

N+l ~S,,+aM
Ixi'libb, an>0 bolgani uchun

S,<S™ (n=1.23,.)

boiadi. Demak, musbat gatorlarda uning gismiy yigindilaridan
ilwrat \Sn} ketma-ketlik o4dsuvchi bo*ladi,

1-teorema. Musbat hadli
00

Z a«="+a2+.. +an+... (8)
i/ufoming yaqinlashuvchi bo 'lishi uchun uning gismiy yigindilari
h'lina ketligi } ningyuqoridan chegaralangan bo fishi zarur va
witarli.

NZarurligi. Aytaylik, (8) qator yaginlashuvchi boisin.
Hilda ta’rifga binoan

limS =S (S- cheklison, S =a{+a2+..4an).
n—0 1
Ma’lumki, yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan, jumladan
yugoridan chegaralangan boiadi.

Yetarliligi. Aytaylik, {S,} ketma-ketlik yuqoridan
ilicgaralangan boisin. Ayni paytda bu ketma-ketlik o'suvchi. Unda
monoton. ketrna-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko'ra jSrj
kdma-ketlik n—=co da chekli limitga ega boiadi. Demak, (8)

gator yaginlashuvchi. »

Eslatma. Agar
©

Z a«=ai+az+ - +an+...
M\

mushat hadli gatorda, uning gismiy yig'indilaridan iborat i
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ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa, n holda f
uzoglashuvchi bo ladi.

Biror musbat gatorning  yaginlashuvchiligi
uzoglashuvchiligini bilgan holda, hadlari bu qator hadlari
malum  munosabaida bolgan ikkinchi musbat gato
yaginlashuvchiligi yoki uzoglashuvchiligini aniglash mumekin,
quyidagi teoremalar (solishtrish teoremalari) orqali ifodalanadi,

2-teorema. Ikkita musbat hadli gqatorlar

dn=al+a2+...-fan+... 9)
/r-1
m -
b n=hi H2+...Hon+.. (io)
n=t
uchun
an<bn w=1,23,.) (11)

boisa, v holda (10) gator yaqginlashuvchi bo Iganda (9) galov
yaginlashuvchi boiadi, (9) qator uzoglashuvchi bo Iganda
gator uzoglashuvchi bo ladi.

00 X

* va Y" bn gatorlarning gismiy yigIndilari
n=i n-1 *

Sn-l +a2+.. +a,,
crH=6, + /1, +me + /£,
boisin.
(10) gator yaginlashuvchi bo'lsin deylik, Unda I|-teorem
ko"ra {cr.J yugoridan chegaralangan, ya’'ni

cn<M (JI/ =const)
boiadi. (11) munosabatdan foydalanib topamiz:
Sn=a{rar+..+an< +b2+..+bn=
Demak, ketma-ketlik yugoridan chegaralangan:

Sn<M.
Unda 1-teoremaga ko'ra (9) gator yaginlashuvchi boiadi.
Aytaylik, (9) qator uzoglashuvchi boisin. Unda {5
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ketma-ketlik yuqgoridan chegaralanmagan, (11) tengsklikka asosan
j<rv}  ketma-ketlik ham yuqgoridan chegaralanmagan bo6ladi.

Bundan (10) gatorning uzoglashuvchi bodlishi kelib chigadi. »
3-teorema. Agar (9) va (10) gatorlar uchun

ho'lsa, u holda (10) gator yaginlashuvchi bo Iganda (9) gator ham
yaginlashuvchi boiadi, (9) gator uzoglashuvchi bo Iganda (10)
gator ham uzoglashuvchi ho ladi.

Bu teorema 2-teoremadan foydalanib isbotlanadi.

5-misoL Ushbu

gator yaginlashuvchilikka tekshiriisin.
*4 Ravshanki, berilgan gator musbat hadli gator. Qatorning

umumiy hadi

bo'lib, uning uchun

a, .
r+n in U ;
bo‘ladi. Ma’lumki,
geometrik gator bodib, mahraji q = ~ ¢ 1 bo'lganligi uchun, gator
yaginlashuvchi. Unda 2-teoremaga ko4a berilgan gator

yaginlashuvchi bodladi. »
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28.4. Musbat hadli gatoriarda yaqiulashish alomatlari

Ushbu bandda musbat gatorlarning yaginlashuvchi y
uzoglashuvchi bo'lishini aniglab beradigan alomatlarni keltira
lllardan amaliy masalalami yechishda ko‘p foydalaniladi.

Faraz gilaylik, musbat hadli

-cii+a2+..+an+. (12)
y =i
gator berilgan boisin.
1) Koshi alomati.
Agar (12) gatorning umumiy hadi 4 uchun bl

nomerdan boshlab

\q <1
bo ‘Isa,  holda (12) gator yaqinlashuvchi bo4adi;

bo ‘Isa, 1 holda (12) gator uzoglashuvchi bo ladi.
Koshi alomati quyidagicha limit ko4rinishida aytilishi harfl
mumkin.

Agar (12) gatorning umumiy hadi an uchun
lim mtfi =k

bolib, K <1 boisa (12) gator yaginlashuvchi, K > 1 boisa (12)
gator uzoglashuvchi boiadi.
6-misol. Ushbu

1+ +
Vvia V5 2/7-1

gator yaginlashuvchilikka tekshiriisin.
< Bu gatorning umumiy hadi

2n—1
bo'ladi. Ravshanki,
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\Y,

. A
limda~ =lim il lim—-— = lim
-1 U\l 2n -1
n
bolib, u 1 dan kichik. Demak, Koshi alomatiga kofra berilgan gator
yaginlashuvchi. » *x

Eslatma. Koshi alomatining limit ko ‘rinishidogi ifodasida
k-1 boisa, wun holda (12) gator vyaqinlashuvchi ham,
uzoglashuvchi ham bo ‘lishi mumkin.

2) Dalamber alomati.

Agar (12) gator hadlari uchun biror nomerdan boshlab

N<l (an>0 ,nu=1.2.)
an

ho Isa, n holda (12) gator yaginlashuvchi boiadi;

™51 (an>0 ,n-1.2..)
a,,
ho Isa, u holda (12) gator uzoglashuvchi bo ladi.
Dalamber alomatini quyidagicha limit ko‘rinishida aytish
ham mumkin.
Agar (12) gatorning hadlari uchun

Wm~ar~-d (an>0,n=1.2.))
7
M
boiib, d <1 bodsa (12) gator yaginlashuvchi, d > 1 boisa, (12)
gator uzoglashuvchi boiadi.

7-misol. Ushbu >
1 3 5 2n-\
—F — +— + e f.
2 2 t T

gator yaqginlashuvchilikka tekshiriisin.
® Bu gatorning an va arn{ hadlari

2n-I 2n +\
NN M [ | 2«+1

bo iadi. Ravshanki,
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o
bo‘lib, u 1 dan kichik. Demak, Dalamber alomatiga ko'ra beril
qator yaqginlashuvchi bo' ladi. »

Eslatma. Dalamber alomatining limit ko ‘rinishid
ifodasida d~ 1 bo‘lsa, u holda (12) gator yaginlashuvchi ha
uzoglashuvchi ham bo'lishi mumkin.

3) Koshining integral alomati.

Faraz gilaylik,

a,+ta22+...+ «,+... (13)
Hi
musbat hadli gator berilgan boisin.
Aytaylik, f{x) funksiya [l,+°0) oraligda uzluksiz bo "lib,
1) Vxe [1,+0 da f(x) >0,
2) f (x) funksiya [I,+°0) da kamayuvchi,
V f(n) = (n~U2,3,..),yani
a{=/(1),a2- f{l),...,an- /(n),...

bo ‘Isin. U holda

AN (x)dx

1
xosmas integral yaginlashuvchi boisa, (13) qator ha
yaqginlashuvchi boiadi;

\f(x)dx
1
xosmas integral uzoglashuvchi boisa, (13) qator ha
uzoglashuvchi boiadi.
8-misol. Ushbu

V — =1+— +— +..+— + .. («>0)
£[na 2a 3¢ na

gator yaqinlashuvchilikka tekshiriisin.
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A Bu misol uchun alomatda keltirilgan  (X) funksiya

sifatida f(X) =— (a>0) olinsa, bu funksiya, ravshanki
Xa
[1,+00) da uzluksiz, ixtiyoriy xe[l,+o00) da f(X) >0, [l,+°0)
da kamayuvchi va
|=/(|),’Cr =/(2),5 :/(3),...,§r =/ («)-

bo‘ladi.
Maiumki,
+o0 +00 9

xosmas integral 0 < & < 1 da uzoqglashuvchi, a > 1 da
yaqinlashuvchi. Hagigatan ham

agar a >1 bolsa,

a-1
ao, @gar a <1 bellsa,
va tt=1 bo‘lganda
. \dt . \dt
lim — =lim — =00
V->+00 J ta x—00 J  f
11
bo’ladi.

Demak, Koshining integral alomatiga ko‘ra

1

f+Ta
gator & > 1 bodlganda yaqginlashuvchi, a < 1 bo4lganda
uzoglashuvchi bodladi. »

Odatda, gator umumlashgan garmonik qgator

deyiladi.
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28.5. Ixtiyoriy hadli gatorlar. Qatorning absolyut
yaqginlashuvchiligi, Leybnits teoremasi

Faraz qilaylik,
Nan-w +ta2+..+aH+ .. (14)
/A1

gator berilgan boiib, uning har bir hadi ixtiyoriy ishorali hagl

sonlardan iborat bo‘lsin. (Odatda, bunday gator ixtiyoriy hadli qi

deyiladi.) Bu gator hadlarining absolyut giymatlaridan quyidagi
o

XKkbkl+kl+-+kl+-

gatorni tuzamiz.
4-Teorema. Agar (15) gator yaginlashuvchi bo-‘lsa,
holda (14) qator ham yaginlashuvchi bo 1adi.
Aytaylik,
®

Zkhhl+hl+-+KI+-
H

gator yaqginlashuvchi bo'lsin.
Ravshanki,

O<a,,+\an\<2\an\ (s =1,2,3,...) (16)

Solishtirish teorernasiga ko'ra

fce]

%_1K+kl)

gator yaginlashuvchi bo‘ladi.
Agar

«,,=(««+K 1)-kl
boMuishini e’tiborga olsak, unda

-

«1
gatorning ikki yaginlashuvchi

xk+kl)vaxkl
1al
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gatorlar ayirmasi sifatida ifodalanishini topamiz.

o]

Demak, ™ a n gator yaqginlashuvchi.

/A
9-Misol. Ushbu
£+ (1Ir> i-L 4+ -L +...+H SI+.. {,>1)
tfn" 2a Y 4a na \ ’

gator yaqinlashuvchilikka tekshiriisin.
-~Bu gator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan
gator quyidagicha

g 1.1 ; 1
| - r—-————li————- S R e f-...

2a 3« 4° na
bolib, n yaginlashuvchi boiadi. Unda yuqoridagi teoremaga ko‘ra
berilgan gator yaginlashuvchi boiadi. »
1-Ta'rif. Agar gator yaginlashuvchi boisa, ~ an
tl-l /-
gator absolyut yaqginlashuvchi gator deyiladi.
Eslatma. Agar gator uzoglashuvchi bolsci, ~ an
n~1 17
gator yaginlashuvchi ham bolishi mumkin, uzoglashuvchi ham
ho lishi mumkin.

2-ta’'rif. Agar gator yaginlashuvchi bo lib, X k I
12=1 [2=1
gator uzoglashuvchi boisa, ¥ "an qator shartli yaginlashuvchi
M\
gator deyiladi.
10-Misol. Ushbu

2 3 4  n

gator shartli yaginlashuvchi gator bo lishi isbotlansin.
M Ravshanki, berilgan gatorning qismiy yig‘indisi



A I O R (17)
2 3 4 n

s> =

bo'ladi.
Ma’lumki, In(l + A) funksiyaning Makloren formulasili,

ko‘ra yoyilmasi

* *
InQ +a) = X B 2 R LY o)
2 3 4 n
bo‘lib, 0 < X< 1 bo‘lganda j
<
n+l
bo‘lar edi.

Xususan, X = 1 bo‘lganda

mz=1-L+ L Ly H T 3ud (18)
2 3 4 n

bo‘ladi.
(17) va (18) munosabatlardan
IN2 = «, + «,,,(")

va undan

bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, Nn—o00 da Sn-» In2. Bu esa qaralayotga

gatorning yaginlashuvchi ekanini bildiradi. Ayni paytda, berilgang,
gator hadlarining absolyut ciymatlaridan tuzilgan gator
k -irl 11 1

= 14-—----b... 4—-Db..
et 2 3 n
garmonik qator bo‘lib, uning uzoglashuvchiligi ma’lum. Dernak(t
berilgan gator shartli yaqginlashuvchi gator. »

Aytaylik, biror ixtiyoriy
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2>,

=1
qgator berilgan bo‘lib, u yaqginlashuvchilikka tekshirilishi kerak
bo‘lsin. Bu qator hadlarining absolyut giymatlaridan ushbu

Zkl=hl|+KI+-+KI|+-
=]

qator tuziladi. Ravshanki, keyingi gator musbat qator bo‘ladi.
Binobarin, uni yaginlashuvchilikka tekshirishda yaqginlashish
alomatlaridan foydalanish mumkin. Agar biror alomatga ko‘ra

00

ATJ]al qatorning yaqinlashuvchiligi aniglansa, unda garalayotgan

qatorning yaqinlashuvchi ekanligi topiladi.
Endi ixtiyoriy hadli gatorning bitta muhini hususiy holini
qaraymiz.
Ushbu
XHTUY =c -c2+C3-cd+...+(-1)"-"ch+... (19)
s
gatomi garaymiz, bunda cn>0 (n -1,2,3,..).
Odatda, bunday qator hadlarining ishoralari navbat bilan

o'zgarib keladigan gator deyiladi.
Masalan, ushbu

" n 2 3 4 n
gator hadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib keladigan gator
boiadi. >
5-teorema (Leybnits alomati). Agar (19) gatorda:
(n=1,2,3,...)
2) limc =0

bo 'Isa, n holda (19) gator yaginlashuvchi bo‘ladi.
A Berilgan (19) gatorning dastlabki 2m ta hamda
2(w +1) ta (me N) hadlaridan iborat gismiy yig*‘indilami olib,
ulami quyidagicha
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A2ni» C\~C2+ c3 C4+ «-uC2m-\ C2m

~ (C1~ C)+ (CI ~C4) + eee+ (C2,»-1 _ C2m) "

|
*AQ(In+l) AL ~—~N2 + 63 ~ N4 N . A2m A2m+\ A2/hi] B o»
=(c, -C2)+(c, -A) +...+(cH, - c2m +(c 2] - c2au3)
yozamiz. Ravshanki,

*A2(m+1) ~ S 2m ‘*U(2uw+1l _ C'lm 124 -

Teoremaning 2)-shartiga ko'ra c2mt2 <c2m+, bo‘lib,

o) > S2m (m ~ U2,3,...)
boiadi. Demak, {52n} ketma-ketlik o*‘suvchi.

Endi 5,wyiglndini quyidagicha yozamiz:

5H=Q {C2—G)—H(64—Cj) ..~ (2m2 "»i~l) ~2ni’

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifodada qgatnashgan ql
ichidagi ayirmalaming, shuningdek c¢2m ning musbat bo'lil
e’tiborga olib,

Sim <\

bo'lishmi topamiz. Demak, {52m} ketma-ketlik yuqori

chegaralangan.
Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko'r

lim S2n= 5 ( 5 - chekli son) (20)
N->@®

mavjud.
Endi (19) qgatorning dastlabki 2m —1 ta (meN) sond
hadidan iborat g.shbu
gismiy yigcindisini olaylik. Ravshanki,
2 ~ "2m+ Cme
T.eoremaning n -> °0 ga cH—0 bo‘lishi sharti hamda (2
munosabatdan foydalanib topamiz:
Km52 ,=1im(53U+e,m=5.
w00 «->00
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Shunday qilib, berilgan (19) gatorning qgismiy yigIndilari-
il;m iborat ketma-ketlik chekli limitga ega ekani kolsatildi. Demak,
(19) gator yaginlashuvchi. »

Yugorida yaqinlashuvchiligi ko‘rsatilgan

Hi
1 11 -1
Lommomt i +...+-(—-) (21
2 3 4 n
gator yaqginlashishi Leybnits teoremasi yordamida oson isbotlanadi.
Bu gatorda
c,=- (n=1,2.3,..)

n
bo4ib, uning uchun

GHl<cn» w=1,2,3,...)

2)limcH=0

n—rc

Iwiadi. Leybnits teoremasiga ko‘ra
1 11 -1
jE— +...+-(_)— + ..

2 3 4 n
gator yaginlashuvchi boiadi.
Endi absolyut yaqinlashuvchi gatorning bitta xossasini
keltiramiz.

Aytaylik, biror ixtiyoriy
a. (22)

gator berilgan boisin. Bu qator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy
ravishda almashtirib

(23)
Ir~1
gator hosil qilamiz. Ravshanki, keyingi qatorning har bir hadi
berilgan gatorning tayin bir hadining aynan o‘zi.
6-Teorema. Agar (22) qator absolyut yaginlashuvchi
ho lib, uning yig'indisi S boisa, u holda bu gator hadlarining
o'rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirishdan hosil bolgan (23)
(fatoryaqginlashuvchi va uningyig Indisi ham S boiadi.
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Mashqlar

1 Quyidagi gatorlarning yaqinlashuvchiligi aniglansin,
yig‘indisi topilsin.

2 2 2
L) J Ny ™ B
"5 25 5
M1 1_ - + _]_' _____ :_L_+ + _I/I_/1;_1+
0) 9 27 3"-
2. Quyidagi ™\ an gatorlami yaginlashish alomatlaridan
H1
foydalanib yaginlashishga tekshiriisin.
3" 2n-\
a b ) «.=(— ) {nA)

3. Quyidagi gatorlarning absolyut yaginlashuvchill
isbotlansin.

ayy v(ZHIN20 WM s T
Tt f 2 tt ifc 4n

4. Quyidagi qatorlar yaginlashishga tekshiriisin.



29-MA’RUZA

Funksional gatorlar va ularning tekis yaqginlashuvchanligi
29.1. Funksional gator tushuncbasi

Yugoridagi 28-ma’ruzada har bir hadi hagigiy son bolgan
gatorlar o‘rganiladi.

Endi har bir hadi x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lgan
Wo(x)+m2(a)+ ...+ mn(n)+,... (1)
gatomi qaraymiz, bunda har bir www(jc) funksiya (n =1,2,3,...)
biror X (X d to'plamda aniglangan. Odatda bunday qator

funksional gator deyiladi. Masalan, ushbu

1) X 1= 1+ X+ X“4----- XN + o=

2) I (SR SN S T — L b
H «(v +2) XxX+2 2(n'+2)” nn' +2)"

4 In" X Inx In2X Inl1X In" X

3 > = + + +..+ + ..
™ n 1 2 K I— n

gatorlar funksional gatorlar boiadi.
X to‘plamdan olingan tayin x0 nuqtani (1) dagi x ning
o‘rniga qo‘yish bilan
©

2 X (x0) = W{X0) + U {X0) + ==+ «u(*0) +- (2)

sonli gator hosil boiadi. Ravshanki, X ning turli giymatlarida, turli
sonli qatorlar hosil boiadi. Bunda x ning ba’zi giymatlaridagi sonli
gatorlar yaginlashuvchi, ba’zi giymatlaridagi esa uzoglashuvchi
boiishi mumkin.

Agar (2) sonli gator yaginlashuvchi boisa, (1) funksional
gator x0 nugtada yaginlashuvchi, x0 nuqta esa (1) funksional
gatorning yaginlashish nuqgtasi deyiladi.
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1-ta’rif. (1) funksional gatorning barcha yaginlashluk
nugtalaridan iborat to'plam, funksional gatorning yaginlashiak

sohasi deyiladi.
28-ma’ruzada  keltirilgan  yaqinlashish  alomatlaridlll

foydalanib, funksional gatorlarning yaqinlashish sohalarini topiltl
mumkin.
Masalan,

Zil
funksional gatomi garaylik. Bu maxraji X ra teng bo'lgftQ

geometrik gatordir. Demak, bu gator X ning bl <1 tengsi/Zliknl’
ganoatlantiruvchi har bir giymatida yaginlashuvchi boiadi. Bundill

esa qaralayotgan funksional gatorning yaqinlashish sohasi (—1,1)

intervaldan iborat ekanligi kelib chigadi.

Shuningdek
/1—-: 1H-1% ------ h... H——1-+ . (x>0)

4.inx 2x 33X nx
funksional gatorning yaginlashish sohasi (I,+00) bo‘ladi.
Endi (1) funksiorial gatorning dastlabki n ta hadi yig'indisi
W (x) +u2(x) + ... +un(x)
ni olaylik. Uni (1) funksional gatorning gismiy yig‘indisi deyiladi,"
Buyig‘indi x ga bogllig boiadi:
5, (X) = M(x) + M(X) + -+ wi(x).

Ravshanki, (1) funksional gatorning yaginlashish sohasidan
olingan har bir x da n -> co da Sn(x) limitga ega bo‘lib, bu limit
olingan x ga bog‘lig, ya’ni x ning funksiyasi boiadi. Uni J1(x)
deylik. Demak,

/Ijl_%s (x) =S(x).

Bu S(x) funksiya (1) funksional gatorning yigIndisi deyiladi va
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5'() = uy,(x) +n2(n) + ... +un(x) + .. =
n4

kabi yoziladi.
Masalan, ushbu

1+ 1+ X + eeet X Ht oee

funksional gator (maxraji n bo‘lgan geometrik gator) (-1,1) da

yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig'indisi

bo‘ladi.
Faraz qilaylik,
o
Y,u,l(X)=--ul(x) + u2(x) + ... +M,,(x) +bL+](x) + ... (1)
4

funksional gator M to‘plamda (A/ c: R) vyaginlashuvchi bo‘lib,
uning yig'indisi 5(x) bo'lsin:
5(n") = w (x) +n2(x)+ ... +un(x) +und (x) + ...
Odatda ushbu
S (X))~ s, (%) =wH(*) +  2(X)+ e
ayirma (1) gatorning n- qoldig‘i deyiladi va m(x) kabi
belgilanadi:
m»=5(*)~50 X)-
Ma’lumki,
lim.S gx) = S(Vx).

N--V00o
Demak, (1) qgator yaginlashuvchi bo‘lsa
AT X =0

bo‘ladi.
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29.2. Funksional gatorning tekis yaginlashuvchiligi
Aytaylik,

Joj\ull(.x):ul(x)+u2(x)+ .. tun(x) +... (1)
Y/

funksional gator M to'plamda (M d/?) yaginlashuvchi boMib,
yig'indisi 5(n) bo'lsin.

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy ¥ £ >0 son olinganda shimday X
ga boglig bo‘lmagan n0O=n0(<€)€ N son topilsaki, barche.

n> n0 va ixtiyoriy X £ M uchun

BA*)-S(*hs
ya ni
k (AI<E
tengsizlik bajarilsa, (1) funksional gator M toplamda UKH
yaginlashuvchi deyiladi.

Endi funksional gatorning tekis yaginlashishini
ta’minlaydigan, ayni paytda amaliyotda ko‘p foydalaniladigail
teoremani keltiramiz.

Teoreina (Veyershtrass alomati). Agar

2 X (M) =«,(")Y+WN,(xX)+ ... +n,(ac)+... (1)
Ir-1
funksional gatorning har bir hadi M to plamda quyidagi

pnx)] <cn,(Vne N ,\/xe M da) (2
tengsizlikni ganoatlantirsa va
o
,+Cc2+ ... +C-,+... (3)
=

sonli gator yaginlashuvchi bo'lsa, v holda (J) funksional gator M
to plamda tekis yaqginlashuvchi bo ‘ladi.

A Aytaylik, (3) sonli qgator yaginlashuvchi bo‘lib, uning
yig'indisi C ga teng bo‘lIsin:
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C - lim(c, +cr+c}+..+c,) =lime,,.

/l—»och n—Ho

Ravshanki,
m=C-cn=cm+l+cn+2+...

bo*lib,
limr =0

co

ya’'ni V4> 0 olinganda ham 3«0 = n0 (< topiladiki, Vn > 10 lar

uchun

r,<€ (n>nQ (4)
ho'ladi.

(2) tengsizlikka asosan
vVn>n0, vaVieM uchun

A (X)]+ U2 (X)] ~ Ontl+ AR
bo‘lib.,

b, () " >, ®)

bo‘ladii. (4) va (5) munosabatlardan V<?>0, \/n>n() va barcha

Ae Mf uchun
Kbl 1<£

boiishii kelib chiqadi. Demak, funksional qgator M da tekis

yaginlaashuvchi. »
1-misol. Ushbu

N ooXn X2 x3 Xn
/ -3 —1-H----7=H---- pr + ..H-—-—-psr-f...
16 an/s 2v2  3n/3 Ww

funksioonal gator tekis yaginlashishga tekshiriisin.
~ Berilgan gatorning umumiy hadi

X
K (X):njn

bo‘lib, . ixtiyoriy X e [—1,1] da
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K (%) <
) nfn njn
bo‘ladi. Ravshanki,

0 !

S-L

< n

sonli qator vyaginlashuvchi (garalsin, 28-ma’ruza). Dcnii
Veyershtrass alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator [- 1]

tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »

29.3. Tekis yaqginlashuvchi funksional
qgatorlarning xossalari

Ushbu paragrafda tekis yaginlashuvchi  funksion
gatorlarning xossalarini isbotsiz keltiramiz.
Aytaylik,
0

Y dun(x) = ui(x) +u2(x)+ ... +un(x) +...

l2—1
funksional qator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yigdindisi 5(ar)
bo‘lsin,
1) Agar
(O]

X W (X)=M(*) + M(X)+ + «,, (*)
y.&2

funksional gatorning har bir ny(x) (w=1,2,3,...) hadi M dt

uzluksiz bo ‘lib, gator M toplamda tekis yaginlashuvchi ho ‘Isa, If
holdafunksional gatorningyig'indisi S~x” funksiya M to)'lamd§
uzluksiz bo ‘ladi.

2) Agar

(0]

2X M =“I(*)+1R(*)+ =+U,(xX)+...
A

funksional gatorning har bir u,,(x) {n=1,2,3,...) hadi [a,ft]
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segmentda  uzluksiz  bo‘lib, qator shu segmentda tekis
yaginlashuvchi boisa, n holda gator hadlarining integrallaridan
tuzilgan

00 Vv X X
Yi tn®) = jui(N)dt+ \ui_{t)dl+ e
«=1 a a a
b
gator [a,/)] dayaginlashuvchi, uningyigindisi J*5 ga teng
a
bo 'ladi.
3) Agar

2X (X)) =n,(X)+m2(x)+ ... +«,(*)+...

funksional gatorning har bir wA(x) (n =1,2,3,...) hadi \a,b]
segmentda uzluksiz un(x) hosilaga ega bo lib, bu hosilalardan

tuzilgan

HL
funksional qator [a,b] da tekis yaqinlashuvchi boisa, n holda

gatoryigindisi

s ()= 2X (x)

funksiya [#,&] da uzluksiz S'(x} hosilaga ega va

£°(*) =1Tw, (x)

>1=1

bo ladi.
2-misol. Ushbu

B (0<X<+00)
I «(n +1+x)

funksional gatorningyig'indisi topilsin.



N Ma’lumki,

hi (e x)(i7+ 1+ x)
funksional gator [0, + 00) da tekis yaginlashuvchi bod4lib, uning
yig'indisi
S(*) ="
14-X

ga teng:

i © i
\%
N

1+ x (8 +x)(a +1+x)

Ravshanki, bu qgatorning har bir hadi [0, + 00) da uzluksil,
Demak, uni 2-xossaga ko‘ra hadlab integrallash mumkin:
vidt _y VvV dt
i+t h\{n+t)(n+\+t)'

Aniq integrallarni hisoblaymiz:

dt

11777"1n(1+ ?)lo=1n(1 + x)>

ol +t

1 _ -dat dt =
"(n +?2)(n+1+/) On +/ n+\+t

p(RL D=

\IX /. Wi
L||n+t)\-ln(/|+l+f) = |
i° \V .

R nn +1+x)
Demak,
n +1 + .
yin (LVI _ 2)£-M—————X-)i =In(l +x 3I>
£ n(n + \+ x) '
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Mashqglar

1 Ushbu
4-x 1 4-x VvV 1 1 4-x Y
-+ - + ot )
Ix+2 3 7x+2J 5 Ix+2, 2n-1 7X+2]j

funksional gator x=0 va x =1 nuqtalarda yaginlashishga
lekshirilsin.

2. Ushbu
1 1 1 1
+ - -t e -t - —+
1+ x* 1+x4 1+X* 1+ x~"
funksional gatorning yaqinlashish sohasi topilsin.
3. Ushbu

] 1 e ]T .3 1 s
sinx +— -sin" 2x +-T -sm 3Xx+..+—-sm”"nx+ ...
2 32 n

funksional gatomi (—eo0, +co) oraligda Veyershtrass alomatidan
foydalanib tekis yaginlashishi ko'rsatilsin.
4. Ushbu

f>x" (-l<x<l)
«l
funksional gatorning yig'indisi topilsin.
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30-MA’RUZA
Darajali gatorlar

30.1. Darajali qatorlar, ularning yaqginlashish radiusi va
yaginlashish intervali

Ushbu
"Na)x' —a0+alx + a2~ +... +amxn+... (xe R) n:
o
ko4rinishdagi funksional gator darajali gqator deyiladi, bunda

&P cn, .
haqiqgiy sonlar darajali qatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
(1) qator hadlari

u,,(x) = atixn

boigan funksional gatordir.
Masalan,

1) 1+ X -fx~+ ..+ 144-..

2)1+ —+ —1-..+
2! n\

h.. (x € /?),
v

I)X+— +— +..+— +.. (xeR),
2 3

gatorlar darajali gatorlar boiadi.

Darajali gatorning yaqinlashish sohasini aniglashda quyi
keltiriladigan teorema muhim rol o‘ynaydi.

Shuni aytish kerakki, har ganday darajali qator x =
nugtada yaginlashuvchi boiadi.

1-teorema (Abel). Agar

[00]

AtXn = Ug+ QX+ X +... + ctfix +...

darajali gator x = x() ~ 0 nuqtada yaginlashuvchi bo‘lsa, x ning

N <W
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tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlaridci, ya 'ni
(-WM)
intervalda gator absolyut yaginlashuvchi bo ladi.
~Shartga ko'ra (1) gator x--x0®P0 da yaqinlashuvchi,
ya'ni

anko MO0+ ajX0+ axo+... + amd +...
/0

sonli gator yaginlashuvchi. Unda sonli gatorning yaginlashishining
/aruriy shartiga ko'ra

limamnxl =0
bo" lib,
ing <M (M =const)
bodladi. Ravshanki,

(_\n n
X X X
NdX  anx0 K X0j <M - (3)
\x0) X0 x0
Endi
X < Xn

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy X nuqtani olib,

A lax” j= |a0l+ ja, x| + B2X 2j+... + lanxnj+ ..., (4)
«0
1 2
X X X X
=M +M +M +.+M +.. (5
no  x0 X0 X0 x0

qgatorlami qaraymiz.
. . .. X
(5) gator geometrik qator sifatida ( maxraji <1 )

yaginlashuvchi. (3) tengsizlikni e’tiborga olib, solishtirish
teotemasidan foydalanib (4) qatorning yaqinlashuvchi bo'!lish:ni
lopamiz. Demalk,
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Namwn=al0+ax +ax2+..+amx" + ..
uz0
darajali qator |x]<jx0] tengsizlikni qganoatlantiruvchi X ning

giymatlarida, ya’'ni (-] x0];J.fl]) intervalda absolyut yaqginlashuvchi

bo'ladi. »
Natija. Agar

00

Z axn=ap+axx+afx2+..+ax" + .

darajali qator x = x{ nugtada uzoglashuvchi bo Isa, ya 'ni
arX[l =a0+ axx+ axf +... + +...
n0
sonli gator uzoglashuvchi bo'lsa, n holda x ning
M > ft
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatiarda, ya’ni ushbu
toplamda

anxn gator uzoglashuvchi bo ladi.
=]
Isbotlash mumkinki, ixtiyoriy (1) darajali gator uchun shun*

day chekli yoki cheksiz musbat r son mavjud boiadiki, x ning:

1) fcl< r tengsizlikni ganoatlantiruvchi giymatlarida (1)
darajali gator yaqinlashuvchi (absolyut yaqinlashuvchi),

2) > r tengsizlikni ganoatlantiruvchi giymatlarida (1)

darajali gator uzoglashuvchi,
3) = ya'’ni x =—, X — da (1) darajali gator yoki

yaginlashuvchi, yoki uzoqglashvchi boiadi.
Odatda r son (1) darajali gatorning yaginlashish radiusi,

(W ,r) interval esa darajali qatorning yaginlashish interval!
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deyiladi.
(1) darajali gatorning yaqginlashish radiusi ushbu

r=1lim 7 (an*0, n=1,2,3..) (6)
antl
formula yordamida topiladi.

Eslatma. Agar

co

&, X — (NXCIrX 4% 4anX ' 4 ..

darajali gator fagat bitta nugtada yaginlashuvchi (hu x = 0 nuqta)
ho Isa, nholda r - 0 deh olinadi.
Masalan.

14-x4-21x24-..4 nixL+ ... (xe/?),

darajali gator fagat x = 0 da yaqinlashuvchi. Bu gator uchun
r =0.
Agar darajali gator x ning ixtiyoriy qiymatlarida
(x € (-00,00)) yaginlashuvchi boisa, u holda
r=4od
deb olinadi.
Masalan,

14X 1 h.o4aXlp. lE
12 mN Y,

darajali qgator x ning ixtiyoriy qiymatlarida (xe (-00,00))

yaginlashuvchi. Bu gator uchun r = 4.
1-Misol. Ushbu

X . X2 X3 Xn
t .4

12
darajali gatorning yaginlashish radiusi hamda yaqginlashish
interoali topilsin.

-~Bu darajali gator uchun

1 1

.. (X6 ),
3 n



bo‘lib, (6) formulaga ko‘ra

: _ .on+l1
r=1lim lim :|I|>n% N limfi+l =\
X nj

n+1
bo‘ladi. Demak, berilgan darajali gatorning yaginlashish radiuit
r =1 bo‘lib, yaqginlashish intervali (—L,1) bo‘ladi.
Ravshanki, x = | da darajali qator
i 1 1 1
2 3 n

garmonik gator bo‘lib, u uzoqlashuvchi.
x=-1 da

1+ -J:--J:-+l----- _+ \;: ])
2 3 4 n
bo‘lib, Leybnits teoremasiga ko‘ra bu qgator yaginlashuvchi bo‘ladi,

Demak, berilgan qgatorning yaginlashish sohasi[-1,1) vyarinl

intervaldan iborat. »

2-misol. Ushbu
X X1 X2 X"
o - -t T+ . +-
1-5 2-5 3-5 (« +1)5"

darajali gatorning yaqinlashish sohasi topilsin.
-<Avval bu gatoming yaqinlashish radiusi hamda
yaginlashish intervalini topamiz.
Berilgan gator uchun
1 1

= e — =

anvi=e ;
n +1)-5" (n +2)-54
bo'lib,

1 1 (" +2)5"4 _n
*+ («+D-5" n+2)-5"4 («+1)5" I
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r-lim 2" =iims N =5

a,bl L4
N n )
bo'ladi. Demak, garalyotgan darajali gatorning yaqinlashish radiusi
r —5 , yaqinlashish intervali (-5,5) bo‘ladi.

X = 5 da darajali gator

1 1 1
1H-—1—+... H—Db...
2 3 n

garmonik gator bo'lib, u uzoglashuvchi,
X - -5 daesa darajali gator

2 3 4 n+l
bo‘lib, Leybnits teoremasiga ko‘ra bu gator yaginlashuvchi.
Shunday qilib, berilgan darajali gatorning yaginlashish

sohasi [-5,5) bo‘ladi.®

30.2. Darajali gatorning xossalari

Aytaylik, ushbu
®
=a0l+ax + a2+ ..+ afxn-f.. (1)
/59

darajali gatorning yaginlashish radiusi r >0 bo‘Isin.
3-teorema. Agar (l) darajali gatorning yaginlashish

intervali (—,r) bolsa,{r >0), n holda (-r,r) intervalga
tegishli bolgan har ganday [~c,c] segmentda (0 <c<r) (J)
gator tekis yaginlashuvchi bo ladi ([™-£7<?] c:

~Ravshanki, ce (-r,r). Binobarin, bu nuqgtada ushbu

gator
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yaginlashuvchi bodlib, [—€, c] da
M 'I<K]c" (n=0,1.24.)

boiadi. Veyershtrass alomatiga ko‘ra (1) gator [-c,c] da te

yaqginlashuvchi boiadi. »
Tekis yaqginlashuvchi darajali gatorlar tekis yaginlashuvfl
funksional qatorlarning xossalari kabi xossalarga ega bo‘la

Jumladan, (1) darajali gatorning yaginlashish intervali (-r,P
bo‘lib, uning yig‘indisi S(x) boisa, u holda [~c,c] segmeri
(0<c<r)

1) S (x) funksiya uzluksiz boiadi;

2) (1) darajali qatorni hadlab differensiallashdan h
bolgan

y IntilkH1=0+ + 2Ci-X+ Xt~ +... + ncihx ~ +...
n~G
darajali gator ham yagqinlashuvchi boiib,

5"(x)= Z (aqc"),= §, " fleX

boiadi;
3) (1) darajali gatorni hadlab integrallashdan hosil bolgan
m fb \ b b b b
Y | Makk"dx I= Ma(dx + Maxdx + Ja2x 2f/x+...MaB"dx +...
/=0 \ a J a a a a
gator ham yaginlashuvchi boiib,
b b7 d \ o b
js(x)Ix = 0 "Njamx"dx j=~ “arx"dx
Ite «N" J "«

boiadi([a,£>] c: (—F,r)) =
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3-misol. Ushbu

®
MNX NX+2X mBX -b..--bJX IKN<1
«0
darajali gatoryig'indisi topilsin.
M Quyidagi,
®

N X" =X+ X2+ X3+ XN+

#1=1

darajali gatorni qaraymiz. Bu gator (—1,1) da yaqinlashuvchi
bo‘lib, yig‘indisi S (x) = »=— ekanligi ma’lum (maxraji X

bo‘lgan geometrik gator):

@® \Y;
YY =— -
t! I-n

Bu darajali gatorni hadlab differensiallab topamiz:
P -ZM-Z*-1
Vn=l ] n-1 nit
f -~V 1 x+x 1
vI-xy  (1-x)"  (I-x)~
Keyingi tengliklardan
i i

e " = ~*)7
bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglikning har ikki tomonini x ga
ko‘paytiramiz. Natijada

@ Yy
2> "tz A (1<X<1)
=1 (1-xy

bo‘ladi. »
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30.3. Funksiyalarni darajali gatorlarga yoyish. Teylor gatori.

Yugorida

I G_X + ClI,X 4-U 1 a- 4- cl X 4- (l
1t=()
ko'rinishdagi darajali gatorlar o'rganildi. Ushbu

h+ (X—XQ+ < (X—XQ + ..+ (X—XQ + .. (2)
ko'rinishdagi gator ham darajali qator deyiladi, bundli
a0,a,,...,a,,,... hamda x0 o'zgarmas sonlar. i

Ravshanki, (2) umumiyroq darajali gator bo'lib, vy
x —x0 = t almashtirish yordamida (1) ko'rinishidagi gatorga keladli

Agar r son (r >0) (2) darajali gatorning yaqinlashilh
radiusi bo'lsa, uning yaginlashish intervali (x0-/%x0+ /) bo'ladi.

Aytaylik, f(x) funksiya xHe R nugtaning
(x0—r,x0+ r) atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega boTsin. Bu

hoi / (x) funksiyaning Teylor forrnulasini yozish imkonini beradil

/(x) = 7 (x0)+ f'(li(o):(x—x 0) +

L0 g Ly + (X -x0)"+1;i(x)
21 n\

bunda m(x) -qoldig had.
Modomiki, f(x) funksiya (x0-r,x0+r) da istalgan’
tartibdagi hosilaga ega ekan, unda quyidagi

rw
./ (Ao) + o

®3)
4. 4'- - o (X-X,,)" + (n+ 1)1 (x-x0) "+..
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darajali gatorni garash mumkin.

Bu darajali gator x = x0 nuqgtada yaginlashuvchi, lekin x0
nuqtadan fargli nugtalarda gachon yaginlashuvchi bo’ladi va
yaginlashuvchi bo’lganda uning vyig’indisi qachon f(x)

funksiyaga teng bo’ladi degan savol paydo bo’ladi. Bu savolga
quyidagi teoremajavob beradi.

4-teorema. Agar f (x) funksiya (xO—r, x0+r)
intervalda istalgan tartibdagi hosilalarga ega bo'lib, barcha
xe (x0—r,x0+r) va barcha n=0,1,2,... lar uchun shunday

0'zgarmas M > 0 topilsaki,

bo ‘ladi.
<~ Modomiki, (x0—r,x(+r) da 7/ (xj funksiya istalgan

tartibli hosilalarga ega ekan, unda bu funksiya uchun Teylor
formulasi o‘rinli boTadi. Uning Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadli
Teylor formulasini olamiz:

(4)

bunda
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P )= r'bl){)j:n-:_l?i}fll (o<«<1).

Endi teoremaning shartidan foydalanib qoldig hadni
baholaymiz:

/ (+)(x0+0(x-x0))j 1 5)
D)1 (ft +1)! (ftH-1)!
Ushbu
M
3 (n+i)!
musbat gatorni garaymiz. Bu gator uchun
H
|x-x0$ _\X-xNh\
any
(n+ 1) (n+2)!
boiib,
A\
lim = lim
n—00 N0 (n+2)! " (n+1)!
\Y

n+2 (n+ |)|
X-Xr 1
= lim- yey  lim- = 0<1

(n+2)b X—xn
boiadi. Dalamber alomatiga ko‘ra gator yaginlashuvchi. Unda gator
yaginlashishining zaruriy shartiga binoan

H
1 e = O 6
Ml ©

boiadi (5) va (6) munosabatlardan
limm(x)=0

bolishi kelib chigadi.
(4) tenglikda, n.—co da limitga o‘tib topamiz:
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f{x) =1im / (mo) + M ~Xx0)+ yp” (X~X0)*+ et

+ BbilT (x- xO)"]_1+ I«i_>r(nDr"(x) =/ (xX0)+ = . (x-x0)+

+£ w (x_ N Lo +irwo (L r+ ,.,. >

(3) qator /"(x) funksiyaning Teylor gatori deyiladi.
(3 ) munosabat o‘rinli boisa, 7/ (x) funksiya Teylor
gatoriga yoyiladi deyiladi.
Agar (3') da x0=0 bo’isa, u
+..  (7)

"V W il 21 n\
boiadi va bu gator/(x) funksiyaning Makloren gatori deyiladi.

30.4. Ba’zi sodda funksiyalarning
Makloren qgatori

1) Aytaylik, f(x) =ex boisa, Vxe[-p,p\{p>0) lar
uchun
fF{))™eN 7()(0) =e°=1,
[ {"(x)=ex<ep n=0,1,2,...

boiib, 4-teoremaga ko’ra

® vi v 2 \7 4
en=yY'— =1+—+— + .. +— +.. (0l =1).
tAnl 1 2! al \Y% ;
boiadi. Agar bu munosabatda x ni -x ga almashtirsak:
- . (-7 X X2 M Xi
e X §_))_: I ,,.+(4-|¥ ------- f -
=0 N\ 21 vV J n\

boiadi.



Ma’lumki, giperbolik sinus hamda giperbolik kosinui
funksiyalari quyidagicha
B ex-e X , ex+e
sfix —------—--- , CNX = —-—--mmmm-

ta’riflanar edi.

Yuqoridagi
. X X X
e =1+ —+ — + .+ 4,
1 2! n\
oo Xa X (K
2! v ' n\
formulalardan foydalanib topamiz:
ﬂ"l ><2|/1+1
shx m — !J-
31 “m (2/7+1)! 2n +\\
X2 X4 x” y?’op W
chx = 1+ — +— + mmet
21 41 /) £Z{2n)\

2) Aytaylik, f{x) =sin x bo‘lsin. Bu funksiya uchun

p B(x)=sin x+-
bo‘lib,

KK
k-2n bo‘lganda (0) =sin 0,

K = 2/j+ 1 bo‘lganda (0) =(-1)'
bo‘ladi. Ayni paytda barcha x e (—0,00) da
/">(*) <1 v =0,1,2,..)

tengsizliklar bajariladi. 4-teoremadan foydalanib topamiz:

sin (-9 IR BV UL Y ....Xe /-oo.co)\
h (2« +1)! 3! 51 \Y
3) Aytaylik, f(x)- cosx bo‘lsin. Bu holda yuqoridagiga

396



o'xshash

COSX = =1---- X2+ — H-... xe&/—oo,oo)
41 R

— \~x2>
h(2n)\ 2!
bo‘ladi.
4) Endi /(x) =(\+x)“, aeR wva /(x)=In(l+x)

funksiyalarning Makloren gatorlarini keltiramiz.

X € (-1,1) uchun

(P PP PLICENS

2!
( / i\ («)
B I -X +
n\
x e (—1,1] uchun
A x' X | X

In(l +x) = X-——- + mommmmeeeees +o+(-1)" -

\Y ' 2 4 K 7 n

bo‘ladi.
Natija. Yuqoridagi (8) munosahatdan foydalanib, a ning

ba'zi xususiy qgiymatlaridagi funksiyalarning yoyilmalarini

keltiramiz:
1)

=X (~0" xr=1-* +*%2-X3+x4- ..+ (-1)"Xa+ ..

) — X —1#FX+X2-b...+ Xn-f...
1™ X 40
3)Vm=(i+x)i=1+—
\Y; ' 2 2 4 2-4-6
4)>/n =(l-x)i=1I1-£-i.i-1xi.
2 2 4 2-4-6
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30.5. Darajali qatorlarning tagribiy hisoblashlarga
tatbiglari

Ma’lumki, funksiya oliv matematikada o'rganiladigah
asosiy tushuncha. Ko'pgina masalalar funksiyani hisoblash
(berilgan nugtadagi giymatini topish) bilan bog‘lig. Funksiyaning
murakkab bo‘lishi bunday hisoblashlarda katta giyinchiliklar
tug‘diradi. Natijada funksiyani sodda va hisoblashga qulay bolgan
funksiya bilan tagribiy ifodalash zaruriyati paydo boiadi.

Odatda tagribiy ifodalovchi funksiya sifatida butun ratsional
funksiya-ko*phad olinadi.

Funksiyalarning darajali qatorlarga yoyilmasidan foyda-
lanib, ularning giymatlarini tagribiy ifodalovchi formulalarni hosil
gilish mumkin.

Biz yuqorida /(.v) funksiya maium  shartlarni

ganoatlantirganda uni darajali gatorga yoyilishini ko‘rdik.
Jumladan,

AV, w 1! 2! n\
(Makloren qatori). Modomiki, n —co da

/w =/ («)+T n+T N~ .. +N .o+t D)

da m(x) —» 0 bo'lar ekan, unda x = 0 nugtaning atrofida

, (XW (0)+m 1+7 , . ., N <,
vV ; \VA u 2! n!

deyish mumkin. Bu taqribiy formuladan funksiyalarning giymatla-
rini tagribiy hisoblashda foydalaniladi.
(9) formulani

/ (x) =ex; /(x) =sinx, /(x) =cosX,
f(x) =Inl+x), f(x) =1+x)° (aeR)

funksiyalarga tatbiq etib topamiz:



, . X X2 X
e «l +—+— + .. +—

1 2! m
sinX * X - —Xx3+—Xx5-... +—— -x2,H,
3! 5! (2n + 1)
COSX » I VN +-)C--O;Xb ,
2! 41 (2n)!
(L+x)”  +
\Y ' il 2! 1\
In(l +x) « xX- — +-— — + ..+ (-1)" 1— .
\% ’ 2 3 4 K~ n
4-Misol. Ushbu
a =sinl
miqgdor taqribiy hisoblansin.
J1 Agar
sinXx« Xx—-x 3+—x5-...+ - A~ x2'H
3! 51 (2n +1)!

da x = 1 deyilsa, unda

SH |1* 1 —--_1+ __1___ o+ _*IA) n
3 s 2un + 1)

bo‘ladi. Ma’lumki, 1 radian w57°18'. Keyingi munosabatda ikkita
had olinadigan bo‘lsa, unda

sinl»sin57°18'*|-—=1--U -
3l 6 6
bodladi. »
5-Misol. Ushbu
a-iInll
migdor hisoblansin.
< Ma’lumki,
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IN@+X) 1% St

. (—< JCk).
2 3 4 n
Bu yerda x = 0,1 deyilsa,

N /n N3

taU. (Um +m m +..+HT ™ i

2 3 4 K~ n
bo‘ladi. Agar keyingi tagribiy tenglikning dastlabki uchta hadi
olinsa, unda

In11* 0,1 - (0,i)2+(0;i23* 0,0953

2
bodlishini topamiz. »

6-Misol. Ushbu

dx
integral tagribiy hisoblansin.
<4 Ma’lumki,
, X X~
:1-f— ha—
1 21 W
Bu munosabatda x ni —x ga almashtirib topamiz:
nz XA X.s | A 2/
e* «l-—- + oo +,,.+(-nl ------
w2t 3

Keyingi munosabatning dastlabki to'rtta hadi olinib, so'tig
[0,1] bo‘yicha integrallansa, natijada

i i ( $2 x At I 6/
jVrdx« J 1--—- bomomeeee dx
ov 1 2 3

1
T — « 0,7428
3 10 42 0 3 2
bo‘ladi.»
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Mashqlar

1 Ushbu
A 45 8x b 3]
S D 8B, 2
3 5 2n- 1
gator yaqginlashishga tekshiriisin.
2. Ushbu

a)/(x) =sin3x, b) /Z(jc) =In(l~jc2), d) f(x)

funksiyalar Teylor gatoriga yoyilsin.
3. Ushbu

gatorning yig‘indisi topilsin.

4. Ushbu
Ne
miqgdor 0,001 aniglikda hisoblansin.
5. Ushbu

integral 0,001 aniqglikda hisoblansin.



31-MA’RUZA

Furye gatorlari bagida dastlabki ma’lumotlar

Faraz giiaylik, 7/ (x) funksiya /?= (—e0, + qo) da berilgan
bo‘lsin. Ma’lumki, shunday T e R\{0j son topilsaki, Viei? da
/(x+7>/(x)
tenglik bajarilsa, / (x) davriy funksiya, T 0 son esa uning davri

deyiladi.
Agar T @0 son f(x) funksiyaning davri boisa, uholda
KT (Kk=%1,%2,...)
sonlar ham shu funksiyaning davri bo4ladi.
Agar f(x) wva g(x) davriy funksiyalar boiib, T 0

ulaming davri boisav

/(x)xg(x), f(x)-g(x), u()**)

funksiyalar ham davriy bo" lib, ularning davri T ga teng bo" ladi.
y =sinx, y =cosx funksiyalar T =2n davrli funksiya
boigan holda ushbu

<p(x) —acosax +bsmax (a,b,a- o4garmas, a~O)

2n
funksiya ham davriy funksiya boiib, uning davri T = — bodladi.
a

Hagigatan ham,
|
n: > "
x4—-f- - acos afx ——er) +bsin a\fx+l/\II
vV o &) . a vVooa )

=acos(ax +2/r)+bsin(ax +2/r) = acosax +bsinax -<p(x)

boiadi.
Bu (p(x) =acosax +6sinax sodda davriy funksiya

boiib, u garmonika deb ataladi.
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Aytaylik, /(*) funksiya [—a,a] da uzluksiz bo‘lsin.
Unda
/ (x)cosra:, /(x)sin«x (a=1,2,3,...)
funksiyalar ham nr,K] da uzluksiz bo‘lib, ular [-A\;r] da

integrallanuvchi bo‘ladi. Bu integrallami quyidagicha belgilaymiz:

. Iff{x)dx,
n

—X

a,,= j f(x)cosnxdx, (n=1,2,...) (1)

1
A,

X

1l K

- — jf(x)sinnxdx. (un=1,2.,..)
A -K

Bu sonlardan foydalanib, ushbu

d
— +~ (ancosnx4bnsinnx) (2)
2 =i
gatorni (uni trigonometrik gator deyiladi) hosil gilamiz.
(2) gator funksional gqator boiib, uning har bir hadi

garmonikadan iborat.

Ta’'rif. (2) funksional gator f (x) funksiyaning Furye
gatori deyiladi. (1) munosabatlar bilan aniglangan

,A\,b\, NeeexCin, bfl,...

sonlar Furye koeffitsiyentlari deyiladi.

Demak, berilgan / (n) funksiyaning Furye
koeffitsiyentlari shu funksiyaga bogiig boiib, (2) formulalar
yordamida aniglanadi, gator esa quyidagicha:

. a ® )
/ (jc) - — +  (ancos nx 4-bnsin nx) .
M\

belgilanadi.
1-niisol. Ushbu /(m*) - e°x (~n ~x<n ,a P0O)
funksiyaning Furye gatori topilsin.
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< (1) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning
Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:

14 1occosnx+nsinnxQ';\x
an- — J’eaxcos nxdx = . -
fr

n a +n
=(-1)"--—--~a~; shan (n=1,2,...),
n a +n
1" . 1 a sin nx —n cos nx
b,=— Ieaxsm nxdx = m- " 2
K J K a’ +n
n a +n
Demalk,
f(x) =eax
funksiyaning Furye gatori
a ® _
f(x) =eax-—--+ 7" (tf,, cos nx + bnsin nx) =
2y
Ishan . ;
i+ (=1r fawsnx-nsmtnx)
n 2 a ”~ az2+n2

boiadi. »

Aytaylik, / (x) funksiya [-n\/T] da berilgan juft funksiya
bo‘lsin: /7 {-x) =f(x) .U holda

/ (x)-cosrarjuft, f(x)-sinnx toq (M =1,2,3,.)

funksiya boiadi.
(1) formulalardan foydalanib, f{x) funksiyaning Furye

koeffitsiyentlarini topamiz:
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an J/ (X)cosnxdx=— J/(X) cosawwx+ J/ (X) QCB/Liic

I/ (X) cosnxdx H-1/ (x) cos nxdx
0 )
2 -
— [/(X)cosnxdbr (n=0,1,2,...).
;T
n | O N
J/ W sinnxdx=— J/ (n)sin hxdx+ j*/ (,v) sin nxc/x
A n
- 1N x) sinnxdx + J/ (X) sinnxdx
(o) 0

Demak, juft /(X ) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
2 *
pa=—1J/(x)cos;m/x (A=0,1,2,...)

bh=0 (i=1,2,...)
boiib, Furye gatori

«

boiadi.

Aytaylik, ,7(x) funksiya [—f-, n-] da berilgan toq funksiya
boisin:
/ (-x) =-/(*). Uholda

/(x)cosnx tog, /(x)-sinnx juft (un=1,2,3,.)
funksiya boiadi.

(1) formulalardan foydalanib, 7/ (x) funksiyaning Furye

koeffitsiyentlarini topamiz:
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an - 2z J/ (x)cosnxdx =— JI1 (x)cos nxdx + J"/ (x) cos nxdx

A+ K _-7 (0]
=—[- f/(x) cos nxdx +/ (x) cos nxdxJ =0 («=0,1,2,...)
n 0
bn=—1J/ (x}sinnxdx =— J/(x)simmiv' + J/(X)sin/m/x

[/ (x)sinnxdx (n=1,2, ...).

Demak, toq / (x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari

an=0, n=0,1,2, ...),

VANE S

bn=— 1/ (x)sin/m/x, (n~12, ...)
Ky
boiib, Furye gatori

f(x)~H b"sin/Zu
(x) ya
boiadi.
2-misol. Ushbu
f (X)=xJ (~tt<x</r)

juftfunksiyaning Fwye gatori topilsin.
< Awvalo berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini

topamiz:
0
IX]'dX -A~,
5 0 )
2 2 ,sinnx "
ay = T4 X' €oS nxdX - FX Jxsin nxdx

N o9 nno
A XCOS nx

fcoswxJx =(-1)"—-{n- 1,2, ...)
nn 0 no
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Demak, ./(x) = x2 funksiyaning Furye gatori
fr(lx)\: x2~ kal + 4]T(—I \nEOS{\X
n H 7
boiadi. »
3-misoL Ushbu

f(x) =x (-Ir <x<Tt)

togfunksiyaning Furye qgatori topilsin.
~Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblay-

miz:
[7-1
nx 1 2(-1
bn= — fxsinnxdx ~— < O° Jcos nxdx N
T n n
Demak, 7/ (x) = x funksiyaning Furye gatori
/ (x)~V ( - 1 —sinnx
n
bo‘ladi.™

Faraz qilaylik, 7/ (x) funksiya \~P>P\ (/>>0)

segmentda uzluksiz bo‘lsin. Ma’lumki, ushbu

7z
t=—X
p
almashtirish \~p,p\ oraligni [-Tr,A-] ga o‘tkazadi, ya'ni x

o‘zgaruvchi \~p,p\ da o‘zgarganda t o'zgaruvchi [-/T,,t] da

o‘zgaradi. Endi

U0 = {5ty = plo-

deymiz. Unda (p{t) funksiya oraligda berilgan uzluksiz

funksiya boiadi. Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
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a =— i(p(Acosntdt, (n =0,1,2, ...)
n-*

-1 )ﬁp(t)sinntdt n=1.2,..)

n _*
ni topib, Furye gatorini yozamiz:
d o
~(0~ "2T + ﬁi( a»cosnt+” sinw/) m
Modomiki,
71
t=—
ekan, unda
- \
P —X 4y @ cosul x+ ¥ shullx/
Y 2 )i=1v ” P Py
bo‘lib, uning koeffitsiyentlari
n P ( n
a. —x cosn—xdx, (n=0,1,2 ..)
P -p \ Yy Yy
bl=— jVj—x singa—xdx. (a=1,2...)

PP \P )

bo‘ladi. Natijada [-p,p] da berilgan 7/ (x) funksiyaning Furye
gatorini quyidagicha
/ anx ., .
ancos--—-—- +bnsm
/4 P
bo‘lishini topamiz, bunda

* = 1./ M COS— dx (n=0,1,2...)
P-j P

1 Bt
b =— f/(x)sin — xdx (n=1,2..))
A p i p
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4-misol. Ushbu
f(x) =ex (~1<*<1)
funksiyaning Furye gatori topilsin.
< Yugoridagi formulalardan foydalanib, f{x)~ex
funksiyaning Furye koeffitsiyentilarini topamiz:

1, 1 MK Sin MKX - €OS MKX
a0= je'dx =e-e an=jV cosnnxdx-

1+nNT
——{ecosnit—e "cosim) = (-8 ; («=1,2,..)
= =(-1)7----- — «=1,2, ...,
\t M~ V 1+t~
Vv Y smnﬂx—rlﬂoosrlﬂx
D- e O(ISnnx c’
B 1+fl1V

= e \—r(enncosnn + naenN cosnn) =

1+n 4
N /- \ / + C B \
=— -—(el— _(_1’;3/ ------- rT r«:l,‘z, )
1+nga V : 1+n 1 Vv !
Demak

/(X)) =ex (-l<x<l)

funksiyaning Furye gatori

e—e~ TRl 113
]+(e-e—')i T oosrm+_( ..... O ¢ nnsin nkx
2 1+ 272 1+ n27t2

boiadi. »

Aytaylik, /(jc)funksiya [a,b] da berilgan boisin. [#,&]
segment ak nuqtalar yordamida boiaklarga ajratilgan.
(a0=a9 an=Dh).

Agar har bir (ak,ak+) (k=0,1,2,..,,n-1) da 7 (*)
funksiya differensiallanuvchi boiib, x = ak nugtalarda chekli o‘ng
f{ak+0) (&=0,1,2,....,u-1),

va chap
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f'(ak-0) (k=0,1,2,-..,n)
hosilalarga ega bo'lsa, /'(v) funksiya [a£>] da boMakll

differensiallanuvchi deyiladi.

Endi Furye gatorining yaginlashuvchi bodlishi haqidi®
teoremani isbotsiz keltiramiz.

Teorema. 2n davrli /(x) funksiya [--/r,/r] oraliq
bo laklt-differensiallanuvchi boisa, v holda bu funksiyaning Furyi
gatori

o] ®

f(x)-—-- ~+ cosbr + ~ sin Ax)
2 *d

/1] dayaginlashuvchi boiib, uningyig'indisi

f(x +0)+f(x-0)
2

ga teng ho ‘ladi.
5-misol. Ushbu

/ (x) =cosaA' (-1"<A<K ,aPne 2)
funksiyaning Furye gatori topilsin va nyaginlashishga tekshiriisin.
4 Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz,
Qaralayotgan funksiya juft bo‘lgani uchun

bH=0 (n=1,2,3,...)

boiib,
112 1
jcosca'cos/txalv = ] cos(a- n)x cos(a+n)xJdx =
*0
sinart S
n 2" a4n a-n
bo'ladi. Demak,
sin an- 14 < 1 4
bs vy Ny el €0s Nnx
/()m L ST LHY \3%n a<n

Agar /(x) =cosax funksiya teoremaning shartlarini
bajarishini e’tiborga olsak, unda
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cosax= e - C0s NX
bo'lishini topamiz. »
Mashglar

1. Ushbu
/ (X) =2sin(2x +2)
garmonikaning grafigi topilsin.
2. Ushbu
/ (j)=jcl (-a<x<n)
funksiyaning Furye gatori topilsin.
" 3. Ushbu
, 4 \-X, agar -n<x< 0 bo‘lsa,
f(x) =1
[ 0, agar 0<x<n bo‘lsa

funksiyaning Furye gatori topilsin va u yaqginlashishga tekshiriisin.
4. Ushbu

funksiyaning Furye gatori topilsin va u yaginlashishga tekshiriisin.
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