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SO Z BOSHI
QoMlanma oliy ta’lim muassasalari texnika va texnologiya bakalavr 

ta’lim yo'nalishlari Davlat ta ’lim standartlariga mos keladi va fanning o ‘quv 
dasturlariga to‘la javob beradigan tarzda bayon qilingan.

Ushbu o‘quv qo'llanma bakalavr ta’lim yo‘nalishlarining 2-bosqich 
talabalari uchun mo'ljallangan bo‘lib, fanning bir necha o‘zgaruvchi 
funksiyalarining differensial hisobi, bir necha o'zgaruvchi funksiyalarining 
integral hisobi, oddiy differensial tenglamalar, qatorlar bo‘limlari bo'yicRa 
materiallarni o ‘z ichiga oladi.

Qo'llanmaning har bir bo‘limi zarur nazariy tushunchalar, ta’riflar, 
teoremalar va formulalar bilan boshlangan, ulaming mohiyati misol va 
masalalaming yechimlarida tushuntirilgan, shu bo‘limga oid amaliy 
mashg‘ulot darslarida va mustaqil uy ishlarida bajarishga mo‘ljallangan ko‘p 
sondagi mustahkamlash uchun mashqlar javoblari bilan berilgan.

Har bir bo‘limning oxirida nazorat ishi va talabalaming mustaqil ishlari 
uchun topshiriiqlar variantlari keltirilgan. Har bir mustaqil ish topshirig'ining 
oxirgi varianti namuna sifatida yechib ko‘rsatilgan.

Qo‘llanmani yozishda oily texnika o‘quv yurtlarining bakalavrlari uchun 
oily matematika fanining amaldagi dasturida tavsiya qilingan adabiyotlardan 
hamda o‘zbek tilida chop etilgan zamonaviy darslik va o‘quv 
qo'llanmalaxdan keng foydalanilgan.

Qo‘llanma haqida bildirilgan fikr va mulohazalar mamnuniyat bilan 
qabul qilinadi.

Muallif

0 ‘quv qoMlanmada quyidagi belgilashlardan foydalanilgan:
81 -  muhim ta’riflar;
<^) -  «alohida e’tibor bering»;
(g) i q  -  misol yoki masala yechimining boshlanishi va oxiri;

Shuningdek, muhim teorema va formulalar to ‘g‘ri to‘rtburchak ichiga 
olingan.
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I bob 
BIR NECHA 0 ‘ZGARUVCHI 

FUNKSIYALARINING DIFFERENSIAL HISOBI

1.1. BIR  NECH A 0 ‘ZGARUVCHINING FUNK SIY ALAR I

Funksiya tushunchasi. Funksiyaning limiti. Funksiyaning uzluksizligi

1.1.1. R2 fazoda D va E to‘plamlar berilgan bo‘lsin.
88 Agar D to‘plamning har bir (jc,y) haqiqiy sonlar juftiga biror qonun 

yoki qoida bilan E to'plamdagi yagona haqiqiy z soni mos qo‘yilgan bo‘lsa, 
D to‘plamda ikki о ‘zgaricvchiningfunksiyasi aniqlangan deyiladi.

Ikki o ‘zgaruvchining funksiyasi
z = f (x,y),  z = z(x,y) 

va boshqa ko‘rinishlarda belgilanadi. Bu yerda x va у  argumentlar, z ikki jc 
va у  o ‘zgaruvchining funksiyasi deb ataladi. D to‘plamga f (x ,y)  
funksiyaning aniqlanish sohasi, E to ‘plamga uning qiymatlar sohasi 
deyiladi.

1-misol. Perimetri aga teng uchburchakning ikki tomoni x va у  ga teng. 
Uchburchakning yuzasini x va у  orqali ifodalang.

®  Uchburchakning uchinchi tomoni z bo‘lsin. U holda a = x + y  + z 
bo‘ladi. Bundan z = a -  x -  y.

Uchburchakning yuzasini Geron formulasi bilan topamiz:

S = j p ( p - x ) ( p  -  y)(p -  z), bu yerda p = ^ .

p  va z ni Geron formulasiga qo‘yamiz:

yoki

5(jc,_v) -  —Ja(a -  2x)(a -  2y)(2x + 2y -  a) . О  
4

®  To‘g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida haqiqiy 
sonlaming har bir (x,y) juftiga Oxy tekislikning yagona P(x;y) nuqtasi 
mos keladi. Shu sababli ikki o'zgaruvchining funksiyasini P(x\y) nuqtaning 
funksiyasi deb qarash va z = f (x,y)  yozuvni f (P)  kabi yozish mumkin, Bu



hold a ikki o‘zgaruvchi funksiyasining aniqlanish sohasi Oxy tekislik 
nuqtalurining biror to‘plamidan yoki butun tekislikdan iborat bo'ladi.

Argumentlarning tayin * = *„ va y = y0 qiymatlarida (yoki •P0(*0;>'l)) 
nuqtada) z = f (x ,y)  funksiyaning qabul qiladigan z0 xususiy qiymati 
Z„ = z \ ' . r ,  yoki z0 = f (x a,yg) (yoki *„= /(/> )) deb yoziladi.

2-misol. f{x,y)  = + ^  funksiyaning A(2;-l), 5^— ;3 ,̂ c f 4;—j,

1л - ; -  nuqtalardagi xususiy qiymatlarini toping.
\У x ,

<S> f (x,y)  funksiyaning P0(x0\y0) nuqtadagi xususiy qiymatini topish 
uchun funksiyaning ifodasiga bu nuqtaning koordinatalarini qo‘yish kerak. 

Demak,

-■ (32 + l)

f (C)=-

2 '  
+ 1

У
x

4 ( / + * 2) .
V  ’

f (D)  =
у +x

У
X

3-m isoI./(x2 - y 2,xz + / )  = 2xybo‘lsa, f ( x , y ) ni toping.

<§> u = x 1 - y 1 va v  = jc 2 +  y 2 belgilashlar kiritamiz va hosil bo‘lgan 
tenglamalarni x va у  ga nisbatan yechamiz:

x -  у  =u= u, V + U , v - u  , • Iv + u l v -u
' dan *2 = _ — , -  yoki * = J — y = J ~ z - •  \x + у  =v 2 2 V 2 V 2

Berilgan funksiyani yangi o ‘zgaruvchilar orqali ifodalaymiz:

s „  V + U V - u  ----- 2

u,v o ‘zgaruvchilarni x,y o‘zgaruvchilar bilan almashtirib, topamiz:
f (x ,y) = J y 2- x 2. О
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2 = f (x ,y)  funksiya jadval, grafik va analitik usullarda berilishi mumkin. 
Funksiya analitik usulda berilganda uning aniqlanish sohasi funksiyani 
aniqlovchi formula ma’noga ega 
bo‘ladigan barcha nuqtalar to‘plamidan 
iborat boiadi.

4-misol. Funksiyalarning aniqlanish
sohasini toping:

«5 2  2

1) z= X + У ; 2) z = arcsin(V + y 1 — 8). 
y - x

®  1) Funksiya y = x shartda 
aniqlanmagan. Demak, y * x .  Geometrik 
nuqtayi nazardan y * x  shart funksiyaning 
aniqlanish sohasi ikkita yarim tekislikdan 
tashkil topishini bildiradi. Bunda birinchi 
yarim tekislik y - x  to‘g‘ri chiziqdan yuqorida, ikkinchisi bu to‘g‘ri chiziqdan 
pastda yotadi (1-shakl).

2) Funksiya -1 5  x2 + y 1 -  8 s  1 shartda aniqlangan. Bu shart 
1 <ix2 + у г <9 shartga teng kuchli.
Funksiya aniqlanish sohasining 
chegaraviy chiziqlari bo‘lgan x1 + y2 = 7 
va x2 + y 1 = 9 aylanalar ham bu sohaga 
tegishli. Demak, funksiyaning aniqlanish 
sohasi markazi koordinatalar boshida 
bo‘lgan, radiuslari mos ravishda V7 va 3 
ga teng aylanalar orasida va bu 
aylanalarda yotuvchi barcha nuqtalardan 
iborat bo'ladi (2-shakl). О

Л3 fazoda D va E to‘plamlar 
berilgan bo‘lsin.

88
Agar D to‘plamning har bir (x,y,z) haqiqiy sonlar uchligiga biror qonun 

yoki qoida bilan E to‘plamdagi yagona haqiqiy и soni mos qo‘yilgan bo‘lsa, 
D to‘plamda uch о ‘zgaruvchining funksiyasi aniqlangan deyiladi.

Uch o‘zgaruvchining funksiyasi
4 = f(x,y,z), u = u(x,y,z), F(x,y,z,u) = 0, ....

kabi belgilanadi.
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Uch o'zgaruvchining funksiyasi P(x;y;z) nuqtaning funksiyasi deb 
qaralsa u = f{x,y,z)  yozuvni f (P)  kabi yozish mumkin. Bu holda uch 
o'zgaruvchi funksiyasining aniqlanish sohasi Oxyz fazodagi nuqtalarining 
biror to‘plamidan yoki butun fazodan iborat bo’ladi.

5-misol. Funksiyalaming aniqlanish sohasini toping:

1) u = - j3x-2y + z - 6 ;  2) и = ln(3z2 -  2хг -  бу1 -  6).

<§> 1) Funksiya 3 x - 2 y  + z - 6 > 0  yoki 3 x -2 y  + zZ6  shartda haqiqiy 
qiymatlar qabul qiladi. Demak, funksiyaning aniqlanish sohasi ' Oxyz 
koordinatalar fazosining 3x -  2y + z -  6 = 0 tekislikda va bu tekislikdan 
yuqorida yotgan nuqtalar to‘pi ami dan iborat bo‘ladi.

2) Funksiya (x,y,z) uchlikning 6z2 - 2 x 2 ~3y2 - 6 > 0  yoki

— + ^ - -  — < - i  shartni qanoatlantiruvchi qiymatlarida aniqlangan. Shu
3 2 1

X2 v2 z 2sababli bu funksiyaning aniqlanish sohasi — + ^ ------  = -1 ikki pallali

giperboloidning ichki qismidan iborat bo‘ladi. О

To‘rt o‘zgaruvchining, besh o ‘zgaruvchining va umuman 
n o ‘zgaruvchining funksiyasi yuqoridagi kabi ta’riflanadi va belgilanadi. 
n o‘zgaruvchining y = f (x„x2,...,xri) funksiyasi ko‘pincha R" fazodagi 
P(xt;x2;...;xJ nuqtaning funksiyasi sifatida qaraladi va y^- f ( P ) deb yoziladi. 
n o'zgaruvchi funksiyasining aniqlanish sohasi (x,,x2, h a q i q i y  sonlar 
sistemasining D to'plamidan iborat bo'ladi. Bunda to 'rt va undan ortiq 
o'zgaruvchiga bog'liq funksiyalaming aniqlanish sohasini ko'rgazmali 
(chizmalarda) namoyish qilib bo'lmaydi.

1.1.2. P0(x0,ya) nuqtaning 8-atrof i  deb л](х -  x j  + {y-  y0f  <5 (yoki 
p{P,P0) < 5 ) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha P(x,y) tekislik nuqtalari 
to'plamiga aytiladi. Bu to'plam markazi Pa nuqtada bo'lgan va radiusi S ga 
teng ochiq (chegarasiz) doirada yotuvchi barcha p  nuqtalardan tashkil 
topadi.

S  Agar Vs> 0 son uchun P0(x0, v0) nuqtaning shunday 8 -  atrofi 
topilsaki, bu atrofning istalgan P(x,y) nuqtasi ( PB nuqta bundan istisno
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\ f(P)-A\<e
tengsizlik bajarilsa, A songa z = f (x , y)  funksiyaning P0(x0,y0) nuqtadagi 
yoki P^>Pa dagi limiti deyiladi va

lirnf (x ,y) = A, lim f (x , y)  = A yoki limf (P)  = A
У~*Уа

kabi belgilanadi.
Ta’rifga ko‘ra, limf (P)  = A limit mavjud bo‘lsa, bu limit P(x;y)r-»r9

nuqtaning P0(x0,y a) nuqtaga intilish yo‘liga bog‘liq bo‘lmaydi, ya’ni agar 
lim f (P)  = A bo‘Isa, u holda P(x;y) nuqta P0(x0,y0) nuqtaga ixtiyoriy

yo'nalish va istalgan trayektoriya bo‘ylab yaqinlashganda ham bu limit A ga 
teng bo‘ladi.

Bir necha o ‘zgaruvchi funksiyasining limiti uchun quyidagi teoremalar 
o‘rinli bo‘ladi.

1-teorema. |im(/(P) ± g(P)) = lim f (P)  ± lim g(P) .r-*r9 г-*гц
2-teorema. lim(f(P) ■ g(P)) = lim/(P) ■ limg(P).

1-natija. Funksiya P —>Pfida.yagonalimitga ega bo‘ladi.
2-natija. lim/(C) = C, С - o ‘zgarmas funksiya.

3-natija. lim(k-f(P)) = k-hmf(P) ,  keR.

boiishi mumkin) uchun

4-natija. l im (/(P )‘ ) = ( lim /(P ))* , = ф\т/(Р) ,  k = 1,2,3,....

f lP) lim
3 -teo rem a . lim — ^  = -------- l im £ (P )* 0 .

g(P) I™ g(P)

4-teorema. Agar P0 nuqtaning biror atrofidagi barcha P nuqtaJar uchun 
f(P)-Z<p(P)-Zg(P) tengsizlik bajarilsa va lim f (P)  = lim g(P) = A bo‘lsa,

P-+P0
u holda lim <p(P) = A bo‘ladi.

p->p,
5-teorema. Agar P„ nuqtaning biror atrofidagi barcha P nuqtalar uchun 

f (P)<g(P)  tengsizlik bajarilsa va f(P), g{P)funksiyalar P P „ da 
limitga ega bo‘lsa, u holda lim f{P)  < lim g(P) bo‘ladi.



6-teorema. limg(P) = 0, lim f (P)  = C &0 bo‘lsin. U holda:
r-r,

l)agar p(P,Pa)<5 (<S > 0) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha

P nuqtalar uchun  ̂>0bo‘lsa, lim 1 = +cc boiadi; 
g(P) g(P)

1) agar p(P,Pj<S (S  > 0) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
f t  p\ f i  p\

P nuqtalar uchun — — < 0 bo‘Isa, lim =-«> boMadi.

Agar z = f{x,y)  funksiyaning jcva у  o‘zgaruvchiiaridan biriga tayin 
qiymat berilsa, bir o‘zgaruvchining z = f{x,a)  yoki z = f(b,y)  funksiyasi 
kelib chiqadi, bu yerda a,6 - o ‘zgarmaslar. Bunda x - * x 0da (y~>y0da) 
z = f (x ,d){z  = f(b,yj)  funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit aqiymatga 
( b qiymatga) bog‘liq bo'ladi, ya’ni

limf(x,a) = <p(a) (lim f{b,y) = y/(b)).r'**e У-**,

, Зх2 + у  3jc2+I .. 3x2+y 3x1 + 2
M asalan, lim --------— = --------- , lim -------- — = ............. .........(«o-W*.0 2x-  у 2 x - l  (■■'№) 2x -  у 2 x - 2

6 -misol. Limitlami toping:
.. дг+3y 1 .. x 7+y11) lim ----- — ; 2 ) lim , ;

_  2у 'U Sw m Jjf +y2 + 9 - 3

3, Ito J M U z l-  4), lim ,« " И я 4 ;
Ii./RmI X + у  (wM ) X

xly5) lim --------------------- ; 6) lir.. .
'  (»оЯ*.о) 2(3 -  y)(x + у  -  4) (•■*».») .x + 3y

®  Berilgan limitlarni limitlar haqidagi teoremalami qo'llab, topamiz.
1) lim X = 1 va lim у = - 2 .(xj.Vki-2) 1<.гН1.-Г

U holda
r , lim (х + 3уг) lim x + 3 lim y2 1 + 3 . (-2V n;im Х + 3У _ w w r  _ = ш . - ! )  _ l i 0  I = — .

(«.,М?.-з)хг _ 2 v lim (x*-2y) lim x1 - 2  lim v l! -2 (-2 ) 5Uj.Ri.-j) l>.rWri)

2 ) A: = rcos<3, у = rsin<p (r>0) deymiz. хг + у г =гг ifoda r ning tayin 
qiymatida (x,y) nuqta markazi koordinatalar boshida bo‘lgan r radiusli 
aylanada yotishini bildiradi. Bunda <p burchak 0 dan In  gacha qiymatlami 
qabul qilganda (x,y) nuqta butun aylanani qoplaydi. <p ning
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0 dan 2л gacha o‘zgarishida r ga ixtiyoriy musbat son berib aylananing 
istalgan nuqtasiga tushish mumkin. Shu sababli /-->0 shart (x,y) ->(0,0) 
shartga teng kuchli bo‘ladi.

Demak,

lim r  X +-2L=----= 1^-^=^=—  = lim^ +9  +~  = )]m(Jr2 + 9 + 3) = 6.
(wM|.“) V ? + 7  + 9 - 3  -Jr2+9 -  3 '-*1 Г2 Г-Л

3) (0;0) nuqtaga >- = fcc to‘g‘ri chiziq bo‘ylab yaqinlashamiz.
U holda

.. ~Jxy + 4 - 2  -Jkx2 + 4 - 2  be2, lim -------------= lim---------------= lim------------, ----- =
x + y  «0 (i + k)x — (1 + к)хЫкх2 +4  + 2)

kx 0= lim--------- = . _ -----= --------- = 0.
^ ( l  + AXV/cc2 + 4 + 2) 4(1 + *)

4) л -» 0, y -»3  da jc>' -> 0 . Bundan lim---------=1 tenglikni qo‘llab,
or—Ю

topamiz:
lim = t o  ajcsin(xy) g =  ^

( « И М  д -  < i . y ) - * ( 0 . 3 )  ;(:j ,  ^

_ 1
5) x —>4, y -> 0 da * + .y-4->-0. lim------ = 1 tenglikni qo‘llab, topamiz:

a-*° q ,
_  1 x (x+y-4) __ « %> ОI1  ̂  ̂ i*  ̂ -I л ••lim ,--------------------- = l i m ------------------------- - lim

(*.rW.o)2(3-y)(x + y - 4 )  ^гХ'-<»х(х + у - 4 )  2(3 - у )  2(3 - у )  3

6) (0;0) nuqtaga y  = kx to‘g ‘ri chiziq bo‘ylab yaqinlashamiz: 

lim -lim ^
+ 3 /  ' ~ ™ 73 +~3kJxT ~ 1 + 3k ' '

Bu limitning qiymati to ‘g ‘ri chiziqning burchak koeffitsiyentiga 
bog‘liq: k = Ida (ya’ni nuqta .y = jc to‘g‘ri chiziq bo‘ylab harakatlanganda)

limit -  ga teng; к = 2 da (ya’ni nuqta y = 2x to‘g ‘ri chiziq bo‘ylab
4

2harakatlanganda) limit — ga teng va hokazo. Shunday qilib, P(x\y) nuqta

koordinatalar boshiga turli yo'nalishlar bo‘ylab yaqinlashganda funksiya 
turli limitlarga ega bo‘ladi.

x 2vDemak, lim ——-—- limit mavjud bo‘lmaydi. О(.yw».«)x3+ 3y  J J
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В Agar f(P') funksiya P0 nuqtada chekli limitga ega bo‘lib, bu limit 
funksiyaning shu nuqtadagi qiymatiga teng, y ’ani lim f (P)  = f{P„) bo‘Isa,

u holda / (P) funksiya Ра(х0;у0) nuqtada uzluksiz deyiladi.
Nuqtada uzluksiz funksiyalar uchun quyidagi teoremalar o ‘rinli bo‘ladi.

1-teorema. f (P )  va g(P) funksiyalar P0 nuqtada uzluksiz bo‘lsa,

u holda f (P )±g(P) , f (P ) -g (P ) va (g(P0)*o ) funksiyalar ham P0
g{P)

nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
2-teorema. f (P)  funksiya P0(x0,y0) nuqtaning biror atrofda aniqlangan 

va P„ nuqtada uzluksiz bo‘sin, bunda f (P)  qiymat Q0 nuqtaning biror 
atrofiga tushsin va f (P0) = Q0 bo‘lsin. Agar g(Q) funksiya Q0(m0;v0) 
nuqtaning biror atrofda aniqlangan va bu nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda 
g{f(P)) murakkab funksiya P0(x0;y0) nuqtada uzluksiz boiadi.

3-teorema. Agar f (P)  funksiya Pa nuqtada uzluksiz va 
f (P0)> 0 (f(P0)<0) bo‘Isa, u holda P„ nuqtaning biror atrofida 
f (P)>0{f(P)<0)  bo‘ladi.

4-teorema. Agar f (P)  funksiya />0 nuqtada uzluksiz bo‘Isa, u holda 
lim f (P)  = /(lim P) bo‘ladi.

5-teorema. Agar f (P)  funksiya P0(x„;y0)mqtada. uzluksiz bo‘lsa,
u holda f (P)  funksiya P0 nuqtaning biror atrofida chegaralangan bo‘ladi.

Ш Agar f (P)  funksiya PQ nuqtada aniqlanmagan yoki lim f ( P ) * f ( P 0)

bo‘lsa Pa nuqtaga f (P)  funksiyaning uzulish nuqtasi deyiladi.

7-misol. Funksiyalaming uzilish nuqtalarini toping:

1) z = 2 - ~ ^ p -; 2 ) z  = lo(x2+2У ). 
x +y

+ 4
@  1) z =  —  funksiya P0(0,0)nuqtada aniqlanmagan.

X + у
Demak, 0(0,0) nuqta funksiyaning uzilish nuqtasi.
2) z = ln(jr + 2y 1) funksiya 0 (0,0) nuqtada aniqlanmagan va bu nuqta 

funksiyaning uzulish nuqtasi bo‘ladi. О

1.1.3. z = f { P )  funksiya P0(x0, y 0) nuqtaning biror atrofda aniqlangan
bo'Isin.
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®  1. Tekislikdagi D to‘pIamning ixtiyoriy ikki nuqtasini shu to‘plam 
nuqtalaridan tashkil topgan uzluksiz chiziq bilan tutashtirish mumkin bo‘lsa, 
D  to‘plamga bog'lamli to ‘plam  deyiladi.

2. Tekislikdagi D to‘plamning M  nuqtasi uchun shu to'plam 
nuqtalaridan tashkil topgan S - atrof mavjud bo‘lsa, M nuqtaga D to'plam- 
ning ichki nuqtasi deyiladi.

3. Agar P nuqtaning ixtiyoriy S -  atrofida berilgan to ‘plamga tegishli 
bo‘Igan va tegishli bo‘lmagan nuqtalar mavjud bo‘lsa, P nuqta berilgan 
to‘plamning chegaraviy nuqtasi deb ataladi. To‘plamning barcha chegaraviy 
nuqtalari to‘plamiga uning chegarasi deyiladi.

4. Faqat ichki nuqtalardan tashkil topgan D  to‘plamga ochiq to ‘plam  
deyiladi.

5. Bog'lamli ochiq D  to‘plamga ochiq soha yoki soha deyiladi
6 . Soha va uning chegarasidan tashkil topgan to ‘plamga yopiq soha 

deyiladi.
7. Agar berilgan sohani to ‘la qoplaydigan, ya’ni sohaning barcha 

nuqtalarini o‘z ichiga oladigan doirani tanlash mumkin bo‘lsa, u holda bu 
sohaga chegaralangan soha, aks holda chegaralanmagan soha deyiladi.

f (P)  funksiya ochiq yoki yopiq sohaning har bir nuqtasida uzluksiz 
bo‘lsa, u shu sohada uzluksiz deb ataladi.

Sohada uzluksiz funksiyalar uchun qoyidagi teoremalar o‘rinli bo‘ladi.
6-teorema (Bolsano-Koshi teoremasi). Agar f (P)  funksiya bog'lamli

D  to ‘plam da uzluksiz bo‘lib, uning ikkita turli nuqtalarida har xil ishorali 
qiymatlar qabul qilsa, u holda D  to‘plamda shunday P nuqta topiladiki, 
f (P)  = 0 bo‘ladi.

7-teorema (Beershtrass teoremasi). Agar / (P) funksiya yopiq D  sohada 
uzluksiz bo‘lsa, u holda f (P)  funksiya bu sohada chegaralangan bo‘ladi. 
Bunda uzluksiz funksiya yopiq sohada o'zining eng kichik va eng katta 
qiymatlariga erishadi.

8-misol. Funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring:

1) z = -------------  2) z —-------------- .
5 x -2 y  + 4 x 2+ y2- z 7

®  1) Funksiya 5x -  2_y + 4 = 0 tenglamani qanoatlantiradigan 
nuqtalardan tashqari barcha nuqtalarda aniqlangan va uzluksiz. Bu tenglama 
funksiya aniqlanish sohasining chegarasidan iborat bo‘lgan to‘g‘ri chiziqni 
ifodalaydi. Bu to‘g‘ri chiziqning har bir nuqtasi funksiyaning uzilish nuqtasi
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boMadi. Shunday qilib, berilgan funksiya uzilish nuqtalari butun bir to‘g ‘ri 
chiziqni tashkil qiladi.

2) Funksiya maxraji nolga teng bo'lgan , ya’ni jc2 + y 1 - z 2 = 0 tenglikni 
qanoatlantiruvchi nuqtalarda aniqlanmagan. Demak, x2 + y 2 *= z2 konus sirti 
berilgan funksiyaning uzilish nuqtalari bo‘ladi. О

Mustahkamlash uchun mashqlar

1.1.1. Perimetri * ga teng bo‘lgan teng yonli trapetsiyaga radiusi у  ga 
teng bo‘lgan aylana ichki chizilgan. Trapetsiyaning yuzasini x va у orqali 
ifodalang.

1.1.2. R radiusli sharga asosi to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat bo‘lgan 
piramida ichki chizilgan. Piramidaning balandligi to ‘g ‘ri to‘rtburchakning 
diagonallari kesishish nuqtasidan o‘tadi va sharning markazi bu balandlikda 
yotadi. Piramidaning hajmini to‘g‘ri to'rtburchakning x va у  oMchamlari 
orqali ifodalang.

1.1.3. Perimetri a ga teng bo‘lganto‘rtburchakning yuzasini uning 
uchta x,y  va z tomonlari orqali ifodalang.

1.1.4. Konusga ichki chizilgan shaming radiusini konusning uchta x,y 
va z o‘lchami orqali ifodalang, bu yerda л -  radius, y-balandlik,
z -yasovchi.

1.1.5. f (x , y)  = -~ ~ —  funksiyaning A(2;1), B\ \  С
x y  \ x  У) ,У x

nuqtalardagi xususiy qiymatlarini toping.

1.1.6. f (x , y)  =———  funksiyaning A(-1;2), B\ — I, С
xy {y  x j

nuqtalardagi xususiy qiymatlarini toping.

1.1.7. ——1 = ^  bo‘lsa, f (x ,y)  ni toping.
V a b )  x

1.1.8. f \  — ———  bo‘lsa, f (x ,y)  ni toping.
КУ x)  xy

±.У_
У х
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1.1.9. Funksiyalaming aniqlanish sohasini toping:

i \  • y ~  1I ) z  = arcsm------;
x

x ~ 6 
хг + y ! — 9 ’

5) z = ln(x2 -  y2 — 25);

7 ) .. V4* : iz L .-
ln(l - * 2- / ) ’

9)z = Ф + -J-(2х  + у У  ;

11) U = y[x + J y  +"jz\

13) M = arcsin

1.1.10. Limitlami toping: 

9xy1) lim-'(r.yRo.i°>2~ V 4-3  x y '

3) Ц» 4 ^ 4 ;(к.уУМ.0.0) xZ + у

5)

7) lim ^ (3 * 4 -  ^  4)
<*.yWu) (3jc + y f  -  16

9) lim fl + i F ;

И ) llm
'  K v b (i.-I)  X  +  у

3sin2jc - s in v !13) lim , =----;(v,v)-Ko.n)̂ 9 + sin ,̂2 _ 3sin2дс - 3

1 У2 v22) Z  =  /1-^L +  iL;
V 9 16

4) z  = - 1 ;
^д:2 + 2л: + у2 -  4y -  4

6) z = %/sinU2 +>2);

8)Z = T ^ :
10) z = ln(jr2 +y2-9) + -J l6-x2 -  y 2;

14) u =

16) u = arcsin

= iZ Z Z Z -
' '  16 25’

1
ln (l-x 2- / - z 2) ’ 

x + jy + z - a

l - y J \ - X 2y
xy

2) lim(чМ».»1

4) lim (jc + 2 v)sinf——̂ jcosf—-— 1; 
('■'M'-*) ■ {x  + y j  [2x + y  J

Hm a r c tg ^ ) .

8) lim ln(f  + y ~ l'>;
(x,yM2,-2) x 2 Jf. у  — 2

J_
10) lim (l + x2+ y 2) *‘*y

12) lim emty -1
o) 2y(x + y) ’

14) lim x~-У
и.уЫ2,-2)(х _ 2у - (2  +у)2
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1.1.11. Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping:

2) z  = - - —  •
X + у  X + у

3 ) z  = e ^ ;  4  ) z  =
■Jx + y -  3 + tJx  -  у  -  5

1.1.12. Funksiyalami uzluksizlikka tekshiring:

,ч 1 o\ 2 Х + У2
! ) *  = —------ r; 2 ) * = ~ --------T>x — у  2x - y

3 ) u = -------- ---------; 4) m = —-------1--------
x  + 2 y + z - 6  x ' + y ' + z  -1

1.2. BIR N ECH A  0 ‘ZGARUVCHINING  
FUNK SIY A SIN ID IFFE R E N SIA L L A SH

Funksiyaning xususiy hosilalari. Funksiyaning differensiali.
Sirtga o‘tkazilgan urinma tekislik va normal. Murakkab funksiyani 

differensiallash. Oshkormas funksiyani differensiallash.
Yuqori tartibli hosila va differensiallar

1.2.1. z — / (x,y) funksiya DczR2 to ‘plamda aniqlangan va uzluksiz 
boiib , P0(x0;yJ,  P ^ + A x i y J ,  Рг{х0\у^ + Ay) va P,(x0 +Ax;y0 +Ay) nuqtalar 
D to ‘plamga tegishli bo‘lsin, bu yerda Ax, Ay -  argumentlaming orttirmalari.

в )  Д,z = f{Px) -  f (P)  ~ f ( x a + Ax,y0)~ f ( x 0,y0) va 
Ayz = f(P2)~ f (P)  = f ( x 0,y0 + Ay)-  f ( x 0,y0) ayirmalarga z = f  (x,y)funksiyaning 
P0(xa;y0) nuqtadagi xva у  о ‘zgaruvchilar b o ‘yicha xususiy orttirmalari 
deyiladi.

&  Az = f (P ,) - f (P) = f i x ,  +Ax,y0 + Ay)- f ( x a,ya) ayirmaga z = f (x,y)  
funksiyaning P(x,y) nuqtadagi to ‘liq orttirmasi deyiladi.

1-misol. z = xy + x2- y 2 funksiyaning M0(l;-1)nuqtadagi xususiy va 
to ‘liq orttirmalarini Ax = 0,1 va Ду = - 0,2 lar uchun toping.

@> A'Z = (x + Ax)_y + (x + Ax)2 -  y 2 -  xy -  x1 + y 2 =
= (1 + 0,1) • ( -1 )  + (1 + ОД)2 - 1  • (-1 )  - 12 = 0,01;
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Ayz = x(y + Ay) + x2 -  (у + Ay)2 -  xy -  x1 + y 2 =
= 1 (-1 -  0,2) -  (-1 -  0,2)2 -1 ■ (-1) + (-1)2 = -0,64;

Az = (x + Ax) ■ {y + Ay) + (x + Ax)2 -  (y + Ay)2 -  xy -  хг + y 2 =
= (1 + 0,1) • ( -1  -  0,2) + (1 + 0Д)2 -  ( - 1  -  0 ,2 )2 -  1 ■ (-1 ) - 12 + ( - 1 )2 =  -0 ,5 5 . О

Si Agar nisbatining Ax -> 0 dagi limiti mavjud bo‘lsa, bu limitga 
Ax

z = f (x ,y)  funksiyaning P0(x0;y0) nuqtadagi * o'zgaruvchi bo ‘yicha xususiy 

hosilasi dey 

belgilanadi:

hosilasi deyiladi va f ' ( x0, ya) (yoki \ —  ] , yoki j — I ,yoki z'x(x„,yA) bilan
\ d x ) K

f ’t V у  > ^  f ^ b. + AX»^) -  Ж .У о )JxvTjvo/ lim A iim *Л*:-*0 Дх Д*-»0 Дх
z = f (x ,y)  funksiyaning P0(x0;ya) nuqtadagi у o'zgaruvchi b o ‘yicha 

xususiy hosilasi
.. s .. V  .. / ( W o + A > 0 - / ( W J1у\хо’Уо) ~ lim~; lim :t\y i\y

kabi topiladi.
n (n> 2) o ‘zgaruvchi funksiyasining xususiy hosilalari ham z = f (x ,y)  

funksiyaning xususiy hosilalari kabi ta ‘riflanadi va belgilanadi.
<s© Bir necha o‘zgaruvchi funksiyasining biror o‘zgaruvchi bo‘yicha 

xususiy hosilasi bu o‘zgaruvchi funksiyasining, qolgan o‘zgaruvchilar 
o‘zgarmas deb hisoblangandagi hosilasi kabi topiladi. Shu sababli bir 
o‘zgaruvchi funksiyasining hosilalari uchun mavjud barcha differensiallash 
formulalari va qoidalari bir necha o'zgaruvchi funksiyasining xususiy 
hosilalari uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Bunda biror argument bo‘yicha xususiy 
hosilaning qoida va formulalarini qo‘llashda qolgan argumentlaming o ‘zgar- 
mas deb hisoblanishini yodda tutish lozim.

2-misol. Funksiyalaming birinchi tartibli xususiy hosilalarini toping:
n  X y2 2 , и1) z = — + — ----- ; 2) z = h\tg—\

у  X xy V

3) u = xyz + x2 - /  +z; 4) и = ху,тг.

<S> l)y  ni o ‘zgarmas deb, — xususiy hosilani topamiz:
dx

dz 1 , v J  I )  2 ( \ \  1 2y2
1г  = - т « '  + г Ы  - d r !дх у 3 V-*/ y \ x ) yx
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dzx ni o‘zgarmas hisoblab. — xususiy hosilani topamiz:
dy

dz ( }  ̂ 1 . lv 2 (  1
^ г =дг “  +_т О ' ) - -  ~dy {y  ) x x { y y

3x 2 у 2
= - 7 + ^ V

?■> —  = J L  1 ( и V _ 2 I  _ 2
du и 2 м I v J . 2u v ■ 2u ’ fg— cos — 4 sm— vsin — 

v v v v
dz _ 1 1 f “ V _  2 ( u 1_____2u
dv « 2 a i v j v . 2  и [ v2J „icin2u tg— cos — 4 v sin—  4 v sm —

v v v v
Эи3) у  va z lami o ‘zgarmas deb, — xususiy hosilani topamiz:
dx

Shu kabi topamiz:

du _— = yz+2x. 
dx

du 2 du—  = x z - 3 y ,  —  = xy + l. 
dy dz

4) — = ysbiz-x,"°’ —  = xy"*’ \nx(ysinz)[ =sinz-x>'"n2lnx, 
dx dy

—  = jc-y!"'2 lnjc^sinz)', = _ y c o s z - О  
5z

S i — | — I xususiy hosilaning PJx0;y„) nuqtadagi qiymati a  sirt biian
dx \dyj

y = y0 (x = xri) tekislik kesishish chizig‘iga Mri(x:;ya;z„) nuqtada o‘tkazilgan 
urinmaning Ox (Oy)o‘q bilan tashkil qilgan burchagining tangensiga teng. 
Bujumla fX x 0,y0) (/Д*0>Л)) xususiy hosilaning geometrik m a ’nosini bildi- 
radi.

1.2.1. z = f{p )  funksiya P(x,y) nuqtaning biror atrofda aniqlangan 
bo‘lsin.

81 Agar z = f(x,y)  funksiyaning P(x,y) nuqtadagi to‘liq orttirmasini 
Az = AAx + В Ay + cxAx + /ЗАу 

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘Isa z = f (x ,y)  funksiya P(x,y) nuqtada 
differensiallanuvchi deyiladi, bu yerda А,В -  Ax, Aу ga bog‘l.iq bo‘Imagan 
sonlar, Ax->0, Ay-+ 0 da a -> 0, /3-> 0. 's>

..............' % •
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1-teorema. Agar z = f (x ,y)  funksiya P(x;y) nuqtada diffrensiallanuvchi 
bo‘lsa, u holda u shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

2-teorema (funksiya differensiallanuvchi bo ‘lishining zaruriy sharti). 
Agar z - f ( x , y )  funksiya P(x,y) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda 
u shu nuqtada A = f[{x,y) va 5  = f'r(x,y) xususiy hosilalarga ega boiadi.

3-teorema (funksiya differensiallanuvchi bo ’lishining yetarli sharti). 
Agar z = f (x ,y )  funksiya P(x;y) nuqtaning biror atrofida uzluksiz xususiy 
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda u shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

z = f (x ,y)  funksiya P(x;y) nuqtada diferrensiallanuvchi bo‘lsin.
£8 Az to ’liq orttirmaning Дх, Ay larga nisbatan chiziqli bo‘lgan bosh 

qismi AAx+BAy ga z = f ( x , y ) funksiyaning P(x; y) nuqtadagi to'liq  
differensiali deyiladi va u dz bilan belgilanadi:

dz = fl(x,y)dx  + f y(x,y)dy
yoki

dz -  d z + dyz,
bu yerda dxz = f'x(x,y)dx, dyz = f ’y(x,y)dy - z  = f (x ,y)  funksiyaning P(x;y) 
nuqtadagi xususiy differensiallari.

3-misol. Funksiyalaming xususiy va to iiq  differensiallarini toping:

1) z = 3y; 2) u  = y 1’.
<&> 1) Funksiyaning xususiy hosilalami topamiz:

— = 3 'l n 3 - i  — = 3 ' l n 3 - |™  
дх у  dy 1 ’

U holda
1 * * 1 * f  

d tz = —3, \n3dx, d z  = - ^ - 3 y b \3dy ,  dz = — 3  ̂ln3 -1 d x -  — dy I. 
у  У У

■[dx-^-dyj

= y ' ' l n y ~ ,  = ' =  ~ y ? ,  ^ ;  = Уг'
z ay z yz dz \  Z J

2) Funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:
du 
dx 

Demak,
| x r 2

d%u = — y^ \nydx, d u ~ —-ry‘1dy, dtu = — -y'~\nydz,
z yz z

du = y ‘ J \\n y d x  + —X~ d y ~  ^ l n w f e l  &
V *  yz- z J
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<S> Ko‘pchilik masalalarni yechishda z = f { x , y )  funksiyaning 
P Jxa;y0) nuqtadagi to ‘liq orttirmasi funksiyaning shu nuqtadagi to ‘liq 
differensialiga taqriban tenglashtiriladi, ya’ni Ay^dy  deb olinadi:

f ix ,  y )*  f ( x 0,у  0)  +  f X  X 0 ,y0) Ax +  f'y{x0, y0 ) A  у . (2.1)
Bu tenglikka ko‘ra qandaydir A kattalikning taqribiy qiymatini 

hisoblash quyidagi tartibda amalga oshiriladi:
1°. A ni biror f { x , y ) funksiyaning P(x;y) nuqtadagi qiymatiga 

tenglashtiriladi, ya’ni A = f ( x , y ) deb olinadi;
2°. P0(xa;y0) nuqta P(x;y) nuqtaga yaqin va f ( x n, y j  ni hisoblash qulay 

qilib tanlanadi;
3°. / (X, ) hisoblanadi;
4”- f[{x,y), f ' (x,y)  lar topilib, f'x{x0,y0), f'r{xa,y0) lar hisoblanadi; 
5". x, y, x„, y0, f ( x 0,y0), f x'(x0,y0), f'r(xa,y0) qiymatlar (2.1) tenglikka 

qo'yiladi.

4-misol. arg tgf -1
6 1,1,03

ni taqribiy hisoblang.

«> Г A = arctjy - 1 j , f (x ,y)  = arctgi^ -  1 j  deymiz.

U holda f (x ,  y) = A , x = 1,98, у = 1,03;
2°. xa = 2, ya = 1, ya’ni P0(2;l) deb olamiz;

3“. /(2,1) = arct^j- - 1J = |  = 0,785;

1
Г .  f , ' ( x , y )  =

1

1 + * -1 1 +
,У

/,'(2,1) = - = 0,5, /Д2,1)=-1; 

1,985“. 1 j»0,785+ 0,5-(1,98- 2)-1-(1,03-1) = 0,745. О

IH 1.2.3. Sirtga M0(x0; y 0; zQ) nuqtada o ‘tkazilgan urinma tekislik deb 
sirtning bu nuqtasi orqali o ‘tgan barcha egri chiziqlarga o ‘tkazilgan 
urinmalar joylashgan tekislikka aytiladi.
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88 M„(x(j;y0;z0) nuqtada o‘tkaziIgan urinma tekislikka perpendikulyar 
bo'lgan to‘g‘ri chiziq sirtga shu nuqtada o‘tkazilgan normal deb ataladi.

z = f { x , у ) funksiya bilan berilgan sirtning M 0(x0;y0;z0) nuqtasiga 
o‘tkaziIgan urinma tekislik va normal mos ravishda

z ~ zo = fl{x0,y<>)(x-x„) + f y(x0,ya)(y -  y a) , (2.2)

x ~ xo _ У~Уо , z ~ z0
/ Х хо>Уо) /,'(-W o) -1

(2.3)

tenglamalar bilan aniqlanadi.
Agar sirt F(x,y,z) = 0 tenglama bilan oshkormas ko‘rinishda berilsa, bu 

sirtning M 0(x0;y0;za) nuqtasiga o ‘tkazilgan urinma tekislik va normal

K (x<»y*>za Xх -*o) + ̂ (*о’Уо>2„)(У -  Уо) + oXz -z„) = 0 (2.4)

(2.5)y - y 0 z - z 0
FXxo>y<,’Zo) Fy(Xo>y°’Zo) К (хо>Уо,2о)

tenglamalar bilan topiladi.

5-misol. x 1 + 3y2 - 2 z 2 =4 giperboloidga M0(-3;-l;2) nuqtada о ‘tkazilgan 
urinma tekislik va normal tenglamalarini tuzing.

<S> F(x,y,z) = x 2 + 3y 2 - 2 z 2 - 4  = 0 belgilash kiritamiz.
U holda

F’X(M0) = 2x0 = 2(-3) = - 6, F;(M0) = 6y0 = - 6, F'(M0) = -4za = - 8.
Bu qiymatlarni (2.4) va (2.5) tenglamalarga qo‘yib, topamiz:
1) urinma tekislik tenglamasi

-  6(x + 3) -  6(y +1) -  8(z -  2) = 0
yoki

3x + 3y + 4z + 4 = 0;
2) normal tenglamasi

.x + 3 y + 1 z -2

z = / (x, y) funksiyaning Pr(x0;yn) nuqtadagi dz to‘liq differensiali 
z = f (x ,y)  sirtga uning M0(x0;y0;z0) nuqtasida o‘tkazilgan urinma tekislik 
urinish nuqtasi applikatasining orttirmasiga teng. Bu jumla to ‘liq 
differensialning geom etrikm a’nosini ifodalaydi.
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1.2.4. Biror D sohada ikki o‘zgaruvchining z - f { x , y ) funksiyasi 
berilgan bo‘lib, bunda x  = x(t), y  = y(t), ya’ni x  va у  o‘zgaruvchilar
qandaydir t o‘zgaruvchining funksiyalari bo‘lsin.

4-teorema. Agar z = f ( x , y ) funksiya P (x ,y )eD  nuqtada 
differensiallanuvchi bo‘lib, x = x(t), y  = y(t)~  bog‘liqmas o ‘zgaruvchining 
differensiallanuvchi funksiyalari bo‘lsa, u holda z= f(x(t) ,y(t))  murakkab 
funksiyaning P{x, y) nuqtadagi xususiy hosilasi

dz _ d z  dx dz dy (1
dt dx dt dy dt

formula bilan aniqlanadi.
Xususan, z = f ( x , y ) , y  = y(x) bo‘lsa

dz _ dz + dz dy (2 7)
dx dx dy dx

bo‘ladi.
(2.7) formula * bo‘yicha to ‘liq differensialformulasi deb ataladi.

x dz6-misol. z = arctg—, x = sht, y  = cht funksiya berilgan. — ni toping, 
v dt

®  Funksiyalaming hosilalarini topamiz:
dz _ 1 1 _ У ^z _ 1
dx

i + | £
у x + у  dy

1 + X

\У.

X
X + у

dx dy ,— = cht, — = sht. 
dt dt

U holda (2.6) formulaga ko‘ra
dz dz dx dz dy у  , x , ycht -  xsht--------+ ----- /  , ■cht ---------------- г ■ sht ■- ——------— .
dt dx dt dy dt x + у  x ‘ + у* x + у

x va >ni t orqali ifodalab, topamiz:
dz cht • cht -  sht ■ sht 1 _
dt sh*t + ch2t chit

a dz .
7-misol. z = In(jc2 + у ) , y = 3e2 - х г funksiya berilgan. — ni topmg.

dx
®> (2.7) formuladan topamiz:



У = X*)ni o 'm iga qo‘yamiz:
d

dz 3xe1—  ---------p------= *. О
-> Л  S - n A - S

Biror D sohada ikki o ‘zgaruvchining z = f ( x , y )  funksivasi berilgan 
bo‘lib, bunda x~x(u,v), у  = y(u,v), ya’ni x  va у  o ‘zgaruvchilar ikkita и va v 
o‘zgaruvchilaming fiinksiyalari bo‘lsin.

5-teorema. Agar z = f ( x , y ) ,  x = x(u,v), y  = y(u,v) funksiyalar o‘z 
arguraentlarining differensiallanuvchi funksiyalari bo‘lsa, u holda 
z«= f(x(u,v),y(u,v)) murakkab funksiyaning P(x,y) nuqtadagi xususiy 
hosilalari

dz dz dx dz dy dz _dz dx dz ду О  «V
du dx du dy du’ dv dx dv dy dv 

formulalar bilan topiladi.
(z) murakkab funksiyaning har bir bog'liqmas o'zgaruvchi («va v) 

bo‘yicha xususiy hosilasi bu (z)funksiyaning oraliq o‘zgaruvchilar (xva y)  
bo‘yicha xususiy hosilalari bilan mos bog‘liqmas o'zgaruvchi ( ava  v) 
bo‘yicha xususiy hosilalar ko‘paytmasining yig‘indisiga teng bo‘ladi.

<S) Murakkab funksiyaning to‘liq differensiali invariantlik xossasiga 
ega:z = /  (x, y)  murakkab funksiyaning to ‘liq differensiali argumenti 
bog'Iiqmas o'zgaruvchi boMganida ham, bog‘liqmas o‘zgaruvchining 
funksiyasi bo‘lganida ham bir xil ko'rinishda boiadi.

. X8-misol. z = arcsin—, * = wsinv, y = utgv funksiya berilgan.
У

dz dz , , . . .— , — , dz lamitopmg. 
du dv

®  Funksiyalaming xususiy hosilalarini topamiz:
dz I dz x
dx J y 1 - x 2 ’ dy y j y П x

dx . dy dx dy— = sinv, — = tgv, — = «cosv,
du du dv dv cos2 v

U holda

dz dz dx dz dy 1 . x tgy( vcosv -  л:)— = ------ н-------- = , —-sinv------;— = — —
du dx du dy du J у 2 -  *2 y j y 1 - x 1 y j y 1 -  x2
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yoki
dz tgv(utgvcosv -wsinv) _ ^ 
du utgv^(utgv)1 -(гг sin v)2

Shu kabi
8z dz dx dz dy 1 x и ufycos* v - x )

- + --------— =  —= = = m c o s v - -  -  -- ---------------------------------------- ---------------------Г — -------— -----. - = =■ U  V ------------------ - — I—-----------—

dv dx dv dy dv yj y 2- x2 ул]у2- х 2 cos v cos v * y ^ y  - x
yoki

dz _ u(utgvcos3 v -  и sin v) ^ 
dv cos2 v • utgv~j(utgv)2 -  (usinv)2

Bundan

dz = —  du + —  dv = 0-du + (-Y)-dv = -dv. О  
du dv

9-misol. u = ln(x2 + y 2 -  z 2), x = sinf, y = f + cos/, z = t bo‘lsa, —  ni
at

toping.
@  Funksiyalaming xususiy hosilalarini topamiz:

du 2x du 2y du _ 2z
~dx = x 2+ y 2- z 1' dy~  x 1 + y 1- z 2’ ~dz~~ хг + y 2- z 2’

dx dy , dz ,— -cost,  —  = l- s m f ,  — = 1. 
dt dt dt

U holda

du du dx du dy du dz 2 „ . . .—  = ------ + ----- — + ------ = —----- ----- Axcost + у ■ (1 -  sin*) -  z ) .
dt dx dt dy dt dz dt x + у - z

x,  y v a zni t orqali ifodalab, topamiz:
du „ sin г cos г + (t + cos;)(l -  sin г) - 1 2(cosr -  г sin г)---— 2---------- ;--------------- ;---- ;------= ------------------.
dt sip / + (f + cos/) —t l + 2fcosf

81 1.2.5. Agaf x ning X to ‘plamidagi har bir qiymatiga F(x,y) = 0 
tenglamani л bilan birgalikda qanoatlantiruvchi yagona у  qiymat mos 
qo‘yilsa, X  to‘plamda F(x,y) = 0 tenglama bilan y = f ( x ) oshkormas 
funksiya aniqlangan deyiladi.

Masalan, 3*" — 2jc2 — 1 = 0 tenglama butun sonlar o'qida x ga nisbatan 
у  funksiyani oshkormas aniqlaydi, chunki л va у  ning bu tenglamani 
qanoatlantiradigan qiymatlar juftliklari mavjud ((0;0), (2;2) va hokazo).
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6-teorem a (oshkormas funksiyaning mavjudlik teoremasi). Agar F(x,y) 
funksiya F'Jx.y), F ’(x,y) xususiy hosilalari bilan birgalikda P0 (x0; y„) 
nuqtaning biror atrofida aniqlangan va uzluksiz bo‘lib, F(x0,y0) = 0, 
F (x 0, y j * 0  bo‘lsa, u holda F(x,y) = 0 tenglama bu atrofda x0 nuqtani o ‘z 
ichiga olgan qandaydir oraliqda uzluksiz va differensiallanuvchi yagona 
y = f ( x )  (bunda y0 = f ( x 0) bo‘ladi) oshkormas funksiyani aniqlaydi.

F(x,y) = 0 tenglama y = f (x )  oshkormas funksiyani aniqlasa, y = f (x )  
funksiyaning hosilasi

±  _ K(x,y)  ,2 9 ,
dx F’(x.,y) ' ■ }

formula bilan topiladi.
F(x,y,z) = 0 tenglama z = f ( x ,y )  oshkormas funksiyani aniqlasa, 

z  = f (x ,y )  funksiyaning x va у  o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy hosilalari *
dz _ F ’t (x,y,z) dz _ F“y(x,y,z)

Г2.1ОТdx FXx,y,z)’ dy F ’(x,y,z) 
tengliklar bilan aniqlanadi.

10-misol. x s in y - y e lx -1 0  = 0 tenglama bilan oshkormas ko‘rinishda 
berilgan y = f (x )  funksiyaning hosilasini toping.

<S> Tenglamaning chap tomonini f ’(x,y)orqali belgilaymiz va uning 
xususiy hosilalarini topamiz:

K(x,y) = sin у -  2 ye2x, F'y{x,y) = xcosy -  e1*.
Demak,

dy _ F'x{x,y) __ 2yelx -  sin у 
dx F'y(x,y) x c o s y - e u '

11-misol. sin(x + z) -  — = 0 tenglama bilan oshkormas ko‘rinishda
У

berilgan z = /(x ,y ) funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini toping.
®  xz Misolning shartiga ko‘ra F(x,y,z) = sin(x + z ) -----.

У
Bundan

. . . z ycos(x + z) -  zFr (x, у , z) = cos(x + z ) ----= -------------------
У У

ct j 4 xz , x x-ycos(x  + z)K(x,y,z)  = — Fz(x,y,z) = cos(x + z ) ----= ------------------
У У У
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U holda
dz _ F[{x,y,z) _ ycosix + z)~ z 
dx F'z(x, y,z) x -  у  c o s ( jc + z) ’ 

dz F'{x,y,z) xz
dy К (Х’У>2) y ( x - y c o s ( x  + z))

1-2 .6. ~  = f ’(x,y)  va 0  = /Ддг,^) hosilalarga z = f (x ,y )  funksiyaning

P{x\y) nuqtadagi birinchi tartibli xususiy hosilalari deyiladi.
Bu hosilalar * va у  o‘zgaruvchilaming xususiy hosilalariga ega bo‘lsa, 

ularga ikkinchi tartibli xususiy hosilalar deyiladi va quyidagicha belgilanadi:
d

( - )
_ d 2z

dxl&cJ ~  сЫ7

8- (
d z \ d2z

SyVdx J dxdy

дх{ду) dydx * УчЛ ^  
f t  \ d ( dz} d2z , „

Uchinchi, to‘rtinchi va umuman «-tartib li xususiy hosilalar shu kabi 
aniqlanadi.

®  f^,(x>y) va f l ( x>y) hosilalarga ikkinchi tartibli aralash xususiy 
hosilalar deyiladi. Agar z = f (x .y)  funksiyaning ikkinchi tartibli aralash 
xususiy hosilalari P(x;y) nuqtaning biror atrofida mavjud va shu nuqtada 
uzluksiz bo‘lsa, shu nuqtada f ’J x ,y )  = f^(x,y)  bo‘ladi.

Bunday tasdiq istalgan yuqori tartibli xususiy hosilalar uchun ham 
o ‘rinli bo‘ladi. Masalan, uzluksiz uchinchi tartibli xususiy hosilalar uchun

fZ,ix>y>z) = f?,y(x,y,z) = f ”i(x,y,z) .

12-misol. z = arctg— funksiyaning barcha birinchi va ikkinchi tartibli
У

xususiy hosilalarini toping.
<S> Birinchi tartibli xususiy hosilalami topamiz:

dz
dx

1 1 __ у dz _ 1 f  * x

\ y j  \У;
Ikkinchi tartibli xususiy hosilalami topamiz:

d2z d f  у  'j _ 2xy 
dx2 dx'yx1 + y 2 j (x' + y 1)1'
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dz = f'x(x,y)dx + fl(x,y)dy differensialga z = f (x,y)  funksiyaning P(x;y) 
nuqtadagi birinchi tartibli to ‘liq differensiali deyiladi. Agar z = f (x ,y)  
funksiya P(x;y) nuqtada ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega 
bo‘lsa, ikkinchi tartibli to ’liq differensial d2z = d(dz) kabi aniqlanadi:

kabi yoziladi.
Uchinchi tartibli to ‘liq differensial shu kabi ta’riflanadi va aniqlanadi:

formula o‘rinli bo‘ladi. Bunda z = f (x , y)  funksiyaning x va у  
o'zgaruvchilari bo‘g‘liqmas bo‘lishi Iozim.

13-misol. z = xsmy -  ycosx funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli 
to‘liq differensiallarini toping.

<S> Birinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

d2z = / J  (x,y)dx2 + 2 fl(x,y)dydx + f y,dy \ (2.11)

bu yerda dx2 = (dxy, dy2 = (dy)1.
(2 .11) formula simvolik ko'rinishda

d iz = f ”(x,y)dx'+2lf " y(x,y)dx2dy + 3 f ”x(x,y)dxdy1+f"(x,y)dy3 (2.12)
yoki

n -tartibli to‘liq differensial uchun

dz dz— = smy + ysinx, — = xcosy-cosx 
dx dydy

Bundan
dz = (sin y + у  sin x)dx + (xcos у -  cos x)dy.



Ikkinchi tartibli xususiy hosilalami topamiz:
d2z d . d2z 8 . . .----= — (sm v + у  sm *) = у  cos x, ------ = — (sm у  + у  cos x) = cos у  + sm x,
dx1 dx ' dxdy dy

d'z = d
dy2 dy'

Demak,
d 2z = ycosxd%x  + 2(cos_y + sinx)dxdy -  jrsin yd 1y. О

j = — (x cos у  -  cos x) = - x  sin y.

Mustahkamlash uchun mashqlar

1.2.1. z= x 2- x y  + y 2 funksiyaning M0(2;l)nuqtadagi xususiy va to‘liq 
orttirmalarini Ax = 0,1 va Ay = 0,2 lar uchun toping.

1.2.2. z = xy2 + yx2 funksiyaning Л/0(2;1)nuqtadagi xususiy va to‘liq 
orttirmalarini Ax = -0,2 va Ay = 0,1 lar uchun toping.

1.2.3. Funksiyalaming birinchi tartibli xususiy hosilalarini toping:

1) z = x * -4 x 2y 3 +y4; 2) z = xy + - ;x

3 ) z  = yJx  + ^=;  4) z = - ^ - ;
\[y * - y

У r \  У5) z = arcsin , ; 6) z = arctg— ;
фс^+у2 X

.7) z = xe 8) z = (5 + xy)x;
9) z -  Insin(jf -  2y); 10) z = \n(x2 +e~y)\

11) z = e* \ny; 11 ) z  = y v ;
13) u = x4 +yz2 + 3xz-xy;  14) u = exy‘ + у 3 -5 z 4;

15) u = (cosxy*; 16) u = z “.

1.2.4. Funksiyalaming xususiy va to‘liq differensiallarini toping:

1) z = x : ; 2)z = sinx + ln(jc3+ / ) .

1.2.5. Funksiyalaming to‘liq differensialini toping:

1) u = —r ^—i ; 2) u  = y°.
x ' + у
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1.2.6. Funksiyalaming berilgan nuqtalardagi taqribiy qiymatini 
hisoblang:

1) z = ф х 2 + 6y, M0(0,97;0,98); 2) z = ey \n(x + 2y), M„ (0,98,0,03).

1.2.7. Taqribiy hisoblang:

1) л/1.032 + 1.985 ; 2) 1.03-
V0.98Vl.053

x dz1.2 .8. z = arg/g—, x - e 2’ - \ ,  y  = e2' +1 funksiya berilgan. — ni toping.
У dt

dz1.2.9. z = x2 + xy + y 1, x = smt, y  = e funksiya berilgan. — ni toping.
dt

1.2 .10. и = ln(x2 + y 2 + z), x = ts'mt, >’ = fcosf, z - t 1 funksiya berilgan.
du ■ .—  ш toping.

dt

1.2 .11. u = x3y 2z , x = e ,  y  = 4l + t, z  = t funksiya berilgan. — ni toping.
dt

1.2 .12. z = arcsin—, y  = Jl + x 2 funksiya berilgan. — ni toping.
у dx

1.2.13. z = ln(x2+ y 2), у  = xtgx funksiya berilgan. — ni toping.
dx

1.2.14. z = xy '+ yx '.  x = usmv, y  = ucosv funksiya berilgan.
dz dz . .— va — ш toping. 
du dv

1.2.15. z = —- x = e“ — 2e", у  = 2e" + e' funksiya berilgan.
у

dz dz ■— va — ni topmg.
du dv ®

1.2.16. z = \n(u2+v2 + w2), u = x + y, v = x - y ,  w = 2-Jxy funksiya berilgan.
dz dz . .— va — ni topmg. 
dx dy

1.2.17. z = arctg^-^-, u = x, v = cosy, w = xsinj> funksiya berilgan.
w

dz dz— va — m topmg. 
dx dy
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1.2.18. Oshkormas ko‘rinishda berilgan y(x) funksiylarning birinchi 
tartibli hosilasini toping:

£
I) x y - ln y - a  = 0; 2) x + y -e *  =0;
3) 2cos(jt -  2y) -  2y + x = 0; 4) x2y  -  ey~r = 0.

1.2.19. Oshkormas ko'rinishda berilgan y(x) funksiylaming ikkinchi 
tartibli hosilasini toping:

e‘
1) xy-sin(xy) = 0; 2) x + у ---- - = 0.

ey
1.2.20. Oshkormas ko‘rinishda berilgan z(x,y) funksiylaming birinchi 

tartibli xususiy hosilalarini toping:
1) x1 + y 1 + z1 -  6xyz = 0; 2) 5 * y  + 2xz1 -  y 1 z = 0;

3) cos(jc + z )  + — = 0; 4) j/ln(x + z) —e4* =0.
z

1.2.21. Berilgan sirtga berilgan M0(x0;y0-,z0) nuqtada o ‘tkazilgan 
urinma tekislik va normal tenglamalarini tuzing:

1) z = x2 - 2 y \  M„ (2;1;2); 2) z = Зх1 -  xy + x + y, M0 (1;3;4);

,£Z > ,
' x + y ’

5) x2 + y 2 +z2 -1 4  = 0, M0(-l;3;-2); 6) x3 + /  + z' + xyz = 6, M 0(l;2;-1).

3) z = arctg------ , A/0(1;1;0); 4) z = ln(x1 +y2), M 0( 1;0;0);
x + y

1.2.22. Funksiyalaming ikkinchi tartibli xususiy hosilalami toping:

1) z = - ——; 2) z = arctg—.
x + y  ^  у

1.2.23. z = J- funksiya y ~ ~ x - ^ -  = 0 tenglamani qanotlntirishini
V x dy dxdy

ko‘rsating.

1.2.24 

ko‘rsating.
дъг1.2.25. z = ln(x2 + y l) funksiyaning — -r  hosilasini toping.

dxdy
дги

1.2.26. u = em funksiyaning --------hosilasini toping.
dxdydz

1.2.27. z = y ln x  funksiyaning d 2z  va d 3z  differensiallarini toping.

— fi2z Qg
1.2.24. z = ey funksiya у ----- + --------- = 0 tenglamani qanotlntirishini

dxdy dx dy
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1.3. BIR NECHA 0 ‘ZGARUVCHINING FUNKSIYASINI 
EKSTREMUMGA TEKSHIRISH

Ikki o'zgaruvchi funksiyasining ekstremumlari. Ikki o ‘zgaruvchi
funksiyasining yopiq sohadagi eng katta va eng kichik qiymatlarii.

Shartli ekstremum

1.3.1.z = f (x ,y)  funksiya biror D sohada aniqlangan va Pn(x„',yn) e  D 
bo‘lsin.

88 Agar P0 {x(i; y 0) nuqtaning shunday 5 -  atrofi topilsaki, bu atrofning 
barcha Pz(xb\y jnuq tadan  farqli P(x; j)nuqtalarida f (x ,y)< f ( x a,ya) 
i f( .x,y)>f(x0,y0)) tengsizlik bajarilsa, P0(x0;y0) nuqtaga f ( x ,y )  
funksiyaning maksimum (minimum) nuqtasi deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalariga ekstremum nuqtalar 
deyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqtadagi qiymati funksiyaning 
ekstremumi deb ataladi.

1-teorema (ekstremum mavjud bo 'lishining zaruriy sharti). Agar 
z = f (x ,y )  funksiya Pn(xa;y„) nuqtada ekstremumga ega bo‘lsa, u holda bu

dz dznuqtada — va — hosilalar nolga teng bo‘ladi yoki ulardan hech
dx dy

boMmaganda bittasi mavjud boimaydi.
Xususiy hosilalar nolga teng boiadigan nuqtalarga statsionar nuqtalar 

deyiladi.
Xususiy nolga teng bo‘ladigan yoki ulardan hech bo‘lmaganda bittasi 

mavjud bo‘lmagan nuqtalarga kritik nuqtalar deyiladi.
2-teorema (ekstremum mavjud bo ‘lishining у etarli sharti). z - f ( . x , y )  

funksiyaning Рй(хГ);у0) statsionar nuqtaning biror atrofida birinchi va 
ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalari mavjud va bunda f ’ (xc,y j=A ,  
/*Оо>Уо) = В, f ' t(x0,y0) = C bo‘lsin. U holda

a) agar Д = AC -  B2 >0 bo isa , z = f (x ,y )  funksiya P„ (x0; y 0) nuqtada 
ekstremumga ega bo iib , bunda A < 0 (yoki C < 0 ) bo‘lganda P0(x0;.y0) 
nuqta maksimum nuqta, A > Ofyoki c >  0) bo‘lganda Р.л(xa; y,.) nuqta 
minimum nuqta bo‘ladi;

b) agar Д = AC -  B2 <0 bo‘lsa, P0(x0;y0) nuqtada ekstremum mavjud 
bo‘lmaydi;
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с) egar Д = ЯС - В 2 - 0  bo‘lsa, Р0(х0;у0) nuqtada ekstremum mavjud 
bo'lishi ham, mavjud boim asligi ham mumkin ( bu holda qo‘shimcha 
tekahirishlar o‘tkaziladi).

®> Ekstremum mavjud bo‘lishining zaruriy va yetarli shartlariga
asoslangan z — f ( x ,y )  funksiyani ekstremumga tekshirish tartibv.

1". — , — xususiy hosilalar topiladi;
8x dy

2°. Statsionar nuqtalar aniqlanadi;
d* z d* z d* zУ. — -----  xususiy hosilalar topiladi;
dx‘ dy‘ dxdy

4°. A = С = Ц , В = xususiy hosilalaming statsionar
&  dy dxdy

nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi;
5°. Har bir statsionar nuqtada Д = A C - B 1 ning qiymati hisoblanadi va 1- 

teorema asosida xulosa chiqariladi.

1-misol. Funksiyalami ekstremumga tekshiring.

1) z ~ - — ^  ; 2) z = x 2 + 2y2 -  1x + 4y -  3;
У

3 ) z  = x 1- y 1; 4) z = 3x2y - x 3- y 4.
®  Funksiyalami ekstremumga belgilangan tartibda tekshiramiz.
1) 1°. Funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz: 

dz _ 2 x - 2 dz _ y 2 — x 2 + 2x 
dx у  ' dy y 2

2°. Statsionar nuqtalarni aniqlaymiz:
f2(x -1) = 0, \ x  = l,

У - x 1 +2x = 0 =>\ y 2 =-l.
Sistema yechimga ega emas. Demak, funksiya ekstremum nuqtaga ega emas.

2)1°. — = 2 jc-2 , — = 4y + 4. 
dx dy

f2(x - 1) = 0,
' [4(y +1) = 0

sistemani yechib, statsionar nuqtani topamiz: / ’(1; - 1).
3°. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

^ £ - 4  822 - 0
dx2 ’ dxdy ’ dy2
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2°.

4°. Barcha nuqtalarda, jumladan P(l;- 1) nuqtada A = 2, B = О, С = 4.
5". A = AC - B 2 = 2- 4 = 8>0, bunda Л>0. Demak, P(l;-1) nuqta 

minimum nuqta va z^  = г(1;-1) = l2 + 2• (-1)2 -  2 • 1 + 4 • (-1) -  3 = - 6.

ox dy
2°. Demak, P(0;0)~ statsionar nuqta.

3». ^  = 2 ^ =0 ^  = -2  
dx1 ’ dx dy ’ дуг

4°. Bundan A - 2, B = 0, C = - 2.
5*. Д = AC -  B1 = -4  < 0. Demak, P(0,0) nuqtada ekstremum mavjud emas.

4) 1”. — = 6xy -  3*\ — = 3*2 -  4 y \  
ox dy

f:3 x(2y-x )  = 0,
(3x2 — 4y3 = 0

sistemani yechib, statsionar nuqtalami topamiz. Ular ikkita: P,(6;3), Рг (0;0). 

3*. ^ £  = 6^ - 6*, ^ -  = 6х, Ц — 12y \
ax3 dxdy dy2 *

4”. Har bir statsionar nuqtada ikkinchi tartibli xususiy hosilalami 
hisoblaymiz:

1) /^(6;3) nuqtada At =~ 18, Bl = 36, C,=-108;
2) Рг(0;0) nuqtada A2 = 0, B2=0, C2=0.
5°. Har bir statsionar nuqtada Д = A C - B  diskriminantni hisoblaymiz va

1-teorema asosida xulosa chiqaramiz:
1) A, = AICI -  Bl -  648 > 0, bunda A, <0 Demak , P,(6;3) nuqta 

maksimum nuqta va = 3 • 36 • 3 -  63 -  34 = 27;
2) A3 = A2C2 -B]=Q.
Qo‘shimcha tekshirish bajaramiz: z funksiya P2(0;0) nuqtada nolga 

teng; x = 0, y * 0 damanfiy (z = - y*< 0); * < 0, y = 0 da musbat (z = - * 3 > 0).
Demak, Рг(0;0)nuqtada ekstremum mavjud emas. О

<s® 1.3.2 Chegaralangan yopiq D sohada differensiallanuvchi 
z = f  (x,y) funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari quyidagi tartibda 
topiladi:

Г. Sohaning ichida yotgan barcha kritik nuqtalar topiladi va 
funksiyaning bu nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi;
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2‘. Funksiyaning soha chegarasidagi eng katta va eng kichik qiymatlari 
hisoblanadi (ayrim hollarda D sohaning chegarasi alohida tenglamalar bilan 
berilgan qismlarga ajratilshi mumkin);

3". Funksiyaning barcha hisoblangan qiymatlari solishtiriladi va ulaming 
eng katta va eng kichigi ajratiladi.

2-misol. z = sinjc + siny-sm(jc + y) funksiyaning x = 0, y = 0 va 
x + у - 2 я  = 0 to"g‘ri chiziqlar bilanchegaralangan D sohadagi (3-shakl) eng 
katta va eng kichik qiymatlarini toping.

®  Г. Funksiyaning D sohada yotgan kritik nuqtalarini topamiz:
dz— = cos x -  cos(x + y) = 0, 
dx

— = cosy — cosOt + y) = 0. 
dy
2,7C 2n
T̂ =T-Bundan *

Demak, /’„ f e y ] ,  *(/>») = Зл/З
2

2°. Funksiyaning soha chegarasidagi eng 
katta va eng kichik qiymatlarini topamiz:

D sohaning chegarasida, ya’ni
* = 0, y = 0 va x + y - 2л-= 0 to‘g‘ri 
chiziqlarda yotuvchi barcha P(x;y) nuqtalarda berilgan funksiya nolga teng. 

3°. Funksiyaning hisoblangan qiymatlarini solishtiramiz.
Demak,

eng kaita= ̂ o )  =
3^3 va Z „ tkU,=z(P) = 0. О

3-misol. z = x 2 - y 2 funksiyaning x 2 + y 2< 4 doiradagi eng katta va eng 
kichik qiymatlarini toping.

®  Г. Funksiyaning xususiy hosilalarini nolga tenglaymiz:

^ = 2* = 0, 
a*

— = ~2y = 0.
dy

Bundan x = 0,y = 0. Demak, <У(0;0), z(0) = 0.
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2°. Funksiyaning x 1 + у 1 = 4 aylanadagi eng katta va eng kichik 
qiymatlarini hisoblaymiz. Buning uchun aylana tenglamasidan topilgan 
y 1 = 4 - jc2ni funksiyaning berilgan tenglamasiga qo‘yamiz: z = 2x2- 4 .  
Natijada bir o‘zgaruvchining funksiyasi hosil bo'ladi.

z = 2хг — 4 funksiyaning [—2;2] kesmadagi eng katta va eng kichik 
qiymatlarini hisoblaymiz:

1) z' = 4x = 0 dan x0 = 0 . U holda z0 = z{0) = -4,bunda y01 = - 2va y,a = 2;
2) z, =z(-2) = 2 - 4 - 4  = 4, bunda y,=0 va z2 = z(2) = 2 - 4 - 4  = 4, bunda

y2=o;
3) Demak, x 2 + y 2 = 4 aylananing P0(0;-2) va ^ (O ^ ) nuqtalarida z = -4, 

P2(-2;0) va P,(2;0) nuqtalarida z = 4.
3". Funksiyaning hisoblangan qiymatlarini solishtiramiz.
Demak,

^  = -(-2,0) = z(2,0) = 4, Z „  = z(0 -2) = z(0,2) = -4. О

4-misol. z = x 2+2xy-3y2 + у  funksiyaning * = 0, y = 0 va х + у - Ы О
to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan D sohadagi eng katta va eng kichik 
qiymatlarini toping.

®  D soha OAB uchburchakdan iborat (4-shakl).
1°. Funksiyaning kritik nuqtalarida xususiy hosilalar nolga teng bo'ladi:

dz?r = 2(x + y) = 0, 
dx

— = 2 x -6 y  + l = 0
ду l

Bundan x = - - , y  = i .  Bu nuqta D sohada 
8 8

yotmaydi. Demak, D sohada berilgan 
funksiyaning ekstremum nuqtalari yo‘q.

2°. Funksiyani soha chegarasida 
ekstremumga tekshiramiz. Soha chegarasi 
turli tenglamalar bilan aniqlanuvchi uchta о  
qismdan tashkil topgani sababli funksiyani har 
bir qismda ekstremumga alohida tekshiramiz.

1) OA to‘g‘ri chiziqda y  = 0 va z = x2 (0<x51). z = x2 funksiya x>0 da 
o‘suvchi bo‘lgani uchun, uning [0;1] kesmadagi eng katta qiymati z(l,0) = l 

va eng kichik qiymati z(0,0) = 0 bo‘ladi.
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2) AB to ‘g‘ri chiziqda y = l - x  (0<х<1) va г = -4л2 + I x -2 .
7 1 ^7 1 17

U holda z ' = - 4 r  + 7 = 0. Bundan x = - .  Demak, y  = -  va z[ = — . AB
8 8 U  8j  16

to‘g ‘ri chiziqning chetki nuqtalarida: z(0,0) = 0 , z(0,l) = - 2.
3) BO  to‘g‘ri chiziqda x = 0 va 2 = -3j>J + j>. U holda z'y = - 6j> +1 = 0.

Bundan y - -  va z [o ,- | = — . BO to‘g‘ri chiziqning chetki nuqtalarida:
6 v 6)  12

z(0,l) = -2 , z(0,0) = 0.
3°. Funksiyaning hisoblangan qiymatlarini taqqoslaymiz.
Demak,

va  Z— = г(0 ’1) = - 2‘ °

1.3.3. Funksiyaning argumentlari hech bir qo‘shimcha shartlar bilan 
bogianm agan holda topilgan ekstremumlariga shartsiz ekstremumlar 
deyiladi.

Funksiyaning argumentlari hech bir qo‘shimcha shartlar bilan 
bog'langan holda topilgan ekstremumlariga shartli ekstremumlar deyiladi.

/p(x,y)-0  tenglama berilgan boiib, Pa(x„\ya)nuq\3. bu tenglamani 
qanoatlantirsin hamda z = f ( x ,y )  funksiya P„(xa;y0) nuqtaning biror
S -  atrofida aniqlangan va bu nuqtada uzluksiz bo‘lsin.

S3 Agar 5 -  atrofning <p(x,y) = 0 tenglamani qanoatlantiruvchi barcha 
P(x;y) nuqtalarida f ( x , y )  < f(x„,ya) ( f(x ,y )  > f ( x 0,y0)) tengsizlik bajarilsa, 
P0(x0;ya) nuqtaga f ( x , y )  funksiyaning shartli maksimum (shartli minimum) 
nuqtasi deyiladi.

Bunda tp{x,y) = Q tenglama hog ‘lanish tenglamasi deb ataladi, 
ekstremumga bog‘lanish tenglamasi bilan bog‘langanIik shartida 
erishiladigan ekstremum deyiladi.

<3E> Ikki o ‘zgaruvchining funksiyasi uchun shartli ekstremumni topish 
masalasi quyidagi usullardan biri bilan yechiladi:

1. Agar <p(x,y) = 0 bog‘lanish tenglamasini у  yoki xga nisbatan yechish 
mumkin bo‘lsa, bu tenglamadan y  = y(x) yoki x = x(y) topiladi v a u  z = f ( x ,y )  
funksiyaga qo‘yiladi. Hosil bo‘lgan bir o‘zgaruvchining funksiyasi 
ekstremumga tekshiriladi;

2. Agar (p{x,y) = 0 bog‘lanish tenglamasini у  yoki xga nisbatan 
yechish mumkin bo‘lmasa, Lagranj ко 'paytuvchilari usuli qo‘llaniladi.
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Ikki o‘zgaruvchining funksiyasini Lagranj ko‘paytuvchilari usulu bilan 
ekstremumga tekshirish quyidagi tartibda amalga oshiriladi:

1°. Lagranj funksiyasi deb ataluvchi
F(x,y) = f i x ,  y) + X<p(x, y) 

funksiya tuziladi va uning x, у  va X bo‘yicha xususiy hosilalari topiladi, bu 
yerda X -  lagranj ko‘paytuvchisi deb ataluvchi son;

2°. Shartli ekstremumning zaruruy sharti
> „ W ) = 0,

- F ’y(x,y) = 0, 
<p(x,y) = 0

sistema bilan beriladi. Bu sistemadan bitta yoki bir nechta (x0 , y0, A) sonlar 
uchligi topiladi, bu yerda P0(x0\y0) shartli ekstremum bo‘lishi mumkin 
bo‘lgan nuqta;

3°. Shartli ekstremumning yetarli sharti

0 <Р'ЛХо,Уо)
A = -  (p'fx0,ya) F*{x0,y0, l )

diterminant orqali ifodalanadi.
Bunda har bir (x0 Jo .^ )  

tekshiriladi:
a) agar Д<0 bo‘lsa P0(x0;y0) nuqta z - f ( x , y )  funksiyaning shartli 

maksimum nuqtasi boiadi;
b ) aga r A>0  bo‘lsa P0(x0;y0) nuqta z = / О ,у ) funksiyaning shartli 

minimum nuqtasi bo‘ladi.

5-misol. г = 4 - x 2+ 2 x - y 2+ 4y funksiyaning x va у  o‘zgaruvchilar 
у  -  x  = 0 tenglama bilan bog‘langan!ik shartidagi ekstremumini toping.

®  Masalani har ikkala usul bilan yechamiz.
1-usul. Funksiya tenglamasida to‘la kvadratlar ajratamiz: 

z = 9 - ( x - l Y - ( y ~ 2 y .
Bu funksiya uchi Ma( 1;2;9) nuqtada yotgan paraboloidni ifodalaydi. 
Bog‘lanish tenglamasi y - x  = 0 tekislikni ifodalaydi. Bu tenglamadan 

у  = x kelib chiqadi. yni  berilgan funksiyaga qo‘yib, topamiz:
z = 4 - 2 x 2 +6x.

<Р’А х<,’Уо)
К ( Хо>Уо’Л)
К ( х 0, у а,Л)

sonlar uchligi uchun A ning ishorasi
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Bu funksiya parabolani ifodalaydi. Demak, z  = 4 -  x2 + 2x -  y 2 + 4y 
paraboloid bilan y - x  = 0 tekislik kesishishidan parabola hosil bo‘ladi. 

z  = 4 -  2x2 + 6x funksiyani ekstremumga tekshiramiz:
3 3Г. z' = -4jc + 6 = 0 dan X - —, y  = —;
2 2
( 3 З̂ !2". z ' = - 4 < o. Demak, P0| (-maksimum nuqta.
\2  2j

Shunday qilib, z - 4 - х 2 + 2 x - y 2 + 4y funksiya uchun P0j^ -;-J  shartli

maksimum nuqta boiadi. Bundan
2 - 4 _ ^ У + 2 . 3_ГЗУ + 4 .3 = 17

UJ 2 Uj 2 2
2-usul. Г. Lagranj funksiyasini tuzamiz:

F(x,y,z) = 4 - х 2+ 2 х - у г + 4у + Л ( у - x), buyerda tp{x,y) = y - x .
Bundan

7v' = -  2 х+ 2 -Л ,  F'y = ~2y + 4 + Л, p ; = y - x .
2°. Shartli ekstremumning zaruruy shartiga ko‘ra

— 2x + 2 Л — 0,
■ -  2y + 4 + X — 0,

.y- 2 = 0.

3 3 / 3 3 ]Sistemani yechamiz: * = -  > , A = 1. Demak, Р0| Д ; - I - mumki n  bo‘lgan

shartli ekstremum nuqta.
3°. Д diterminantga qo‘yi!adigan xususiy hosilalarni topamiz:

<*>:=-!, <  = 1, f ; = - 2, f ;  = o, f ; = - 2 .
U holda

0 -1  1
Д = — - 1 - 2  0 ==—4.

1 0 - 2
/'3 3N|

Barcha nuqtalarda, jumladan PJ nuqtada Д, = - 4 < 0 .
4 2 2 J

Demak, bu nuqtada funksiya shartli maksimumga ega:

z  = 4 -ITUK + + 4- |  = У '  О
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1.3.4. Bir necha o‘zgaruvchi funksiyasini ekstremumga 
tekshirishning amaliy tatbiqlaridan bin eng kichik kvadratlar usuli 
hisoblanadi. Bu usulning mohiyati y = f ( x ) empirik formula bilan topilgan 
/(* ,) nazariy qiymatlarning tajriba natijasida olingan mos y, qiymatlardan 
chetlashishi kvadratlarining yig‘indisini minimallashtirishdan yoki 
boshqacha aytganda

s = ± V = ± i f ( x l ) - y , yf=l M
qiymatning minimal bo‘lishini ta’minlashdan iborat.

Agar empirik formula sifatida y  = ax + b chiziqli funksiya olinsa, a va b 
koefiitsiyentlar

я-1> ,2 + * • !> ,  = t,x,y„i=I Ы
a-'£x f +b-n = '£ y l

Ы M
tenglamalar sistemasidan topiladi.

Agar empirik formula sifatida у  = ax1 + bx + с parabolik funksiya olinsa,
a,b va с koeffitsiyentlar

a ■ t.x- + b ■ + с ■ £>* = £xfy„Ы f=l i=l Ml
• a '2>/3 + ь -£ х ,  + c - ’Z * l =/=1 /el ы ,=]

a ■ £х* + 6 • + c-n = '£ly,4*1 M i~\
sistemadan topiladi.

Agar empirik formula sifatida logarifmik funksiya olinsa, bu funksiya 
belgilashlar yordamida chizqli yoki parabolik fimksiyaga keltiriladi.

Agar empirik formula sifatida darajali yoki ko‘rsatkichli funksiya olinsa, 
bu funksiya avval logarifmlanadi va keyin belgilashlar yordamida chizqli 
yoki parabolik funksiyaga keltiriladi.

6-misol. x argument va _y = f (x)  funksiyaning tajriba natijasida olingan 
qiymatlari jadvalda berilgan:

X 110 I 132 154 176 198 230 242
У 40 43,2 52,8 67,2 64 --J 00 V 96

jt va у  o‘zgaruvchilar orasidagi chiziqli bog‘Ianishning empirik 
funksiyasini eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.

®  Empirik formulani у-ах^-Ъ  ko‘rinishda izlaymiz. Bu funksiyaning
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a va b parametrlarini

а - 1>,2 + * •!> , = 5>,;v,.U\ i=I i«t
7 7

a ■ 5> ,  + b ' "  =

tenglamalar sistemasidan topamiz.
Qulaylik uchun hisoblami jadvalda bajaramiz:

i *,■ y, x,y,
1 110 40 12100 4400
2 132 43,2 17424 5702,4
3 154 52,8 23716 8131,2
4 176 67,2 30976 11827,2
5 198 64 39204 12672
6 220 78,4 48400 17248
7 242 96 58564 23232

I 1232 441,6 230384 83212,8

U holda yuqoridagi sistema
f230384a +1232* = 83212,8, 
|  1232a + lb -  441,6

ko‘rinishga keladi.
Uni Kramer formulalari bilan yechamiz:

230384 1232
A =

1232
= 94864,

A. =
83212,8 1232 230384 83212,8

= 38438,4, К  =441,6 7 1232 441,6
= -780595,2.

a = ̂ M  = 0,405, * = - ™ ^  = -8,229. 
------  9486494864

Demak, izlanayotgan funksiya
у = 0,405*-8,229. О

Mustahkamlash uchun mashqlar

1.3.1. Funksiyalami ekstremumga tekshiring.

1) z = x1 + у 2 -  3x + 2y; 2) z = x’ + у 3 -  3xy;
3) z -  x 4 + y 1 -  4xy; 4) z  = x4 + у 4 -  2л2 + 4xy -  2_y2
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с, „ з 1 2 6 185) z = 2х + —у  + --------;
3 х у

7) z = y-Jx -  у 2 -  х + 6у;
9) z = xy2( l - x - y ) ;

11) г = < Г '0 2- 2 / ) ;

, ,  50 20О) z = xy-l---- + — ;
х ■ у

8) z = х3 + у 3 -  6х + 2y-Jy; 
10) z=xy(x + y -  2);

12) z = e 2(x + y 2).

1.3.2. Funksiyalaming berilgan chiziqlar bilan chegaralangan D soha- 
dagi eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.

1) z = x 2 +2xy + 4 x -  y 2, D: x = 0, y  = 0, x + у  + 2 = 0;
1) z -  x 2 -  xy + y 1 -  4y -  x, D\ x = 0, y ~  0, 3x + 2y -12  = 0;
3) z = x 3 + y 3 - 3 xy, D: x = 0, x = 2, y  = — 1, у = 2;
4) z = x 3y  + x %y 2 -  4x2y, D: x = 0, y  = 0, x  + y  = 6;

1 35) z = xy(x + y  +1), D: y  = ~, x = l, x = 2, y  = -~ \
x 2

6) z = x + 2 y - 3 ,  D : x 2+ y 2 = 4.

1.3.3. z = f { x , y ) funksiyalaming <p(x,y) = 0 tenglama bilan bog‘langanlik 
shartidagi ekstremumlarini toping.

l ) z  = x  + 3y, x 2 + y 1 -10  = 0;
3) z - x y ,  x 2 + y 2 -  2 = 0;
5) z  = xy2, x + 2y -1  = 0;
l ) z  = x 2+ y 2, jc + y - l  = 0;

9) z = — + —, x + y -  2 = 0; 
x  У

2) z = x + у, 2у 2 + 2;t2 -  x2y 2 = 0;
4 ) z - x y ,  jf + y - l  = 0;
6) z = x2y, x 2+ y2- l  = 0;
8) z = 3x2 - 2 y 2, x 2+ y 2- 1 = 0;

10) z = - i - - - i T , x - y - 2 = 0; 
x Sy

11) z = ̂ J l-x1 - y 1, x + y - l  = Q; 12) z = e‘y, x + y - 2  = 0.

1.3.4. Sig‘imi vga  teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli hovuz eng kichik to‘la 
sirtga ega bo‘lsa, uning o ‘lchamlarini toping.

1.3.5. R radiusli sharga ichki chizilgan to‘g‘ri burchakli parallelepiped 
eng katta hajmga ega bo‘lsa, uning o ‘lchamlarini toping.

1.3.6. x  argument va y = f  (x) funksiyaning tajriba natijasida olingan 
qiymatlari jadvalda berilgan:

1)
X -1 0 1 2 3 4
У 0 2 3 3,5 3 4,5
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2) X 0,5 1,0 2,0 2,5 3 3,5
У 0,62 1,64 3,7 5,02 6,04 6,78

x va у  o‘zgaruvchilar orasidagi chiziqli bog‘lanishning empirik 
funksiyasini eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.

N A Z O R A T  I S H I

1. Funksiyaning aniqlanish sohasini toping va chizmada 
tasvirlang.

2. Funksiyaning P0(x0;y0)nuqtadagi qiymatini taqribiy hisoblang

1. z = f e x - x 2 -  y 2.

1. z= ln (1 6 -x2- y 2) + yflnx.

1. z = arccos- 2x

i.
X + y

1. z = -  x 1 -  y 1).

1. z  = aicsirt(3x -  y).

1. z - ^ j y - - J x .  

1.

J-variant
2. z = i j l x 1 -З ху ,  P0 (3,94;2,01).

2-variant
2. z = 2y + arctg{xy), Fo(0,01;2,95).

3-variant
2. z = ln(*3 + / ) ,  />„(0,09;0,99).

4-variant

2. z ^ x 2 + y 2 + 2sin(xy), Pe(0,04;2,97).

5-variant
2. z = 2j> + sin—, / ’o(0,05;4,98). 

J

6-variant
( ,

2. z = «rc/'g) —-1  L Ро(2,02;0,97). 
V> '

7-variant
l . z  = y \  P0{3,03;0,98).

8-variant
2. z = Vjc*+y, />„(1,02;1,98).



1 .  - -  у!3х~ 4У 
х1 + уг +2

1 х1. z = arcsin------.
у  + 1

1. Z  -  sjSx -  х 2 + у 1.

1. z = 3 + х 2 - у 1 + 2ху.

1.

1х2 + у 2 + 2 ху 
\  х  ‘ + у 1 -  2 ху

, 1пЗдг1. Z -  |-----=. .. .
т]хг + у 2 -  9

1. , - з £ = 7 .
•O'

1. г = ̂ 25 -  дг2 - у 2 + Jxy.

1. 2 = ln(xJ + у 2 - 6 )  + Jlny.

4 *1. z = arcsin-.
У

9-variant

2. z = \ } x ' - \ n y ,  />о(2,98;1,04).

10-variant
2. z = 2x + sin^— />0(1,98;3,96).

У

11-variant
2. z = 3y + t g ~ ,  />0(0,96;1,98).

У
12-variant

2. z = 2y 1 + arcsin />(0,02;3,98).
У

13-variant

2. z = ln(\fx + \[y -1), />(0,97;I,04).

14-variant

2. z = ^2 x2 + 2xy -  3y2, P0(2,02;0,96).

15-variant

2. z = ylx, + y \  />„( 1,02;1,97).

16-variant

2. z = 2x2 +5_y + cos(jty), Fc(l,99;0,02).

17-variant
2. z = y - arcsin(jcy), />„((),02,3,98).

18-variant
2. z = \lx, + y \  P0(3,96;0,02).

19-variant
2. z = e" +2cos(ду), />0(1,98;0,03).
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1. z = tn(> - 1) 
л/у-*2+ 4 '

1. z = V(Jt2+ y -  1X4-■*

1. z = ln(xl - 2 y  + A) + 4x.

20-variant
2. z = ln(2x2+ 2 / ) ,  P0(0,54;0,48).

21-variant
Г / ) .  2. * = * ',  / ’ (1,08;3,96).

22-variant
2. 2 = x! + arcsinCxy1), P0(3,97;0,03).

23-variant

1. Z= ,-----=r + ^ X -y .
■Jx + y

1. z = arccos-
x + у

1. 2 =
Inj

/3- / - д г 1

1 11, ~ ~ + • 
-y/jc2 + y2 -  6 V*

J x l - 2 y  + 4
L  2 ' ------ 4»------ ’

1 . 2 =

1 . 2 =

1. 2 =

■Jx + y

arcsin(* -  y) 
yjx1 - y - 1

2. z = \Jlx2 +6.v, Яа(0,97;0,98).

24-variant
2. z = 45e’ + y \  P„(0,02,2,04).

25-variant
2. 2 = x1 + 2ysin(xy), />0(0,05;1,96).

26-vanont
2. 2 = e> ln(x + 2>), Po(0,98;0,03).

27-variant

2. 2 = Ve*', v , P0(O,98;2,03).

28-variant
2. 2 = ln(3xJ -  2xy), P0(l,03;0,98).

29-variant

2. z = e"arctg(xy), P„(2,05,0,03).

30-variant
2. z - J x '  + xy + y 2, Pe(2.06;l,96).
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I-MZJSTAQILISH

7~Z. 73 " — ' . ‘tkazilgan urinma tekislik va normal1. Sirtga M0(x0-,y0;z0) nuq tada о &

te n g l^ a Ja n m t^ g . koTsating.

3. Murakkab funksiyaning ko‘tsatil£an hosilalarini toping.
4. Oshkormas ko'rinishda berilg® >•<*,» funks,yarang bmnch,

tartibli xususiy hosilalarini toping- . . .
5. Ftmksiyaning uchinchi t i t ib l i  d if f e re n t ,» ,  topmg.
6. Funksiyani ekstremumga tekshinng-
7. « -  /(*, y) funksiyaning D y°P!4 sohadaS‘ e"S kata ™  klchlk

^ l ^ S i y a l a r a i n g  ^ . y ) ' ote"*lama biIan bog’langanlik
shartidagi ekstremumlarini toping. , .

9 . E l l  katta va eng kichik qiymatlan» topishga o,d amal.y masalalam,

y iOhm * argnment va y = / W  funfciy™ "S “ j ^ a  natijasida olingan
qiymatlari jadvalda berilgan. * va У o'zgaravehiiar orasidag,

kichik kvadratlar usuli bilany  = ax2+bx + c empirik funksiyani
, . . ;i.;k funksiyani to g n  burchakli dekarttopmg. Tajriba nuqtalanm va empire

koordinatalar sistemasida tasvirlovctu ch__________ g---------------------------

l-varian*
1. 2 = 2.x2 - З у 2 + 4 x - 2 y - l 0 x y ,
2. z = 1п(дг2 + xy + / ) ,  (z[У -  (z ')2 + '  z* ° ‘

v 5z
3. г = In(x3 + Ъу), x = utgv, y  = — , ^  0v
. , „ з j _ . 5. z = x3 cosy + У  sinx.4. x5 + 2 /  + z3 -  3xyz = 2y. '

6. z = x3 Jr y 3 -18xy + 7.
7. z = 5x2 -3jry + /  +4, = = х + ? - 1  = 0.

8. z = 8-5x-4>>, x 2 -  y 2 -  9 = 0.
9. Perimetri 2P ga teng uchburchak eng katta yuzaga ega bo‘!sa,

10. x. о ! l 2 4 s

У, -0,8 0,4 0,3__ -0,5 -2,0 -4,9
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2-variant

5. z = cos(3x + e~y).

1. x2 + /  - z 2 + 2 x - 2 x y - z  = Q, M0(I;l;-2).
2.Z=Xy\  yz ■ Z*̂ -  Z ■ z’y -  у ■ (z'yY =0.

3. u = ~ ,  x = e‘, y = ln(, z = t 2- l ,  —  - ?
x dt

4. xy1 + jyz1 + zx1 = 2xyz.
6. z = ln(x+_y)-2x4-2.y4.
7. z = (x -  j)(4  -  x -  y), £> :x= 0 ,x+ 2 .y -4  = 0, x - 2 .y - 4  = 0.

8. z = xy, x2 + у г — 1 = 0.

9. Devorining qalinligi J  ga va hajmi V ga teng ochiq quti (yashik) 
yasash uchun eng kam material sarflangan bo‘lsa, qutining tashqi 
o ‘lchamlarini toping.
10. X. 0 1 2 3 4 5

У. -0,3 1 -2,4 -2,8 -1,8 -0,3 2,6

3-variant

1. 2x2 — 3y2 + xy + 3x-  г - у  = 0, M0( 1;-1;2).
2. z = xsh(x + y) + ych(x + y% z"a -  2z"v + z ' = 0.

3 x +1 i t*)''" dz. z  = arctg-----  " r

5. z =e**ysh (x -y ) .

. У=*е.... .. —у dx

4. z = x +arctg— .
z - x  

* 1 86. Z = x y i ---- 1--- .
X  у

7. z - x 1 + 2xy -  у 1 -  2x + 2 y, D : x = 0, у  = 0, x - y  + 2 = 0.

8. z  = - =  + -£=, x + 2y -  3 = 0.
ЫХ ^y

9. Tagi silindr ko‘rinishiga va tepasi konus shakliga ega chodirni tikish 
uchun eng каш material sarflangan bo‘lsa, chodirning o‘lcharnlari nisbatini 
toping.
10. X, 0 1 2 3 4 5

' У, -0*5 -1,5 -1,8 -0,8 1,6 4,5
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1. x 2 + y 2 + z2 -4jc + 6 z  + 8 = 0, M 0 (2;1;—1).
2. z = ln(x + e~y), z'x ■ z'v -  z\ ■ z^ = 0.

3. z = ̂ + y ,  x = u1+ v \ y  = v * - u \  — , —
du dv

4. — = ln— + .yzJ. 5. z = lncos(xy). 
z .y

6. z = x-Jy — x2 -  yx + 6x + 3.
7. z = xy(5 -  Здг - 1 5_y), Z): дг = 0, у  = 0, 4x + у  -  8 = 0.

8. z = -!= + -^L, jc + 4v - 5  = 0.
Ух \Jy

9. Radiusi R ga teng aylanaga ichki chizilgan uchburchak eng katta 
yuzaga ega bo‘lsa, uning tomonlarini toping.

4-variant

0 1 2 3 4 5
У, -0,3 0,6 1,3 2,0 1,7 1,2

5-variant
1. y 2 + z2 -  Ax2 + 2xy + 3xz - 6  = 0, A/0(l;-2;2).

2 , * = _ 2 L  z^ + 2 z ;  + z ; -  — - z = o .
x - y  ” xy
x у  . dz dz5. z = —+ —, x = «sinv, v = vcosu, — , ----- ?
у  x du dv

4. x 2 -  y 2 —z 2 =cosz. 5. z = —+ —.
У x

6. z  = ln(x2y) -  x 2 -  9y3.
7. z = x3 - З у 2 -  3xy, D : x = 0, x = 2, у  = 0, у  = 1.

8. z = 9 — 5x + 3y, х 2- у г —16 = 0.

9. Uc hlari x2+3y2 = \5 ellipsning A(J3;-2), B{-2-j3\\) va C(x;y) 
nuqtalarida yotgan uchburchakning yuzasi eng katta bo‘Isa, C(x;>)nuqtani 
toping.
10. 0 1 2 3 4 5

Я 0,4 0,2 1,2 1,7 2,2 4,0
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6-variant

1. z = x2 - у 2 - 2 х у - х - 2 у ,  М 0( -

2. z = - У 1 - 1 - 1 п- - Z .  + — z „ ----T-z = 0.
1п(*2- / )  х у  ' у

. X . . ___
dt

. X3. z = arcsm—, jc = sin?, у  = cost 
У

4. x1 + у г = е“ + 2yz. 5. z - ху 
x + y

6. z - x 3 + 8 j3 — 6xy +1.
7. z = x 2 + 2yx - 4 x  + Sy, D : x  = 2, у  = 0, 5* -  3y + 45 = 0.

8. z = 2y[x-3-yJy, 4 x - 6 y  + l = 0.
9. Radiusi R ga teng sharga tashqi chizilgan konus eng kichik hajmga 

ega bo‘lsa, konusning o‘lchamlarini toping.
10.

X, 0 1 2 3 4 5
y> 4,9 5,4 5,0 4,6 3,3 1,5

7-variant

1. x1 + у г - 3 z J +xy+2z = 0, Mo(l;0;l).
2. z = xtg(x + y) + y 2+xy, z ' -  2;z* + z"№ = 0.

x2 + xy dz3. z = -------—, v = xcosx, —— !
1 + y ’ dx

4. yz = x + y 1tg—. 5. z = eiy ln(xy).
z

6. z = -  y 1 -  x + 6y.
7. z = л>|(2 -  2x -  y), Z): x = 0, x = 1, у  = 0, y = 2.

8. z = 5 -  — + x 2 -  4y -  5 = 0.
x у

9. Yon sirti Sga teng konus eng katta hajmga ega bo‘lsa, uning 
o ‘lchamlarini toping.
10.

x, 0 1 2 3 4 5
У, -0,5 -1,1 -0,3 0,4 2,0 4,8
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8-variant

1. z = 2x2 + у 2 + 4 xy~ 5 x  — 10, M 0(l;-7;S).

xl -rL -y 2- z ; *  o.

3. z = f x ^ y  + ln(x2 + y), x = ve \  у  = ue~,
du dv

. . zx4. yx = z  m—.
У

g- _ 4 1O. z = 2xy 4---- 1— .
X у

5. z =ex ych(x + y).

7. z  = 4x2 + 9y2 -  4x -  6y + 3, D:x = 0, y  = 0, x + у  - 1 = 0.
e , 2 3 4 6 1 „8. z = l + -  + —, — + — -----= 0.

x у  x ‘ y ‘ 10
9. jc + Ъу -  z = 0 tekislikning л2 + у 2 =10 silindr bilan kesishish nuqtalari 

applikatalarining eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.

10. X, 0 1 2 3 4 5
Я 1,0 1,5 1.1 0,2 -0,9 -2,9

9-variant

1. x 2 + y 2 + z 2 - 6 x  + 4 z ~ 4 x z  = 0, M0( 1;2;-1).
2. z  = ^ x 2 +_y2, z ' - z ' + z - z ^ , - 0.

arcsinx 1 5 1 , , - ч dz dz „3. z = ------— , х = - и  + - v  , y = ln(Mv), — , - — ?
j  5 7 du dv

4. x 2у  -  zy1 =xe*.
6. z = 3x2y + j'3-18дг-30у.
7. z = 4 - 2 x 2- .y2, Z?: =  0, y  = ^ j l - x 2.
8 . z  = 8 - 5 x - 3 y ,  x 2- y 2-16  = 0.

9. 4jc2 + 3 6 y 2 = 9 ellipsning 4x + 9y -  25 = 0 to‘g‘ri chiziqdan eng uzoq va 
eng yaqin joylashgan nuqtalarini toping.
10.

xi 0 1 2 3 4 5 1
У. -0,2 -0,4 0,7 0,7 2,6 4,5 (
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10-variant

1. x 2 + y 2 + z 2 +6x + 4 y ~ S  = 0, M a{ 1;—1;2).

6 ̂  dz dz
3 .  z  =  —r = ,  .x =  m c o s v ,  v  =  v s i n u ; — , -------- ?

J x  + y  du dv
4. x lny  + yh iz  + zlnx = 4. 5. z = (x2 + y 2)-ex*r.
6. z = 5x+ y}-3ln(x5y).
7. z = x 2 + 4xy -  2 уг - 6 x - l ,  D : x = 0, у  = 0, x  + у  -  3 = 0.

8. z = 34x + 4^[y, Здг + 4 у - 2 8  = 0.

9. Sirti S  ga teng silindr shaklidagi usti ochiq idish eng ko‘p sig‘imga ega 
bo‘lsa, uning o‘lchamlarini toping.

X, 0 1 2 3 4 5
1 -V. 1,4 1,8 1,7 0,8 -1,0 -3,0

11-variant

1. y 1 - 2 x 2 - z 2- y  + 4z+13 = 0, M0(2;1;-1).
2. z = t?'(xcos.y->’sm,>>), z ^ + z ' = 0.

feZx i— u dz dz „J . z = ——, x = arctg^uv, y  = - ,  — , — - ?
j/ v du dv

4. z x - y e z.
,  2 1 
6 .  Z  =  x y  +  —r  + -----

2y

5. z = lnsin(xv).

7. z = x2_y(4-;>c-y), D :x = 0, y = 0, х -t-y - 6  = 0.

8. z = 4 - -  + -^~-, 3x + y - 2  = 0.
x 2_y

9. Perimetri 2p ga teng uchburchakni biror tomoni atrofida aylantirishdan 
hosil bo‘lgan jism eng katta hajmga ega bo‘Isa, uchburchakning tomonlarini 
toping.
10. x i 0 1 2 3 4 5 1

У -0,1 -1,3 -1,2 -0,2 1,4 3,9 |
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12-variant
1. z = x 2 + у г -4 x y  + 3y-15, M0(3;-l;4).
-1 ■* 1 , I , 1 „2. z =--- —----— --Z „ + —z -  —r-z = 0.

cos(y - X  ) X у  X

3. z = ex\a(x1+ y l\  y  = ^-x2+x,
2 ax

4. cos(xy + z ) — — = 0. 5. z  = x 1 cosy + y 3 sin x.
У

6. z = 2x3 +2y3 +x2y  + y 2x - 9 x - 9 y .
7. z = 4хг + у 2 + 4x + 2y + 6, D :x = 0, у  = 0, jc + у  + 2 = 0.

8. z  = 5 + -  + -L  x 2+ 2 y - 3  = 0.
X у

9. Tekis metal dan (listdan) kesib olingan umumiy yuzasi Sga teng doira 
va to‘g ‘ri to‘rtburchakdan silindr yasashda (bunda doiradan silindrning asosi 
va to‘g‘ri to‘rtburchakdan silindrning yon sirti yasaladi) eng kam payvand 
chokidan foydalanilgan bo‘lsa, silindrning o‘lchamlarini toping.
10.

x, 0 1 2 3 4 | 5
У, 1,0 1,6 1,5 0,4 -1,3 -3,7

13-variant
1. x2 + y2 + 2xz -  z 2 + x -  2z -  2 = 0, M0 (1;1;1).

ж

2. z = exy + er, x2 -z ' - y V  + x-z'x - y  ■ z ’y =0.
x _ r- dz dz „5. z = — +2y, x = «vv, y = vcoSM, — , -----?

y ‘ du dv
4. x +y2- z 3 = 5. z = ( x -  y)sin(x + y).
6. г  = 4дг + Зу-21п(дг4у 3).
7. z = jc3 + 8yJ -  6xy + 1, D :x = 0, x~ 2 ,  у = -1, у = 1.

8. z = дг2у, 2jc + у -1  = 0.

x 1 v2 z2
9. _4T + ~9 + 2 5 -1 ellipsoidga ichki chizilgan to ‘g‘ri burchakli 

parallelepiped eng katta hajmga ega bo‘lsa, uning o ‘lchamlarini toping.

*> 0 1 2 3 4 5
У, ^  -0,2 -1,2 -1,5 -1,4 0,3 2,0
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14-variant

1. x 2 + у 2 -  z2 + 6 x y - z - 6  = Q, M0(l;l;-2).
2. z = xsin(x + y) + ^cos(x + у ), z^ -  2z" + z ’w = 0.
 ̂ x П r3. z = arcsm—, у - ы х  +1,

У
4. xe^ + yx + z y - 6 .

с  2 46. Z = xy + —+—T.
X у

dz
dx

_ 9

5. z=e**ycos(x-y).

7. z = Ъхг + Ъу1 - 2 x - 2 y  + 2, D :x  = 0,y  = 0, x + .y - l  = 0.

8. z = 6 - 4 x - 3 y ,  x 2 + y 2 -2 5  = 0.
9. Diametri d  ga teng sharga ichki chizilgan silindr eng kichik to‘la sirtga 

ega bo‘lsa, silindming o‘lchamlarini toping.
10. X 0 1 2 3 4 5

У, - 1 , 6 -0,2 0Д -0,7 -2,5 -5,5

15-variant
1. 4x2 - z 1 + 4 x y -y z  + 3 z - 9 - 0 ,  jW0(-2;l;l).

2. z = arctg—, z^ + z", = 0.
У

5. z = sin(e* + 2y).

dz о3. z = y 2tgx, j t= e Jsinl, >> = e cosf,

4. 5z -  ln(x2 + У ) * 2;yz.
6. z = 6 xy-x2y - y 2x.
7. z = 2jc3 - xy2 + y2, D:x = 0,x = l, y~  0, y = 6.

8. z = - L - - L ,  3x - ^ - 8  = 0.

9. Asosi a ga va balandligi Я  ga teng muntazam to'ptburchakli 
piramida shaklidagi suv bilan to‘ldirilgan idishga kub (piramida va kub 
asoslarining markazlari bu asoslarga perpendikular to‘g‘ri chiziqda yotadi) 
tashlangan. Kubning idish ichidagi qismi idishdan eng ko‘p hajmdagi suv 
siqib chiqargan bo‘lsa, kubning qirrasini toping.
10. x 0 1 2 3 4 5

У, -1,5 -2,8 -2,6 -1,6 0,4 3,1
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1. z = y 2- x 2+ 2 xy-3 y  + 5 x -4 ,  A/0(l;-l;2).
2. z  = xev , x 2 -z"a -  2xy -z’v + y 2 ■ z"w = 0.

e ' +e* . dz „3. z = ---- — , y  = xlnx, — -  ;
jr o'*

4. +>'z5 + jc2 = xyz.
6. г = 2х2+ЗУ-81п(д:У).
7 . z  = x 2 + y 2, D \x l j r { y - 1)2 =4.

3

16-variant

5. z = e3*ln(xy).

e . 2 3  18. z = 4 + -------, —
лг _y ДГ

9. Radiusi R ga va balandligi Я teng konusga ichki chizilgan to‘g ‘ri 
burchakli parallelopiped eng katta hajmga ega bo‘lsa, parallelopipedning 
o‘lchamlarini toping.
10. X 0 1 2 3 4 5

У, 1,3 1,9 1,8 0 7 -1,0 -3,4

17-variant

1. x1 + y2 + x z -y z -3 x y -2  = 0, M0(4;1;-1).

2. z = cos (xy) + cos-, x2 ■ z"  -  y 2z ' + X  ■ z'x -  у ■ z' = 0.у

3 . и = xz3 + x2y 2+y3z, x = t~2, y = t \  z = t~\ — -?
dt

4. 2у2х3 + yz3 + x 2z = 3.
,  г 1 86. z = xy + —+ —.

X у

5. z = cos(x + >’)siti(x- y).

7. z = x 2y(5 -  2 x -  Ъу), D :x = 0, .y = 0, x + _y + 2 = 0.

8. г  = * * - 4 / +12, x + j  + 3 = 0.

9. Radiusi Я ga teng shardan tayyorlangan materialdan eng katta hajmga 
ega silindr yasalgan bo‘lsa, siHndrning o‘lchamlarini toping.
10. Xt I 0 1 2 -1

3 4 5 " 1
У, Г  -0,5 -1,5 -I.» _ i -1,7 0,1 Т 7 П
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1. 2x‘ + 2y2 + z 2 + 8 x z - z  + 6 = 0, M 0( - 2;1;1).
 ̂ . V2. 2 = у 's in  —, x ■ z + xy - z' -  y- z = 0.

X  y

3. z = arctg —  - , x = e2' , y  = In(21 + 1), — -  ?
у dt

4. z3 Ч-луг-ху2 = -jt3. 5. z = \nsh(xy).
6. z = 2jt3 +2y3 + 3x2y  + 3y2x-15x-15y .
7. z = *3 + y3 -6xy , D : x - 0 , x  = 2, y = — 1, у = 2.

8. z = l l  + 13* + 5y, x2 — jy2 —144 = 0.

9. 0 ‘q kesimining perimetri 6a ga teng silindr eng katta hajmga ega bo'lsa, 
uning o‘IchamIarini toping.
10.

18-variant

X, 0 1 2 3 4 5
y< - 1,2 0,2 - 0,3 - 0,3 - 2,1 - 5,1

19-variant

1. x1 —x y — 8x + z3 -_yz-8 = 0, M 0(2;-3;2).

2. z = arcsin(jry), 7 1 _ * V ( Z1 + z» ) - ( * 2 + / ) - ^  - г ’ =0.

3. z = e y , y = cos ----- ?
dx

4. д/л2 + _y2 + >x3- 3 z  = s 3 5. z = In с/г(.ху).

6. z = ул/л -  2yl -  x + 14y.
1. z = (x +y)1-2 x + 2 y ,  D :x = 2, y = 0, y - x -  2 = 0.

8. z = -^=— 5 x - y - 1 2  = 0.
VAT VJ

9. Radiusi R ga teng yarim sharga ichki chizilgan to‘g‘ri burchakli 
parallelopiped eng katta hajmga ega bo‘Isa, parallelopipedning o ‘lchamlarini 
toping.
10.

x, 0 1 2 3 4 5
y, - 1,3 - 2,6 - 2,4 - 1,4 0,6 3,3
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1. z = x1 + у г -  2xy -  x + 2y -  4, A/0 (—1;1;3).
2. z = yln(x2 -  y 2), y 2 ■ z' + xy ■ z'y -  X  ■ z = 0.

3. и = хуг + xz3, x = t 2 +1, y = t*, z = sint, — - ?
dt

4. z ’ +2x2 +3y = xyz. 5. z = (x + y )cos(jc- y).
г  о 9 16. z = 3jcy + — + —.

* .V
7. z = 4jc2 -  _уг + 4xy -  8д:, D : x = 0, у = 2, 2лг— у = 0.

8. z = 4 — - -  + Д-, x -  6y + 5 = 0.
3x~ y ‘

9. M(x;y) nuqtadan x = Q, y = 0, x - y  + 1 = 0 to ‘g‘ri chiziqlargacha 
masofalar kvadratlarining yig‘indisi eng kichik bo‘lsa, bu nuqtani toping.

20-variant

0 1 2 3 4 5
1 y> 5,2 5,7 5,3 4,9 3,6 1,8

21-variant

1. x1 + У - 2 г 2 + * y - 4 z - 3 ; t z - 4  = 0, M a(3;2;1).
2 . z = jcsiny + ycosA:, z " + z ^ + z  = 0.

3. z = e*yyjy ,  x = lnv, y = vsinM, — , — - ?
du dv

4. л5 + у 2 + z = (x + y)arctgz. 5. z = (xy) ■ e4 .
6. z = 9jc3 + 2y2 -  la(xy).
7. z = xy2( 2 - x - y ) ,  D :x  = - 3 , y  = 0, x+_y + l = 0.

8. z = 8 -  4x + 3y, x 2 + y 1 -  25 = 0.

9. Perimetri p gateng bo‘lgan tagi to‘g‘ri to‘rtburchak ko‘rinishiga va 
tepasi yarim aylana shakliga ega deraza romi orqali eng ko‘p yorug‘lik 
o‘tayotgan bol‘sa, pomning o'lchamlarini toping.
10.

x> 1 o 1 2 3 4 5
У, -0,3 -0,9 -0,1 0,6 2,2 5,0
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1. z = x2 + у 2 -  Зху + Зх -  2y -  5, Af0(-1;2;-1).

2. z = tg(xy) + - ,  x2 -z’̂ - y 2 -z” +x-z'x - y - z ’ = 0. 
у

3. z = X)r ~ ^ - , y  = x e \
+У

4. z 2 + 5 = zln(x + e y),
6. z = 2x3 +2уг -6 xy  + 6.

22-variant

dx
5. z  = cos(ex +e y).

7. z = 2x2 + Зуг +1, D :y  = ̂ 4 - x 2.

8. z = 6xv + 5x -  5y, x 1 + y 2 -  2 = 0.

9. Sirti 5 ga teng to ‘g ‘ri burchakli ochiq hovuz eng katta sig‘imga ega 
bo‘Isa, uning o'lchamlarini toping.
10.

0 1 2 3 4 5
У, 1,2 1,7 1,2 0,4 -0,7 -2,8

23-variant

1. 6 x y -2 x 2 - x y 2 - z 2 + 3x = 0, M0( 1;2;3).
2. z  = ln(x+e'y), z'x -z"v - e yz ’m = 0.

,  , x . « /к dz dz n
3. z — In , x = sm—, y  = J - ,  — , — - ?

_y v V v du dv

4. x3 + У + z3 = 3xy + 3xz + 3^z. S. z = x + v

6. z = 3x2 + з>-21п(х’У ).
7. z  = x 2 -  2 xy -  y 2 + 4x +1, D :x = -3, y = 0, x + y  + l = 0.
о 1 1  1 2 3 л8. z = 3 н-----1— , —■ 4— г----- = 0.

x у  x ' y ‘ 8
9 . Hajmi V ga teng konus eng kichik to‘la sirtga ega bo‘lsa, uning 

o'lchamlarini toping.
10.

X . 0 1 2 3 4 5
У, -0,5 -0,7 o , 0,4 2,3 4,2 i
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1-9

1. x2 - у 1 + z 2 -  y z - 4 y x - 8 x  = 0, M 0(l;-2;-l).

2. z  = ln(xy) + I n i ,  j;2 . z ’j  _  _y V  + x - ^  -  у • .z' = 0.

dz3. z  = xarctg(xy), x = e '+l ,  y  = t2e‘, ----

4. xsin>' + (>’ + z)sin;t = z3 

< » 4 46. z=xy .
x у

7. z = l - x 2- / ,  Z): (jc — l)2 + (у - 1)2 = 1.

8. z  = 5 + ~ + ~ ,  6x + y - 14 = 0.
x 2y

9. Uchlari *2 + 4y2= 4  ellipsning Л| V 3;i], В

24-variant

5. z = - ln(xy).
У

l:—  
2

va C(x;y) nuqtalarida
' '  \  /

yotgan uchburchakning yuzasi eng katta bo‘lsa, C(*;y)nuqtani toping.
10.

x t 0 1 2 3 4 S
У, 1,2 1,6 1,5 0,6 -1,2 -3,2

25-variant

1. 3x2 -4 x y  + l2 x z -3 y z  + z 2 +15 = 0, A/0(-l;-l;2).
2. z = y \  x - z [ + z -y - z " v = 0.

3. z = tg(xy), x = ln(a2 + v2), y  = ̂ -r,
u~ du dv

4. xey + ye’ + ze‘ =x + y + z 5. z = e,m* r\
6. z = 3x + y 4-61njc-641ny.
7. z = xy(l2 -  4x -  3y), D :x  = 0, y  = 0, 4x + 3 y - 8  = 0.

8. z = x 2 + y 2 -4 ,  4x + 3y — l2 = 0.

9. Radiusi R ga va balandligi Я  teng konusga ichki chizilgan silindr eng 
katta hajmga ega bo‘lsa, silindrning o‘lchamlarini toping.
10.

X, 0 \ 2 3 4 5
Уi -0,6 0,6 0,5 Г -о,з -1,8 -4,7
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26-variant
1. z = x1 + у 1 + 2xy — 2 x - 3 y  — S, M 0(2;3;4).
2. z = ( y -x ) s in y  + cosx, (x -  y)z^ — z' + sin у  = 0.
,  x 2v , &3. z = tg—, x = ------, y - u  -  3v, — , —

м + v du dvУ

4. z 2+ x 3= ^ l n  — .
>

5. z = sin(x + j/)cos(x -  y).

6. z = x5 + У + я2j' + У  x -  6x ~ бу.
7. z = Зхг + ЗУ - х - у  — 2, D :x  = 5, у  = 0, х  — у - 1  = 0.

8. z = х + 2у, х 2 + у 2 -  5 = 0.

9. Radiusi R ga va balandligi Я teng konusga ichki chizilgan to‘g‘ri 
burchakli parallelopiped eng katta hajmga ega. Parallelopiped asosining 
yuzasini toping.
10. X, 0 1 2 3 4 5

У, -0,2 -2,3 -2,7 -1,6 -0,2 2,7

27-variant

1. x2 - x y  + xz + 3yz + 2z2 + 2 = 0, M0(l;l;-1).
2 . z = ln(x2 + y 1 + 2x + 1), z’„ + z’yy~ 0-
_ 2x dz3. z = arccos— , x = suw, y = c o s f , -----7

у  dt 
4. xz! + zyz - x 3 =yx. 5. z - ( x  + y)\n(xy).
л  л 1 166. z = 4xy + —+ — .

X у
7. z = x1 -  2xy + 2у 1 - 4 у, D \x  = \ , y  = \, x + 2 y -  8 = 0.

8. z = l - 4 x - 8 y ,  ха - 8 У - 8  = 0.

9. Radiusi R ga teng shardan tayyorlangan materialdan eng katta hajmga 
ega silindr yasalgan bo‘Isa, silindrning balandligini toping.

X) 0 1 2 3 4 5
У, -0,3 -1,3 -1,6 -0,6 1,8 4,7
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1. z = x 2 ~ y 2 +6x + 3 y -2 xy ,  M 0(2;3;4).
• *  n x  н  1  r «2. z = tg—, z + — -z + — -zr = 0.
У У У

-i x dz „3. z = y , y  = arctgx,
dx

4. y z2 = x 2 у + zln(xy). 5. z = x3siny + y 2cosx.
6. z = x3 + 3y3 - 3 l n x - 481ny.
1. z  = 2 х у -3 х г -  2у 2 +5, D :x = - \ ,  y  = - \ ,  x + y -  5 = 0.
8. z  = 4 + 5x + l2y, x 2 + y 2-169 = 0.

9. Asosi a ga va uchidagi burchagi a  ga teng uchburchak eng katta yuzaga 
ega bo‘lsa, uning qolgan ikki tomonini toping.
10.

28-variant

xt 0 1 2 3 4 5
У, -0,4 0,5 1,2 1,9 1,6 1,1

29-variant

1. x2 — 2 уг - 2z2 -  x y -  yz +3 = 0, A/0(2;l;l).
X

2. z  = xy + Jtsin—, x ■ z' + у  ■ z\' — xy -  z  = 0.
У

Ъ. u = x 2y 3z \  x = \n(t+ \), y - t 2 + 1, z = t \

4. +xyz = x 1 +y. 5. z =
6. z = x3 + j 3-9xy+6.
7. z = jcJ + 2лу -  y 2 -  4x, D : x  = 0, у = 0, x + у + 2 = 0.

8. z = 3 + —+ —̂-г-, x - y - 2  = 0.
x 2 у

9. Radiusi R ga teng sharga ichki chizilgan konus eng katta hajmga ega 
boI‘sa, konusning oichamlarini toping.

10.
x. 0 l 2 3 4 5 J
У, Г -i,o 0,2 0,1 -0,7 -2,2 .. -5Л ... 1
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30-variant

1. x3 + у ъ -  z2 -  2xyz -  5xy - 4 y  + 2 = 0, M„ (2;1;—3).
2. 2 = xln(x + y) + z" - 2z* + z" = 0.

3 . z  = arctg(xy), x -  ln(v2 -  и2), у - v u 2

4. xz = e>' + x 3 + ,y3.

/Г 2 2 1 46 . z = * 2,yz .
X у

7 . z  = x 2+ y 2, D:3|jc[+4|y|=12.

Й2 9z _ ? 
du’ dv

5. z =e'^ sm(x + >).

e 4 18 . z ~ —---- x + y  + 1 = 0.
x- 2y2 ’

9. Asosining radiusi R ga va balandligi H  ga teng konus shaklidagi suv 
bilan to‘ldirilgan idishga kub (konus va kub asoslarining markazlari bu 
asoslarga perpendikular to‘g‘ri chiziqda yotadi) tashlangan. Kubning idish 
ichidagi qismi idishdan eng ko‘p hajmdagi suv siqib chiqargan bo‘Isa, 
kubning qirrasini toping.

10. x 0 1 | 2 3 4 5
У, 0,7 0,5 1,5 2,0 2,5 4,3

B.NAMUNAVIY VARIANT YECH1M1

1. Sirtga M0(x0;y 0;z0) nuqtada o‘tkaziIgan urinma tekislik va normal 
tenglamalarini tuzing.

1.30. x 3 + y l -  z1 -  2xyz -  5xy -  4y + 2 = 0, M0 (2;l;-3).
<S> F(x,y,z) = x1 + y 3 - z2 - 2 xy z-5xy -4y  + 2 = 0 belgilash kiritamiz.

U holda
f ;(M 0)= 3x02 -  2y0z0 -  5y0 = 3 - 22 -  2 -1 • (-3) -  5 • 1 = 13,

F'y(MB) = Зу0г -  2xazQ - 5х0 -  4 = 3 -12 -  2- 2 -(-3 )-5 ■  2 - 4  = 1,
FXM0) = -2z0 - - 2 x0ya = -2  ■ ( -3 ) -2 -2 -1  = 2.

Bu qiymatlami
K ( xo,y0,z„){x -  x0) + F'y(x0,ya,z0)(y -  у0) + FXx0,y 0,z0) ( z - z 0) = 0 ,
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*-■*„ _ у - у „  _ Z -Z 0 
^'(>о=Л,го) Fy(x0,y 0,z0) F'z(xa,y0,za)

tenglamalarga qo‘yib, topamiz:
1) urinma tekislik tenglamasi

13 • (x -  2) + 1 • (y -1 ) + 2 • (z + 3) = 0
yoki

13л: + y + 2z — 21 = 0;
2 ) normal tenglamasi

x - 2  y -1  z + 3 _----- = i ---- = ------. О
13 1 2

2 . z - f ( x , y )  funksiyaning berilgan tenglikni qanoatlantirishini 
ko'rsating.

2.30. z = xln(x + y) + ye~y, -  2 z ; + = 0.

®  Funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:

z' = ln(x + y) + x — -— + у  ■ e ‘*y = ln(x + y) + ——  + 
x + y X +y

z' = *■ ——  + l - e " y — + ( l + j ) s w .
x + y  x + y

Bundan
1 1 1 «v x + 2y: -------+ ----------x -----------~ + у -e y =■-------=V + ye

x + y x + y (x + y) O + y)

ZL> •V hosilalarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

<  -  2z" + zl = + ye”* -  2 ■ f + (i + y)e~' ) +
x + y V(x + y)2 J*У УУ

(x + yy
■ + (2 + y)e*' , £ ± ^ t i  + « - ' ( , - 2 - 2 > + 2 + , )  = 0.

(x + уУ

Demak, z = xln(x + y) + ye**y funksiya z"o -  2z^ + z", = 0 tenglikni 
qanoatlantiradi. О
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3. Murakkab ftmksiyaning ko'rsatilgan hosilalarini toping.
___ , ,  , dz dz „
3.30. z =  arctg(xy), x = ln(v - и  ), у  = vu , — , — ~ ?

Funksiyalarning xususiy hosilalarini topamiz:
dz 1 - ,  у dz 1 ,  4 i  x

c fcc _  2  и dx 2 v  —  =  2m v , ^  =  m2.

5m v 2 - m 2 ’ dv v2 — u2 ’ du ’ dv 
U holda

dz _ d z  dx | dz dy = у Г 2м У  ___* ____(2 mv) =
du dxdu dy du l + x2y 2 v. v2—u1 J  1 + x2y 2

1 ( 2  и ------------------------- ------ у + 2mv ■ x
1 + x 2y 2 v v2 - h 2 

yoki
&  2mv-((v2 - M 2) l n ( v 2 - u 2) - u 2) 
du (v2 -M 2)-(1  + M2v 2 ln 2(v 2 -M 2))

Shu kabi
dz dz dx t dz dy _ у  (  2v  ̂ | x (ц2) ~  
dv dx dv dy dv 1 + x2y 2 \v2- u 2)  \ + х 2у г 

1 (  2v. ■ y  + u X
1 + x 2y 2 [v 2 - u 2

yoki
dz _  u2 -(2v2 - ( v 2-M2)ln(v2 -M2)) q
5v (v2-M2)-(l + « V ln 2(v2- M2))

4. Oshkormas ko‘rinishda berilgan z = (x;y) funksiyaning birinchi 
tartibli xususiy hosilalarini toping.

z

4.30. xz = e y + x3 + y3.
г

®  Misolning shartiga ko‘ra F (x ,y ,z) = e y + x3 + y 3 -  xz.
Bundan

г

l (  Z~\ г 3 y 4- z e y 
F ’%{x,y,z) = 3x2 -  z, F'(x,y,z) = e y\ ~ ~ \  + 3y =-

У )  У

F l(x ,y ,z)^ e, \ ^ j - x = e — .
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U holda
z

dz _ F'x(x,y,z) _ (3-x2 -  z)y dz _  F'f (x,y,z) _ 1 3y* -  z ey 
dx~ F'(x,y,z) ~ xy _ J  ’ dy ~ F : ( x , y , z ) ~ y ' ~ ^ J ~ '  °

5. Funksiyaning uchinchi tartibli differensialini toping.
5.30. z = e ‘ "ys m ( x  +  y ) .

<&> Funksiyalaming birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz: 

z' = e*~y (sinfx + y) + cos(x + y)\ z' = e xy(cos,(x + y )~  sin(jc + y)).
Bundan

z' = e x~y (sin(;t + y )  + cos(jc + y )  +  c o s ( x  + y )  -  sin(x + >’)) = 2 e ’ ~y cos(jc + y ) ,

= e’_,(-sin(j: +  y ) ~  cos(x + y )  +  cos(„t + y )  -  sin(x + y ) )  =  - 2 e * ~ r  sin(x + y ) ,  

z", = e*~y ( -  cos(jt + y )  + sin(x +  y )  -  sin(x + y )  -  cos(jc + y ) )  = - 2 e ‘ ~y c o s ( x  + y ) .

Funksiyalaming uchinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz: 

z"  =  2e*~y (cos(jc + y) -  sm(* + y)), z"^ = -2 e ‘~y (cos(;t + y) + sin(* + y)), 
z”x =  -2e"*(cos(jr + y) -  sin(x + y)\ z "  =  2exy(cos(x + >>) + sin(x + y))

Uchinchi tartibli xususiy hosilalaming topilgan qiymatlarini 

d ' z  =  f ” ( x , y ) d x > +  3 f " y ( x , y ) d x 2d y  +  3 f " x ( x , y ) d x d y 2 +  f ” ( x , y ) d y 3 

formulaga qo‘yib topamiz:

d~‘ z  = (2e'~y(cos(x + y )  -  sin(x + y ) ) d x *  + 3(-2eI" '̂(cos(x + y )  + sin(jc + y ) ) d x Ld y  + 
+ 3 ( - 2 e * ~ y ( c o s ( x  + y )  -  sin(x + y ) ) d x d y 2 + ( 2 e x~y ( c o s ( x  + y )  + sin(x + y ) ) d y 3

yoki
d lz = 2e*~v((cos(x + y) -  sinO + y)) ■ (dx3 -  3dxdy2) +

+ ((cos(x + y) + sm(x + y)) ■ (dy3 -  3dx2dy) . О

6 . Funksiyani ekstremumga tekshiring.

6.30. z = x 2y 2 + — + —.
x у

®  Funksiyani ekstremumga belgilangan tartibda tekshiramiz.
1°. Funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:

dz 2 1 dz г 4-  = 2 x y - — , —  = 2 x y - — . 
ox x  ду у
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| 2 jcV - 1  =  0 ,

-  2  =  0 .

Sistemani yechamiz: р |д  ;2j.

3”. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalami topamiz:

d2z _ 2 2 S2z 32z 2 8
2y + -r , -r^r = 4j0'. —  = 2jc +■

2°. Statsionar nuqtalami aniqlaymiz:

& дхду 9уг

4". p|^;2 j  statsionar nuqtada ikkinchi tartibli xususiy hosilalami 

hisoblaymiz:

Л = 2 • 22 + 2 - 23 = 24 > 0, B = 4 - i -2  = 4, c  = + J r  =  f -

5°. ;2 j  statsionar nuqtada A = Ж7 -  3 2 = 24 • ~ -  42 = 20 > 0.

Demak, pQ -;2j nuqta minimum nuqta va zm„ = Q j  -22 + 1-2 + ^ =5. О

1. 2 = f  (л, 7 ) funksiyaning D yopiq sohadagi eng katta va eng kichik 
qiymatlarini toping.

7.30. z = x2 + y\  D:3\x\+4\y)=l2.

®  D soha /1BC£ rombdan 
iborat (5-shakl).

Г. Funksiyaning Z) sohada 
yotgan kritik nuqtalarini topamiz:

^ z-= 2x = 0, -
dx
dz
dy

Bundan л = 0,у = 0.
Demak, Pc(0;0) = 0(0;0), z(P0) = 0.

2”. Funksiyani soha chegarasida 
ekstremumga tekshiramiz. Soha
chegarasi turli tenglamalar bilan aniqlanuvchi to‘rtta qismdan tashkil topgani
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sababli funksiyani har bir qismda ekstremumga alohida tekshiramiz.
1) AB to‘g‘ri chiziqda - 3 *  + 4y = 12 yoki y  = ~~~ va

4
, (Зх + 12)г , ^ n.

z= I—4—J
U holda

- „ „f3x + 12> 3 36 12 + 3* , 48z '= 2x + 2 --------  - -  = 0 dan *  = -----. y  = -------- dan v = — .
I 4 j  4 25 4 25

Demak,
{  25 25J 25

AB to‘g‘ri chiziqning chetki nuqtalarida: z(A) = z(-4,0) = 16, z(B) = г(0,3) = 9.

12-3*
4

2) BC to‘g‘ri chiziqda 3* + 4y = 12 yoki y  = -

Bundan z = x2 + p-2~4 ' ~ j (0 < *  < 4).

ttu  ы J l 2 - 3 x \ f  3 }  nA 36 1 2 - 3 * .  48U holda z' = 2*  + 2 --------  ы —  =odan *  = — . v = -------- dan v = — .
V 4 J  {  4 j  25 4 25

Demak, / ^ 6  « 1 - — •V 25 25J  25
BC  to‘g‘ri chiziqning chetki nuqtalarida: z{B) = 9, z(C) = z(4,0) = 16.

17 —3) C£ to‘g‘ri chiziqda 3 x - 4 y  = 12 yoki у =---------- .
4

Bundan z = * 2 +p ~ 4'3~J 

U holda
, .  1 2 -3jĉ  f  3 ) 36 12-3* , 48z' = 2*  + 2 ---------  • —  = 0 dan *  = — . y = ----------- dan v = ------.

I 4 J  4 )  25 4 25

~  , (36  484! 144 Demak, z — ,— - = — .
U5 25J  25

BC  to‘g‘ri chiziqning chetki nuqtalarida: z(C) = 16, z(E) = z(0 ,-3 )  = 9.
12 + 3*4) EA to‘g‘ri chiziqda - 3 * - 4 y  = 12 yoki y = — 

Bundan z = x2 + f—— —1 (-4 < *  < 0).

4
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8.30. z = —  j-, x + y  + 1 = 0.

U holda
, „ J l Z  + lx'] Г3> л . 36 12 + Здс . 48z' = 2x + 2 --------  • -  = odan *  = -----. y = ---------- dan y = ----- .

I  4 J  U J  25 4 25

~ , f  36 48  ̂ 144Demak, z -----,-----= — .
V 25 25J  25

SC to‘g‘ri chiziqning chetki nuqtalarida: z{E) = 9, z(^) = 16.
3°. Funksiyaning hisoblangan qiymatlarini taqqoslaymiz.
Demak,

^ w  = (̂±4,0) = 16 va Zm̂ a =z(0,0) = 0. О

8. z = f ( x ,y )  funksiyalaming <p(x,y) = 0 tenglama bilan bog‘langanlik 
shartidagi ekstremumlarini toping.

X2 2y2
®  Funksiyani Lagranj ko‘paytuvchilari usulu bilan ekstremumga 

tekshiramiz.
Г. Lagranj funksiyasini tuzamiz:

F (x ,y ,z ) = /(л, у  + Я<г>(л, j>) = 4 "  -  + Я(дс + у +1).
х 2_у

Bundan

/т' = _ А  + я, г ; = ~ + л ,  F ’l = x + y + 1.
дг >>

2°. Shartli ekstremumning zaruray shartiga ko‘ra
- 8  + Ax3 = 0,

1 + V = 0,
x + y + 1 = 0.

Sistemani yechamiz: *  = -2, v = 1, A = - 1. Demak, PJ-2\l) mumkin bo‘lgan
shartli ekstremum nuqta.

3°. A diterminantga qo‘yiladigan xususiy hosilalami topamiz:

^I=i, < = i , f; = ^ ,  f ; = o, f; = ~ -
•X ^

Bundan

rt(/»e) = i, д а )  = 1, = В Д )  = о, f ;o f> )= -1 = -3 .
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U holda

Д = - = - - < 0 .
2

Demak, P0( -2;l) nuqtada funksiya shartli maksimumga ega:
___4_____ 1 _  = _1

Z““ (—2)2 2 -I2 2

9. Eng katta va eng kichik qiymatlamia topishga oid amaliy masalalami 
yeching.

9.30. Asosining radiusi R ga va balandligi H  ga teng konus 
shaklidagi idish suyuqlik bilan to‘ldirilgan. Idishga tashlangan shaming 
idish ichidagi qismi idishdan eng ko‘p miqdorda suyuqlik siqib chiqargan 
bo‘lsa, shaming radiusini toping.

<S> Shaming idishdan tashqaridagi qismi, ya’ni shar sektorining 
balandligi CE = x bo‘lsin (6-shakl). U holda bu sigmentining hajmi

V„i = у(зхгг -  x*)ga teng bo‘ladi.

Shaming idish ichidagi qismining hajmini topamiz:

У = Г Л -  Vxi = V  -  -  * 3)= | (4 r3 -  3 « 2 + * 3)

Shaming idishdan siqib chiqaradigan suyuqlik miqdori V hajmga bog‘liq 
bo‘ladi. Shaming idish ichidagi qismi idishdan 
eng ko‘p miqdorda suyuqlik siqib chiqaririshi 
uchun 4 r  -  3rx2 + x3 ifoda maksimumga 
erishishi kerak. Bunda shar bilan idishning 
o‘lchamlari uzviy bog‘lanishga ega boiadi.
Shu bog‘lanishni aniqlaymiz.

6 -shakldan topamiz:

Su er= -B C -A C  = -R H ,
2 2

--—AB-KD = —lr, 
2 2 

1= jB C -D C  = ±R(ED -  x) = ^R{r -  x).

Shu bilan birga

-R H  = - l r  + - R ( r - x ) .  
2 2 2 A

6-shakl
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Bundan (1 + R ) r - R x -  RH = 0.
Shunday qilib, shaming idish ichidagi qismi idishdan eng ko‘p miqdorda 

suyuqlik siqib chiqaririshini topish uchun z(r,x) = 4rz -3 rx 2 + xs funksiyaning 
<p(r,x) = (l + R)r - R x -  RH  = 0 bogianish tenglamasi bilan bog‘langanlik 
shartidagi maksimumini topish kerak bo'ladi. Bu masalani Lagranj 
ko‘paytuvchilar usuli bilan yechamiz.

Г. Lagranj funksiyasini tuzamiz:
F (r,x ,z) = 4r 3 -  Ъгх1 +x'- + Я((/ + R)r -  Rx -  RH) .

Bundan
F  = П г2 -З х 1 + A(l + R), Р ’ = Зхг -6 гх -Я Л , F != (l  + R )r -R x -R H :

T . Shartli ekstremumning zaruruy shartiga ko‘ra
3(4r2- x 2) + M + AR = 0,

3(x2 -  2rx) -A R  = 0,

(l + R ) r - R x - R H  = 0 
Sistemani yechib, m i topamiz:

r h J r 2 + h

6r(2r -  x) + Al = 0, 
3x(2r -  x) + AR = 0, 

(1 + R ) r -R x -R H  = 0.

<4Ir 2 + Н 2 -  R) • (л/й2 + H 2 + 2R )'

Demak, radiusning bu qiymatida idishga tashlangan shar idishdan eng 
ko‘p miqdorda suyuqlik siqib chiqaradi. °

10. x argument va y  = f ( x )  funksiyaning tajriba natijasida olingan 
qiymatlari j  advalda berilgan. x va у  o‘zgaruvchilar orasidagi у = ахг + bx + c 
empirik funksiyani eng kichik kvadratlar usuli bilan toping. Tajriba 
nuqtalarini va empirik funksiyani to‘g‘ri chiziqli dekart koordinatalar 
sistemasida tasvirlovchi chizmani chizig.

10.30. X, 0 1 2 3 4 5
У, 0,7 0,5 1,5 2,0 2,5 4,3

<S> Empirik formulani у  = ax2 + bx + с ko‘rinishda izlaymiz. 
Bu funksiyaning a ,b v a с parametrlarini

a  •.£>,* + £ • £>,3 + с • I> ,2 = f > 2 у ,
i - l  r=l Ы  Ы

n rt n n

a ■ Z xi + b ■ + c ' T,xi = "Lx,y>̂i=l i=l M /=1
a ' I Iх? + b • Z xi + c - n — Ц,У1
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tenglamalar sistemasidan topamiz.
Qulaylik uchun hisoblarni jadvalda bajaramiz:

i X j x]
4 У, Х,Уi Х?У<

1 0 0 0 0 0,7 0 0
2 1 1 1 1 0,5 0,5 0,5
3 2 4 8 16 1,5 3,0 6,0
4 3 9 27 81 2,0 6,0 18,0
5 4 16 64 256 2,5 10,0 40,0
6 5 25 125 625 4,3 21,5 107,5

z 15 55 225 979 11,5 41 172

U holda sistema
979й+2256 + 55c = 172, 
225a + 55ft + 15c = 41, 
55a + 15*+ 6c = 11,5

ko‘rinishga keladi.
Uni Kramer formulalari 

bilan yechamiz:
979 225 55 
225 55 15 
55 15 6 

979 172 55 
225 41 15 
55 11,5 6 

979 225 172 
225 55 41 
55 15 11,5

A =

A.=

A =

= 3920,

= -56,

= 2520,

560a = —— = 0,14, b = - 56 = - 0,01, 2520
3920

= 0,64.3920 3920

Demak, izlanayotgan funksiya

y = 0,1405x2 -0,0 lx + 0,64.

Tajriba nuqtalarini va empirik funksiyani to‘g‘ri burchakli dekart 
koordinatalar sistemasida tasvirlovchi chizmani chizamiz (7-shakl). О
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II bob
BIR NECHA O ZGARUVCHI 

FUNKSIYALARINING INTEGRAL HISOBI

2.1. IKKI KARRALI INTEGRAL

Ikki karrali integral. Ikki karrali integralni dekart 
koordinatalarida hisoblash. Ikki karrali integralda o‘zgaruvchini 

almashtirish. Ikki karrali in teg ratin g  tatbiqlari

2.1.1. Oxy tekislikning yopiq D sohasida z = f (x ,  y) funksiya aniqlangan 
va uzluksiz bo‘lsin.

D sohani ixtiyoriy ravishda umumiy ichki nuqtalarga ega bo‘lmaganva 
yuzalari AS, ga teng bo'Igan n ta D,(i = l,n) elementar sohalarga bo‘Iamiz. 
Har bir D, sohada ixtiyoriy P(x,;y,) nuqtani tanlaymiz, z = f(x ,y )  
funksiyaning bu nuqtadagi qiymati f(x „ y ,)m  hisoblab, uni AS, ga 
ko‘paytiramiz va barcha bunday ko‘paytmalaming yig‘indisini tuzamiz:

( U )
r=l

Buyig‘indiga f(x ,y )  funksiyaning D sohadagi integral yig'indisi deyiladi.
D, soha chegaraviy nuqtalari orasidagi masofalarning eng kattasiga shu 

yuzaning diametri deyiladi va d, bilan belgilanadi, bunda n -» да da d, -» 0 .
9Э Agar (1.1) integral yig‘indining max dt -> 0 dagi chekli limiti D  sohani 

bo'laklarga boiish usuliga va bu bo‘laklarda P(x,;yt) nuqtani tanlash usuliga 
bog‘liq bo‘lniagan holda mavjud bo‘lsa, bu limitga f(x ,y ) fimksiyadan D  
soha bo'yicha olingan ikki karrali integral deyiladi va \jf(x,y)dS bilan

D

belgilanadi:
jjf(x ,y )d S =  lim X]f(x„y,)A S,, (1.2)

yoki
jff(x,y)dxdy= lim tf(x ,,y ,)A x,-A y ,. (1.3)
£  o,-„i

1-teorema (funksiya integrallanuvchi b o ‘lishining zaruriy sharti). Agar 
г = f (x ,y )  funksiya chegaralangan yopiq D sohada uzluksiz bo‘Isa, u 
holda u D sohada integrallanuvchi bo‘ladi.
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Ikki karrali integral quyidagi xossalarga ega.
1°. jjkf(x,y)dS = kf}f(x,y)dS, keR .

D D

2°. [f(f(x ,y )± g(x ,y ))d S  = Jjf(x ,y)dS±jjg(x ,y)d$.
D D O

3°. Agar D soha umumiy ichki nuqtaga ega bo‘lmagan chekli sondagi 
D,,D2,s o h a l a r d a n  tashkil topgan bo‘Isa, u holda

\\f{x,y)dS^\\f(x,y)dS + \\f(x,y)dS + ... + $ f(x ,y )d S .
r> A Dj Д,

4°. Agar d sohada f (x ,y ) > 0 (f(x ,y )< 0 )  bo‘lsa, u holda 

fff(x ,y)dS  2  0 ̂ fjf(x,y)dS < o j . 

5°. Agar D sohada f (x ,y )> g (x ,y )  (f (x ,y )< g (x ,y )) bo‘lsa, u holda 

jlf(x,y)dS>ljg(x,y)dS f\\f(x,y)dS<l\g(x,y)ds).
D D \ D  D J

6°. Agar D sohada f(x ,y )  funksiya uzluksiz bo'Isa, u holda shunday 
P0(x0;y0) e D nuqta topiladiki

\{f(x,y)dS = f ( x 0,у ̂ )S.
D

Bunda /(x0,y0) = ~  ( { / (x,y)dS qiymatga f(x .y ) funksiyaning D sohadagi 
S D

о ‘rta qiymati deyiladi.
7°. Agar D sohada f (x ,y ) funksiya uzluksiz bo‘Isa, u holda 

mS <\\f(x, y)dS < MS
D

bo‘ladi, bu yerda mva M funksiyaning D 
sohadagi eng kichik va eng katta qiymatlari.

2.1.2. у -  <px(x) va y = <p2(x)
funksiyalaming grafiklari hamda x = a va 
x - b  to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan 
egri chiziqli trapetsiyadan iborat D soha 
berilgan bo‘lsin.

IS Agar D sohaning ichki nuqtasidan 
o‘tuvchi Oy (Qt)o‘qqa parallel har qanday о 
to‘g‘ri chiziq L chegarani ikkita nuqatada 
kesib o'tsa va sohaning kirish (CNE) va 
chiqish (AMB)chegaralarining har biri alohida tenglama bilan berilgan bo‘lsa 
Z)sohaga Oy (Ox)o‘q yo‘nalishi bo‘yicha muntazam soha deyiladi (1-shakl).

У = <Рг(х)

1-shakl.
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Oy (Ox)o‘q yo‘nalishi bo'yicha muntazam soha quyidagicha belgilanadi: 
D = {(x ;y )eR 2 :a £ x < b ,  <pt(x) < у  < <p2(x)}

(D = {(x\ y) e R 2 :Ц/1(У) £ x <  Ц/Лу\ c<  у < d }).
D = {(*;><)e R2 : a < * < b, (x) < у  < <p2 0 ) }  sohada uzlviksiz 

f (x ,y )  funksiyaning Jj/ (x,y)dxdy ikki karrali integrali

jj/(x ,y )d x d y  = jd x  \ f(x ,y)dy  „ (1.4)
D  a  * < r )

formula bilan topiladi.

(1.4) formulada \/(x,y)dy ichki integral deb ataladi. Ichki

integralda x o'zgarmas hisoblanadi va integrallash у  o'zgaruvchi bo'yicha 
bajariladi. Ichki integralni hisoblash natijasida umuman olganda x ning 
funksiyasi hosil bo'ladi. Bu funksiya tashqi integral uchun integral osti 
funksiyasi bo'ladi. Tashqi integral x o‘zgaruvchi bo'yicha a dan b gacha 
hisoblanadi.

Agar D nomuntazam soha bo‘Isa, u bir nechta muntazam sohalarga 
ajratiladi va bu sohalaming har birida ikki karrali integrallar hisoblanadi va 
keyin ular qo'shiladi.

D = {(x ;y )eR 2: (>>)<x < y/1 (x), c< y < d \  integrallash sohasi uchun
d  V'lOO

Я f{x,y)dxdy = ]dy \f(x,y)dx (1.5)
D с  щ (у )

boiadi.
Ikki karrali integralda integrallash tartibini o‘zgartirish mumkin:

ь  f t ( x )  d  v  (y )

| dx \f{x,y)dy=\dy jf(x ,y )d x .
a  «(>•) с  V'iCy)

1 -misol. Ikki karrali integrallarni hisoblang:
1 2  "I 2*2+sinx

o i \X -г у )  о i 2,

3) [j(3x2 - 2xy + y)dxdy; 4) J jxdxdy.
О у  ' O f y

<S> 1) Integrallash chegaralari o'zgarmas bo'lgani sababli ichki 
integralni istalgan o'zgaruvchi bo'yicha hisoblash mumkin. Integralni 
quyidagicha yozib olamiz:

fdxj L  dy,
0 I \X "b
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xni o‘zgarmas deb, ichki integralni у bo‘yicha hisoblaymiz:

- I
1

0 x + y
dx = - j

ov* + 2 x  +1
dx.

Endi tashqi integralni jc bo‘yicha hisoblaymiz:

f
о I  X +1 X -f-

~~^jdx = (in ] x +11 -  In | x + 2 1) £ = In x +1
x + 2

i 2 i 1 > 4 = ln— In— = ln—.
3 2 3.

2) Ichki integrating chegarasi xga bog'liq bo'lgani sababli awal ichki 
integralni у bo‘yicha va keyin tashqi integralni *  bo‘yicha hisoblaymiz:

y i
I 4

l 1% I 2*
dx = — f(2 + sinx)2dx = —f(4  + 4smx + sm2x)dx =

4 о 4 о

= -■4* 
4

- i-4 c o s *  
4

1 2Я  -  cos2 jc ,+ -  Г-----------dx-
4 о 2

= 2n -  (cos2л  -  cosO) + — x 1 sin2x 
8 2 ~

- я n 9я= 2 n + ----0 = — .
4 4

3) Ichki integralni x bo‘yicha, tashqi integralni у bo‘yicha hisoblaymiz:

\dyj(3x2 -  2xy + y)dx = j(x} -  yx2 + yx)1dy = J ((8 - 4 y + 2у) ~(y} - y 3 + y2))dy =

= 1(8 - 2у - у г)Оу = \ 8y - y = 3 2 - 1 6 -  —  = - — . О
3 3

4) Ichki integralni *  bo‘yicha, tashqi integralni у bo'yicha hisoblaymiz:

2 -misol. jj(x-y)dxdy  integralni hisoblang, bu yerda D : uchlari
D

A( 1;1), 5(3;1), C(3;3) nuqtalarda joylashgan uchburchak (2-shakl).
<S> Z)soha chapdan o‘ngdan x = lva x = 3 to‘g‘ri chiziqlar bilan, quyidan 

AB (y = l)to‘g‘ri chiziq bilan va yuqoridan AC (y = *)to‘g‘ri chiziq bilan 
chegaralangan. Shu sababli integralni quyidagicha hisoblaymiz:



y = x + 2 chiziqlar bilan chegaralangan soha.
®  D sohani tuzamiz. Buning uchun berilgan tenglamalami birgalikda 

yechib, chiziqlaming kesishish nuqtalarini topamiz:
x2 + x - 2  = x + 2 dan x = ±2.

Demak, berilgan chiziqlar A (-2;0) va B(2;4) nuqtalarda kesishadi. Parabola va. 
y = x + 2 to‘g‘ri chiziqni A nuqtadan В nuqtagacha chizamiz (3-shakl).

3-misol. JJx2dxdy integralni hisoblang, bu yerda D: y = x2 + x - 2  va
D

D soha Oy o‘qi bo‘yicha muntazam. Shu sababli

\\x2dxdy= ]x ldx j  dy= ]x 2y
D  - 2  x 2+ x-2

= ]x 2( 4 - x 2)dx = ](4x2-x *)d x  = {  —
-2 -I v 3 5

dx =
x3*-x~2

32 32") 128 
3 5 J 15

4-misoI. j j—dxdy integralni hisoblang, bu yerda D :y  = - x ,y  = x2 va y = l
D у

chiziqlar bilan chegaralangan soha (4-shakl).
<S> D soha Ox o‘qqa nisbatan muntazam. Shu sababli

Гу 1 \у 4 у - у\Y 2 I 1 4 у  1 1 v 3

\\~dxdy = \ ~ d y \ x 2dx = \ - - - ~
d У  о у  -у о у  J 3 о V

-dy =

ъ\^у 3» V3v  ̂ 6
о

73



arkasi.
®  Sikloidaning parametrik tenglamasini 

olamiz:
f x = a(t -  sin ?),
Vy = a(l-cos/), <2>0 

Sikloidaning bir arkasi uchun t parametr 
Odan 2я  gacha o‘zgarganda x o'zgaruvchi 
Odan 2m  gacha o‘zgaradi. у funksiyani 
y = f ( x )  ko‘rinishda boisin deb, berilgan -1 
integralning o‘zgaruvchilarini ajratib yozib 4-shakl
olamiz:

2 «  f { x )

I-\\xdxdy= J xdx fdy.
D 0  0

dx = a( 1 -  cost)dt, dy = asintdt differensiallarni hisobga olib, tashqi 
integralda t o‘zgaruvchiga o‘tamiz:

2 *  aQ -a o st)  2*

I  = \a(t-s\nt)a{}-cosi)dt J dy = a [{t-s m t^ -c o s t)1 dt =
0  0 0 

2 x

= a3 } (/ -  2t cos t + 1 cos21 -  sin / + sin 21 -  sin t cos2 t)dt =

5 -m isol. \\xdxdy integralni hisoblang, bu yerda D : sikloidaning bir
D

-a"\ -— 2/sin*-2cos? + — f / + — sin2/|- — it1 cos2f)
2 2\ 2 )  2 J

+ a‘\ cost -  icos2z + -cos31
2 3

fi1?

= 37гга .  О

6 -misol. ]dy J f(x ,y)dx + \dy \f{x,y)dx integralda integrallash tartibini
0 fiTy I 0

2

o‘zgartiring.
®  Integrallash sohasi quyidagi tengsizliklar sistemalari bilan 

aniqlanuvchi D, va D1 sohalardan tashkil topadi:

<X<1,

[т/l - 2y < x < -Jl- ^2 [0 <x< -Д -У .

Integrallash sohasi jco‘zgaruvchi 0 dan 1 gacha o‘zgarganda quyidan
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у = -
l - x 2 va yuqoridan у -  f l  -  x2~ chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli

trapetsiyadan iborat bo‘ladi (5-shakl).
0 < x ̂  1,
1-  XDemak, D:

-<*■< V l-x 2.
U holda

2 VlV 1 i/l-У1 I
j/(x,y)<& + j / ( * , > ' ) ^  = J *  \f(x,y)dy. О

О i  0 0 t - * 2

2.1.3. z -  f ix ,y )  funksiya chegaralangan yopiq D sohada uzluksiz va 
x = x(u,v), y  = y(u.v) bo‘lsin. Bu bogianishlardan u -u (x ,u )  va v = v(x,y) 
o‘zgaruvchilarni yagona usui bilan topish mumkin bo‘lsin. Bunda 
D sohaning Oxy koordinatalar tekisligidagi 
har bir P(x;y) nuqtasiga D sohaning 0,uv 
koordinatalar tekisligida biror P(u;v) nuqta 
mos keladi.

<S§> Agar x = x(u,v) va у = y(u,v) 
funksiyalar D sohada uzluksiz birinchi 
tartibli xususiy hosilalarga ega bo‘lib, shu 
sohada

dx dx

I  I  « 0  ( 1.6)

du dv
bo‘lsa, u holda ikki karrali integral uchun

iif{x ,y)dxdy = jjf(x(u,v),y{u,v))\I\dudv (1.7)
D D

o'zgaruvchilami almashtirish formulasi o‘rinli bo‘ladi.
Xususan, qutb koordinatalari o‘zgaruvchini almashtirish formulasi

Jf / (x, y)dxdy = f i r  cos (p,r sin (pydrdcp ( 1-8)
D D

boiadi.
Qutb koordinatalar sistemasida integrallash chegaralari qutbning 

joylashishiga bog‘liq holda aniqlanadi:
1) agar О qutb <p = a  va <p = p  nurlar orasida joylashgan D sohadan 

tashqarida yotsa va q> -  const tenglamali chiziqlar soha chegarasiui ikki

/ =

75



nuqtada kesib o‘tsa
0 *i<?0

]\f{rcQ%(p,rsmq>)rdrd<p = \d(p j f{rcos(p,rsin(p)rdr; (1*9)
D a  r , 0 )

2) agar qutb D integrallash sohasida yotsa va <p = const tenglamali 
chiziqlar soha chegarasini bitta nuqtada kesib o‘tsa

(1.10)jj f(rcos,tp,rsin<p) rdrd<p -  [dtp \f{rcoS(p,rsm<p) rdr\

3) agar qutb D sohaning chegarasiga tegishli bo‘lib, D soha va 
<p = p  nurlar orasida yotsa

1J f i r cos л- sin <p)rdrd(p = \d(p j/(r cos <p, r sin q>)rdr. (1.11)

7-misol. jjy dxdy  integralni hisoblang, buyerda D :y 2 =x, у 1 = 2x, xy = 1
D

va xy = 4 chiziqlar bilan chegaralangan soha.

у 2 = их, xy = v deb olamiz. Bundan x - u 3v3, y = u3v3.
Yakobianni hisoblaymiz: 

/ =

U holda

dx dx 1 - 4  ̂— и V 2
—14 3V 3

du dv 3 3

du
dy_
dv

1 -1 i —u 3v’ 
3

1 J—u3v 3 
3

= , ya’ni |/|= 1
3 и 3 и

J{ y'dxdy = [J uv■ —  dudv = *- {[ vdudv 
D D 3u 3 D

buyerda D = {(u ;v )eR 2 :\<u<2, l<v<4}. 
Demak,

du = — \\5du = —  
6 . 2

8-misol. + y ‘dxdy integralni 
hisoblang, bu yerda D :x 2 + y1 = x  va 
x1 + y 2 = 2* aylanalar bilan chegaralangan soha.

<S> Integralni qutb koordinatalarida 
hisoblaymiz. x2 + у 2 = x , x2 + у г ~2x  aylanalar 
qutb koordinatalarida r = cos<p, r-2cos(p

fi-shakl

76



formulalar bilan ifodalanadi, bu yerda (6-shakl).

U holda

2.1.4. Ikki karrali integralning geometrik tatbiqlari

Yassi figuraning yuzasini hisoblash. Oxy tekislik yopiq D sohasining, 
ya’ni yassi figuraning yuzasi

integral bilan hisoblanadi.
Egri chiziqli sirt yuzasini hisoblash. Oxy tekislikning D sohasida 

berilgan z = f ( x ,y )  funksiya shu sohada xususiy hosilalari bilan uzluksiz 
bo'lsin. Bunday funksiya bilan aniqlangan sirt silliq sirt deyiladi. Bunda 
D soha bu sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiya bo‘ladi.
U holda z = f ( x ,y ) ,  (x,y) e D funksiya bilan aniqlangan sirtning yuzasi

S  = || dxdy (1.12)
D

(1.13)

formula bilan topiladi.
Z

Demak,
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= -/5 $dxdy
D

= л/5\d(p °\rdr = 4s\

x = r COS(p, X  = rs\TL(p
0 <,<р<ж, 0 < r  <4sin<p

4 cosip

= $л[5\cos1 qxiq>= 4-У5/(1 + cos 2 <p)dtp =

4л/5( p + -̂  sin 2q>

Jwm hajmini hisoblash. Yuqoridan z = f(x ,y )  sirt bilan, quyidan Ox>> 
tekislikning yopiq D sohasi bilan, yon tomonlaridan yasovchilari Oz o‘qqa 
parallel bo'lgan silindrik sirt bilan chegaralangan j  ism silindrik jism  deyiladi. 
Bu silindrik jismning hajmi

V = fff(x,y)dxdy  (1.14)
D

integralga teng bo‘ladi (ikki karrali integrating geometrik та ‘nosi). 

x1 v2 zl10-misoI. Ushbu — + + — < 1 ellipsoidning hajmini toping.

®  2 & 0 da ellipsoid hajmini V. deylik.
U holda

F = 2KI = 2 cJJ 1 -  —  -^ d x d y ,£ _ _ 2L 
a2 b 2

* 2 v2bu yerda D -  — + £ -  = i ellips bilan chegaralangan soha. 
a b

x = arcoscp, y = br$m(p umumlashgan qutb koordinatalariga o‘tamiz. 
Bunda D soha D = {(r; q>): 0 < r < 1, 0<^< In  j  to‘ g‘ri to‘rtburchakka akslanadi. 

Bundan

1 =

& dx
d<p acosip -  ar sin <p

ЁУ. bsincp br sin q>
d(p

= abr.

Demak,

V = 2c J dr 14 \ - г г abrdip = 2 abcj г^ \ -гг(р\г’ dr -

-  4abcTtjrV l-r2c/rr = л/l- r2 = 4тшЬс|г2Л = 4xabc- Ажabc. О
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Ikki karrali integralning mexanik tatbiqlari

Oxy tekislikda sirtiy zichligi y(x,y) ga teng bo‘lgan bir jinsli D plastinka 
berilgan bo'lsin. Bu plastinkaning ba’zi mexanik parametrlari ikki karrali 
integralning mexanik ma’nosiga ko‘ra quyidagi formulalar bilan aniqlanadi:

1) plastinkaning massasi (ikki karrali integralning mexanik ma’nosi)

m = tfy(x,y)dxdy, (1-15)
D

2) plastinkaning koordinata o‘qlariga nisbatan statik momentlari
Mx = JJ yy(x, y)dxdy, My = JJ xy(x, y)dxdy\ (1-16)

D D

3) plastinka og'irlikmarkazining koordinatalari
fjxy(x,y)dxdy fjyy(x,y)dxdy

x‘ = ' lГ 7 -----yT I T ’ y ‘ z=Jk ~ t -----\ 7 1 Г ’ O - 17)]\y{x,y)dxdy \\p(x,y)dxdy
D  D

4) plastinkaning koordinatalar boshiga va kooordinata o‘qlariga nisbatan 
inertsiya momentlari

Io=\\(x2 + y 2)ri.x,y)dxdy, Ix = f jy zy(x,y)dxdy, Iy ^\\x y(x,y)dxdy. (1.18)
D D D

11-misol. Zichligi y = x + y  ga teng D plastinka og‘irlik markazining 
koordinatalarini toping, bu yerda D :x  = 0, x = 2, y = 0, у = 2 chiziqlar bilan 
chegaralangan kvadrat.

®  Avval plastinkaning massasini topamiz:

dx =m = \\r (x ,y )d x d y  = \d x \{x  + y)dy  = U x y  + —
D 0 0 0 ^  /

= J(2 jc +  2)dx = (x1 +  2 *) j*  = 8 .
0

Plastinka og‘irlik markazining koordinatalarini aniqlaymiz:



M ashqlar

2.1.1. Integrallami baholang:
1) [\(x2 + 3y2 + 2)ds, bu yerda D : x2 + y l = 4  aylana bilan chegaralangan

D

doira;
2) jj(x 2 + xy + 2y2)ds, bu yerda D: x = Q, у = 0 va x + y  = 1 chiziqlar bilan

D
chegaralangan uchburchak;

3) jf(x  + x y - x 2- y 2)ds, bu yerda D :x  = 0, x = l, y = 0 va y = 2 chiziqlar bilan
D

chegaralangan to‘g ‘ri to‘rtburchak;
4) ||(2 + y )xd s , bu yerda D :x  = 0, x = 2, у = Q va v = 2 chiziqlar bilan

D

chegaralangan kvadrat.

2 .1 .2 . Integrallarda integrallash tartibini o ‘zgartiring:

\ У. 3 1 3 “  5 4/25-?
l)[<fy\f(.x,y)dx+}dy\f(x,y)dx\ 2)]dx  } f(x ,y )d y  + ]dx \ f(x ,y)dy ;

0  1 >f. 0  0  3 0
9 9

3)|Ф  (f(x ,y )d x ; 4 )\dx ff(x ,y )d y .
-* £-1 0

2.1.3. Ikki karrali integrallami hisoblang:

1) IJ V i*  + y )dxdy\ 2) |I xy1 dxdy,
0  0  o * 2

*  ^  u  -1  3+*  1*ч •*»

3) J f —dxdy; 4) | f -------— dxdy.
Wx ' i i  У(х + 3)

2.1.4. Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan D sohada ikki karrali 
integrallami hisoblang:

1) jj(x2 + y 2)dxdy, D : *  = 0, x = l, y = 0, y = x 2;
D

2) \\(x+2y)dxdy, D; y - x 1, y  = 5 x - 6 ;
D

3) f l e x+a“y sin ydxdy, D : x = 0, x = n ,y  = 0, y = —;
D 2

4) jjxsin(x + y)dxdy, D; x-Q , x = n , y - 0 ,  y  = — \
D 2

5) ||(sin x + cos 2y)dxdy, D: x = Q, у  = 0, 4x + 4y = л
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6) JJ^jdxdy, D : xy = 1, y  = x, x = 2 ;
D У

7) zdxdy, D : >> = 0, y = 2 , x = y, x = y S ;
D X + у

_У_
+

8) fje'ydxdy, D : x = 0, x = 2, y = l, y = e'\
D

9) fjydxdy, D : x = acos3?, y  = asin*t I 0</< — j;

10) j fx 2ydxdy, D: x ^ a co s t , y  = bsint ^ 0 < t< ~ j;

11) §(х + у У (х -у )г<Ь<1у, D: x + y  = 1, x + .y = 3, x - y  = - 1, x-;y  = l ;
D

12) fjxydxdy, D: xy = 1, xy = 3, y  = 2x, y  = 4x',

13) Цл/лс2 + у 2 dxdy, D : x2+ y 2 =9\

14) ||-J9 + 4x + Ay1 dxdy, D : x2 + y 2 = 4 ;
£>

dxdy1 5 ) l ! - ^ f 7 - , D : y  = ^ 7 , y  = 0 ;
D X -г У  ~Г 2

16) jj-Jx2 + y 2 -  \6dxdy, D : x2+ y 2 = 16, jc2+ / = 2 5 ;

17) || д/4 -  л2 -  у 2 dxdy, D : x2 + y 2 = 2x ;

,,sm J x  + y  2 J n 2 2 2 2)8 )  || fL-=-==~-dxdy, D : x + y  = ~ ,  x + y  = л  
в *Jx + у  9

19) fjxydxdy, D: ^  + ^ -  = 1, x = 0, y  = 0 ;

20) fjxdxdy, D: x2 + у 2 =2y, x2 + y 2 =4y, y = x, x = 0.
D

2.1.5. Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan soha yuzasini hisoblang:

l ) y  = x , y  = 2 - x 1', 2 ) y = - x ,  y 2 = —  x;
a a

3) y = л2 =4y; 4) xy = 6, x + y = 5;
x +4

5) x1 + y 2 = 4x, xz + y 2 =8x, y = x, y = 0; 6) (x1 + y 2)1 = 4(x2 -  y 2).
I I

7) xy = 1, xy = 4, x = y, x = 9y; 8) x 7' + y 3 =4.
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2 .1.6 . a  sirt yuzasini hisoblang:
1) a : z = x2 + y2 paraboloidning 2 = Ova z = 2 tekisliklar orasidagi qismi;
2) cr: 2y = x2 + 22 paraboloidning x2 + z1 = 4 silindr orasidagi qismi;
3) cr : z = j x 2 + У2 konusning z = 2 tekislik bilan kesilgan qismi;
4)<t: x + >> + z  = 3 tekislikning y 2 = 3xsilindr va x  = 3 tekislik bilan kesilgan 

qismi.

2.1.7. Berilgan sirtlar bilan chegaralangan j  ism hajmini hisoblang:

1) x + y + z = a, x = 0, > = 0, z = 0;

2) z = 0, х2 + уг =\, x2 + y 2 = 4; 
x + y

3) z = 4-_y2, z = y 2+2, x = -l, x = 2;
4) z = x2 + y2, z = 0, y = x2, y = l;
5) z  = x2+ y 2, z = 2x2 + 2 y 2, y  = x2, y = x.
6) y = l + x 2 + z 2, y  = 5;

7) z = 4 - y 2, z = 0, У = ̂ ’

8) x+  z - 4 ,  z = 0, >> = Vx, у = 2-Ух;
9) z = xy, xy = 1, xy = 2, у = x, у = Зх;

10) x2+ / = 9 , x2 +z2 =9.

2.1.8. Sirtiy zichligi у ga teng bo‘lgan va berilgan chiziqlar bilan 
chegaralangan yassi plastinkaning massasini toping:

1) r  = y, y  = x - 1, X  = ( y - 1)2; 2) y = x 2, y = 0, y = 2x, x + y = 6.
2.1.9. y 2 = ax, y  = x chiziqlar bilan chegaralangan bir jinsli yassi 

plastinka og‘irlik markazining koordinatalarini toping.
2.1.10. Katetlari O A -a  va O B -b  ga teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli 

uchburchakdan iborat yassi plastinkaning sirtiy zichligi OB masofaga 
proporsional bo‘lsa, plastinka og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

2.1.11. y = 4 - x 2, y  = 0 chiziqlar bilan chegaralangan bir jinsli yassi 
plastinkaning Oy o'qqa nisbatan inersiya momentini toping,

2.1.12. Uchlari A(0;4), B{2;0), C(2;2) nuqtalarda joylashgan 
uchburchakdan iborat bir jinsli yassi plastinkaning Oy o‘qqa nisbatan 
inersiya momentini toping.
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2.2. UCH KARRALI INTEGRAL

Uch karrali integral. Uch karrali integralni hisoblash.
Uch karrali integralning tatbiqlari

2.2.1. Oxyz fazoning yopiq V sohasida ( hajmi V ga teng jismida) 
t = f ( x ,y ,z ) funksiya aniqlangan va uzluksiz bo ‘ Ism.

V sohani ixtiyoriy ravishda umumiy ichki nuqtalarga ega bo‘lmagan va 
hajmlari AV, ga teng bo‘lgan n ta Vi (i = \,n) elementar sohalarga bo‘lamiz. 
Har bir Vi sohada ixtiyoriy nuqtani tanlaymiz, f ( x ,y ,z )
funksiyaning bu nuqtadagi qiymati f ( x l,y l,zl)n i hisoblab, uni AVt ga 
ko’paytiramiz va barcha bunday ко‘paytmalarning yig‘indisini tuzamiz:

4  = £ / ( * , , (2 .1)
я - l

Bu yig‘indiga f(x ,y ,z )  funksiyan ing  V so h a d a g i in tegral y ig'indisi deyiladi.
K. soha chegaraviy nuqtalari orasidagi masofalaming eng kattasiga shu 

sohan in g  d iam etri deyiladi va dt bilan belgilanadi, bunda n -» <x> da dt -» 0 .
Ш Agar (2.1) integral yig‘indining max d t -> 0 dagi chekli limiti Vsohani 

boMaklarga bo‘lish usuliga va bu bo‘laklarda P(xi;y ,;z i) nuqtani tanlash 
usuliga bog‘liq bo‘lmagan holda mavjud bo‘lsa, bu limitga f { x ny„z^) 
funksiyadan  V so h a  b o ‘y ich a  olingan  uch karra li in tegral deyiladi va 
\\\.f(x,y,z)dV bilan belgilanadi:

V

l\\f{x,y,z)dV  = Jim J Z f ( x l,yl,zl)AVl (2.2)
V M

yoki
\\\f{x,y,z)dxdydz= lim f j f { x i,y l,zl)AxlAylAzl . (2.3)

у  maxrf,-Mo

1-teorema (funksiya integrallanuvchi b o  ‘lishining zaruriy sharti). Agar 
t = f(x ,y ,z )  funksiya chegaralangan yopiq V sohada uzluksiz bo‘Isa, u holda 
u shu sohada integrallanuvchi bo‘ladi.

Uch karrali integral ikki karrali integralning barcha xossalariga ega.

2.2.2. Uch karrali integralni dekart koordinatalarida hisoblash

V integrallash sohasi quyidan z = zt(x,y) sirt bilan, yuqoridan z = z,(x,j>) 
sirt bilan chegaralangan jismdan iborat va Oz o‘q yo‘nalishi bo‘yicha
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muntazam boisin, bu yerda z = zx(x ,y ), z = z3(x,y)~  V jismning Oxy 
tekislikdagi proyeksiyasi D da uzluksiz funksiyalar.

Agar D soha x = a, x = b (a< b ) , y  = ipx{x) va у  = <рг{х) (<px(x) < <p2(x)) 
chiziqlar bilan ( bunda <px(x\ (p2(x )-[a ,b ]  kesmada uzluksiz funksiyalar) 
chegaralangan egri chiziqli trapetsiya boisa

b  <Pi(x) *г (х ,у )

jjjf(x,y,z)dxdydz  = jd x  jd y  jf{x ,y ,z )d z  (2.4)
V а  ъ ( х )  z ( Cx.y)

bo‘ladi.

1-misol. Uch karrali integrailami hisoblang:

1) jdx jdy jx3y*zdz; 2) jdxjdyjxyzdz.

<&> 1) Integrallash chegaralari o‘zgarmas boigani sababli bu integral 
uchta aniq integralning ko‘paytmasidan iborat boiadi:

j  dxjdyjx1y 1zdz =}x3dx • j y 2dy ■ j  zdz = : 
0 1 2

1 -0  8-1  9 - 4  _ 35
4 ' 3 ' 2 24

2) Ichki integralni .rva у  o‘zgarmas deb z bo‘yicha hisoblaymiz:

} dx j  dyj xyzdz = j  dx j xy—
о 0 20  0  0

1 1 * dy = ~ jdxjxy3dy.
2 о 0

Shunday qilib, uch karrali integral ikki karrali integralga keltirildi. 
Uni hisoblaymiz:

V . r
1 лЧ у*- jx ~ -  

2o 4
1 1 f s 1 Jcdx = —I x  --------

8S 8 6 48

2-misoI. jjjzdxdydz integralni hisoblang, bu yerda V :x  = 0, y = 0, z = 0,
V

x + y  + z = l sirtlar bilan chegaralangan soha.
®  Berilgan sirtlar bo‘yicha integrallash sohasini chizamiz (8 -shakl).

V soha uchun: 0 <д< 1, Q < y < \ -x , 0 < z < \ - x - y .
Bundan



8-shakI. 9-shakl.

3-misol. fjj(x+2y)dxdydz integralni hisoblang, bu yerda

V :y = x 2, y + z = 4, z = 0 sirtlarbilan
chegaralangan soha.

®  Berilgan sirtlar bo‘yicha integrallash 
sohasini chizamiz (9-shakl).

V soha uchun:
-  2 < л < 2, x2 < у <4, 0 < z < 4 -  у.

Bundan
1 I - x  1-x—y 1 1 -x  ^ 2

{Jj zdxdydz -\ d x  I dy J zdz = jdx  j  —
V 0 0 1 о 0  2

= - [ d x } { \ - x - y y d y  =
2 Q 0

1  r ( 1  —  д г  —  y f  ,  1  , 3  ,= J i ------ ~ ^ l x  = T J d - * )  dx-
2  о 3  О о

dy =

1 o - * y
6 4 24' 10-shakl.

4-miso].JJ}(2x + y)dxdydz integralni hisoblang, bunda
V

V :y  = x , > = 0, x - l ,  z = I, z = l + x2 + y 1 sirtlar bilan chegaralangan soha.
®  Berilgan sirtlar bo‘yicha integrallash sohasini chizamiz (10-shakl).
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V soha uchun: 0<x<\,  0 < y < x ,  l < z < l  + x 2 + y \  Bundan

JJJ( 2x + y)dxdydz = j  dxj dy J( 2x + y)dz =
V О 0 L

= j dxj  (2x + +y2 dy = j dxj (2x  + у)(хг + y 2)dy =
0 0  0  0

Uch karrali integralda o‘zgaruvchini almashtirish

V sohada x=x(u,v,w) ,y  = y(u,v,w) ,z  = z(u,v,w) o‘miga qo‘yish bajarilgan 
bo‘lsin. U holda Oxyz koordinatalar tekisligidagi V soha Otuvw koordinatalar 
tekisligida biror yopiq V sohaga akslanadi.

S  Agar x=x(u,v,w ),y = y(u,v,w),z = z(u,v,M>) funksiyalar V sohada 
uzluksiz birinchi tartibli xususiy hosilalarga ega bo‘lib, shu sohada

o'zgaruvchilami almashtirish formulasi o‘rinli bo‘ladi.

Uch karrali integralni silindrik koordinatalarida hisoblash

r,<p,z sonlar uchligiga Oxyz fazo M (x;y;z) nuqtasining silindrik 
koordinatalari deyiladi, bu yerda r -  M nuqtaning Oxytekislikka proeksiyasi 
radius vektorining uzunligi, q>- bu radius vektorning Ox oq bilan tashkil 
qilgan burchagi, z -  M  nuqtaning applikatasi.

Silindrik koordinatalar dekart koordinatalari bilan

dx dx dx
du dv dw

(2.5)
du dv dw 
dz dz dz
du dv dw

bo‘Isa, u holda uch karrali integral uchun
jjjf(x,y,z)dxdydz= ,v,w),y{u,v,w),z{u,v,w))\I\dudvdw (2 .6 )

V

x~rcos<p, y-rsm < p , z = z 
bog' lanishga ega, bu yerda 0 < (p < 2тс, о < r < +oo, -oo < z < +°o.

86



Uch karrali integral silindrik koordinatalarida
JJJ f ( x ,y ,  z)dxdydz = JJJ /  (r cos (p, r sin (p, z)rd<pdrdz

V V

o‘zgaruvchilami almashtirish formulasi orqali 
hisoblanadi.

5-misol. JJJV^2 + y 1 dxdydz integralni
V

hisoblang, bunda
F : j c2 + /  = 4, z = 1, z = 2+ jc2+ /  

sirtlar bilan chegaralangan soha.
®  Berilgan sirtlar bo‘yicha V sohani 

chizamiz ( 11-shakl).
Integralni silindrik koordinatalarda 

hisoblaymiz:
_____________ 2 я  г  2+r2

JJJv^1 + y 1dxdydz-ffjr-rdtpdrdz= \d(p\dr f r 2dz =
V V 0 0  1

272

(2.7)

r  ̂ I»-1 , 136 h . 136 ~ fd<pjr zj, *  = —  J<*P = —  <
o o  1j  о ID 15

- n . 11-shakl.

Uch karrali integralni sferik koordinatalarida hisoblash

r,<p,0 sonlar uchligiga Oxyz fazo M (x;y;z) nuqtasining sferik 
koordinatalari deyiladi, bu yerda r -  M  nuqta radius vektorining uzunligi, 
q>- OM radius vektoming Qx^tekislikka proeksiyasining Ox oq bilan tashkil 
qilgan burchagi, OM radius vektoming Oz o‘qdan og‘ish burchagi.

Sferik koordinatalar dekart koordinatalari bilan
x = r cos<psini9, y = rsm<psine, z = rcos6,

bog'lanishga ega, bu yerda 0<<р<2л, о<г<-н», 0 < в < я .
Uch karrali integral sferik koordinatalarida 

JJJ / (x, y,z)dxdydz = JJJ / (rcos9>sin#,rsm<psin#,rcos<9)r2 sin 6d<pdrdQ
V V

o‘zgaruvchilami almashtirish formulasi bilan hisoblanadi.

6 -misol. JJJV'x2 + у 1 + z1 dxdy dz integralni hisoblang, bu yerda
V

V : x 1 + y 2 + z2 = 4, у = o (y> 0) sirtlar bilan chegaralangan soha.
®  V integrallash sohasi Oxz tekislikning o‘ng tomonda joylashgan 

yarim shardan iborat, Shu sababli integralni sferik koordinatalarda

(2-8)
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hisoblaymiz, bunda 0 < r <2, 0 <<р<ж, 0 < <9 < тт:

JJ|- Jx 1 + y 2 +  z 1 dxdydz = j j j r  ■ r 1 sin ddrdtpdd = jd<pjd&jr3 sin Odr =
V V  О О О

A 2Я X 4 X X  X X
= jdq>jsin#— d/?=jd<pj4sinede = -4jcos0\’ d<p = &jd<p = 8(^* О

0 0 4  о 0 0 о 0

2.2.3. V jismning hajmi
V = Щ  dxdydz (2.9)

integral bilan topiladi (uch karrali integralning geometrik ma’nosi).
7-misoI. (x2 + y 2 + z2)2 = a x  sirt bilan chegaralangan jism hajmini 

hisoblang.
<S> Sirt tenglamasi x2 + y 2 + z2 ifodani o‘z ichiga olgani sababli 

tenglamani sferik koordinatalarda yozib olamiz:
r  = a\jsin0cos<p.

у  va z o‘zgaruvchilar sirt tenglamasiga kvadratlari bilan qatnashadi. 
Shu sababli jism  Oxz va Oxy tekisliklarga nisbatan simmetrik bo‘ladi. x > 0  
bo‘lgani uchun jism  hajmining chorak qismini hisoblash yetarli. Birinchi

oktantda 0 < в < —, 0 < w < — bo‘ladi. Bundan
2 2

x  x  _________ *■ g
2 2 a\lsin6cas<p 3 J  J

V = 4\dQ\d(p J r 2 s'm6dr = -----jsin2 6d9\cos<pd<p =

2a -}(1 -  cos20)sin <p\jde = — (в  -  sm 18- I  = — . О
3 J0 10 3 V 2 3

Zichligi y(x,y,z) ga teng bo‘lgan ^jismning ba’zi mexanik parametrlari
uch karrali integral yordamida quyidagi formulalar bilan hisoblanadi:

1) jismning massasi (uch karrali integralning mexanik ma ’nosi):
m = [f/(x,y,z)dxdydz;

D

2) jismning Oyz, Oxz va Oxy tekisliklarga nisbatan statik momentlari:
M>* = fflx/(x,y,z)dxdydz, Ma = jjjyy(x,y,z)dxdydz, Mw = \\\zy(x,y,z)dxdydz;

V V v

3) jism  o g ‘irlik markazining koordinatalari: 

fjjxy(x,y,z)dxdydz fffyy(x,y,z)dxdydz jfjzy(x,y,z)dxdydz

\\\y(x,y,z)dxdydz ’ Ус fffy(x,y,z)dxdydz ’ ‘ fjjy(x,y,z)dxdydz ’
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4) jismning koordinatalar boshiga^ Ox, Oy,Oz o‘qlarga va Oyz, Oxz, Oxy 
tekisliklarga nisbatan inersiya momentlari

/„ =|{}(jc2 + y 2 + z 2)y(x,y,z)dxdydz, Ix = JJJO 2 + z1)y(x,y,z)dxdydz,
V V

/, = JJJ(x2 + z2)y(x,y,z)dxdydz, I z = JJJ(*2 + y 1)y(x,y,z)dxdydr,
V У

7^ = 1Я  zZr(x,y,z)cbcdydz, 1уг = J ffx 2y(x,y,z)dxdydz, I a = j f jy 2y(x,y,z)dxdydz.
V V V . '

8 -misol. x1 + y 2 + z 2 = R2, z > 0 yarim shaming har bir nuqtadagi zichligi 
nuqtadan shar markazigacha bo‘lgan masofaga proporsional boisa, shar 
og'irlik markazining koordinatalarini toping.

®  Masala shartiga ko‘ra у = k~Jx2 + y 2 + z2 va simmitriyaga binoan
Xc = y c = 0.

Hisoblashlami sferik koordinatalarda bajaramiz:
m = Jfcfjj yjx1 + y 2 + z2dxdydz = k fy r 1 sin 6drd<pd9 =

= к \ dcp\sin 9dd\ r 2dr = -  kq)\* - cos#io 4
1

knR
- k\\\Zrjx2 + y 1 + z 2dxdydz = — 7  JJJ'"4 sin в  cos OdrdfpdO =

v TtR v

-- (d<p2jsm0cos6M&lr4dr = - — ■<?£
7ГК 0 0  о Я л

sin2 в 2 R (  2 R

9-misol. x = G, y = 0, z = 0, x + y + z = 3 sirtlar bilan chegaralangan bir 
jinsli piramidaning Oy o‘qqa nisbatan inersiya momentini hisoblang.

<§> Inersiya momentini I y = jfj(x2+ z 2)y(x,y,z)dxdydz formula bilan
V

topamiz:
I y = r jjj(x2 + z2)dxdydz = y\dx jd z  ](x 2 + z2)dy = y jd x ](x 2 + z 2) ( l - x - z ) d z  =

V 0 0 0 0 0

= yf dx ](x2(l - x ) -  x2z -  (1 -  Jf)z2 -  z3)dz =

= r\\ dxz = y jf - —  x1 + —  + ———  \dx =

x5 ( i-x y  
6 4 + 10 60

bV 2 
1

x4 , (1 - * ) ' 
2 12

30 Y- О
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M ashqiar _

2.2.1. Uch karrali integrailami hisoblang:
1) J dxj dyj(2x + 3 y ~ z 3)dz; 2) j  dxj dyj xye‘dz\

0 0 I 0 1 0
3 2x - 1 у fo+y*

3) jdx jdy  jzdz; 4) jdyjdx jzdz.
0 0 0 0 0 0

2.2.2. Berilgan sirtlar bilan chegaralangan V sohada uch karrali 
integrailami hisoblang:

1) jjjxdxdydz, V :x  = 0, y — 0, y = 3, z = 0, x + z = 2;
V

2) jjjxyzdxdydz, V : x = 0, y -  0, z = 0, jc + + z = 1 ;
Г

3) V :x  = 0, x = l, y = 0, у = д:, z = - l ,  2 = e4';

4) ~ F:x = 0’ >’ = 0’ z = 0> Zx + y + z = 4'>v \4y -  2xy -  zy

5) jjj(x7 + y 2)dxdydz, V : z = 2, z =

6 ) jjjz^ x2 + y 2 dxdydz, V :y =  0, у  = 42.x -  x1, z = 0, z = 3;
V

7) , И: jc2+ /= 4 > > , _y + z = 4, z = 0 ;
к т/ж +>>

ЯК*2 + -У2 )dxcfydz, V :x 2+ y 2 =x, z = 0, z2=2jc;
F

ty SJH*1 + y 2)dxdydz, V: x 2 + y 2 + z 2 = 4 ,z > 0 ;
V

10) jjjxyz2dxdydz, V : x2 + y 2 + z2 =1 ,x > 0 ,  > > 0 , z > 0 .
V

2.2.3. Berilgan sirtlar bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang:
1) x = l, >’ = x, y  = 2x, z = x1 + y 2, z = x2 + 2 y 2;

2) x = 0, у  = 0, x + 2y + z = 6;

3) z = хг + y 1, z = 8 -  x 2 -  y 2;

4 ) ( j c 2 + y 2 + z 2)2 =xyz.

2.2.4. z2 = jc2 + y 1 konus va z = 1 tekislik bilan chegaralangan jismning har 
bir nuqtasidagi zichligi uning applikatasiga proporsional bo‘lsa, jismning 
massasini toping.
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2.2.5. 1z = 4 -  хг -  у 1 paraboloid va z = 0 tekislik bilan chegaralangan bir 
jinsli jism og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

2.2.6. R radiusli bir jinsli yarim shar og‘irlik markazining 
koordinatalarini toping.

2.2.7. Radiusi Rga va og‘irligi />ga teng bo‘lgan bir jismli shaming 
markaziga va diametriga nisbatan inersiya momentlarini toping.

2 .2 .8 . zJ = 2ax, z = 0, x 2+ y 2=ax sirtlar bilan chegaralangan bir jinsli 
jismning Oz o‘qqa nisbatan inersiya momentini toping.

2.3. EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

Birinchi tur egri chiziqli integral. Birinchi tur egri chiziqli 
integralni hisoblash. Ikkinchi tur egri chiziqli integral.

Ikkinchi tur egri chiziqli integralni hisoblash.
Egri chiziqli integrallarning tatbiqlari

88 2.3.1. R3 fazoda koordinatalari biror teR  parametming 
x = x(t), y = y(t), z = z(t) tenglamalari bilan berilgan M (x;y;z) nuqtalar 
to‘plamiga R3 fazodagi L egri chiziq deyiladi. Bunda: agar 
x = x(t), y = y(t), z = z(t) funksiyalar t e [or;/?] da uzluksiz bo'lsa L egri 
chiziq [a;/?] kesmada uzluksiz deyiladi; agar x = x(t), y = y(t), z~z(t) 

funksiyalar t da uzluksiz, birinchi tartibli x'(t), y'(t), z'(t) hosilalarga
ega va xn(t) + y'2{t) + z'2(t)± 0  boisa L egri chiziq [a;/3] kesmada silliq 
deyiladi; agar [a;/?] kesmaning chekli nuqtalarida x'{t), y'{t), z'{t) hosilalar 
mavjud bo‘lmasa yoki bir vaqtda nolga teng bo‘lsa L egri chiziq 
[а; fi]kesmada bo ‘lakli-silliq deyiladi; agar x(a) = x(j3), y(a) = y{J3) , 
z(a) = z{J3) bo‘lsa L ga [cr,p\ kesmada yopiq kontur deyiladi.

f{x ,y ,z )  funksiya AB с  R3 silliq yoki boiakli-silliq egri chiziqning har 
bir nuqtasida aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin.

AB egri chiziqni ixtiyoriy ravishda л = A01A,,...,Aj._l,An...,An = 5 nuqtalar 
bilan a^a, uzunliklari M. ga teng bo‘lgan n ta (i = l,n) yoylarga bo‘lamiz.
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НагЫглмл* yoyda ixtiyoriy M(x,\y,:z,) nuqtani tanlaymiz, f(x ,y ,z )  
funksiyaning bu nuqtadagi qiymati f ( x t,ynzl)m  hisoblab, uni Al, ga 
ko‘paytiramiz va barcha bunday ko‘paytmalarning yig‘indisini tuzamiz:

I  = iLf(x„y,>z,)Al,. (3.1)i=l
Я  Agar (3.1) integral yig‘indining maxA/, -» Odagi chekli limiti AB egri 

chiziqni bo‘laklarga bo‘lish usuliga va bu bo‘laklarda M (x,;y,;z,)nuqtani 
tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmagan holda mavjud boisa, bu limitga f(x ,y ,z )  
funksiyaning birinchi tur egri chiziqli integrali ( yoki yoy uzunligi bo ‘yicha  
integrali) deyiladi va j  f(x ,y ,z)d l bilan belgilanadi:

AB

[ f(x ,y ,z )d l=  Y im J^ f(x ,,y ,,z ,)A l,. (3.2.)
AB

1-teorema (funksiya integrallanuvchi bo ‘lishining zaruriy sharti). Agar 
f ( x ,y ,z ) funksiya AB silliq egri chiziq bo‘ylab uzluksiz bo‘lsa, u holda u shu 
egri chiziqda integrallanuvchi bo‘ladi.

A^Ai yoyning Al, uzunligi A, в  nuqtalardan qaysi biri yoyning boshi va 
qaysi biri uning oxiri uchun qabul qilinishiga bog‘liq bo‘lmaydi.

Shu sababli
\ f(x ,y ,z)d l = j f(x ,y ,z )d l.

AB BA

Birinchi tur egri chiziqli integral aniq integralning boshqa xossalariga
ega.

2.3.2. AB egri chiziq fazoda parametrik tenglamalar bilan berilgan, 
ya’ni

AB = {(x,y,z) e R' x = x(t), у  = y(t), z = z(t), / e[a;/?]} 

va [a;fi] kesmada silliq (yoki boiakli silliq) bo‘lsa birinchi tur egri chiziqli 
integral

j f ( x ,y ,z )d l  = ff{x (t) ,y (t) ,z (t)y x ’2(t) + y n(t) + z'\i)dt (3.3)
AB 01

formula bilan hisoblanadi.

AB = {(x,y) e R1 x = x(t), у  = y(t), t e tekislikdagi yassi egri chiziq 
uchun

J f(x ,y )d l =jf(x(/),y(i))y[x'2(t) + y'2(t)dt . (3.4)
/в e
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Yassi egri chiziq tenglamasi qutb koordinatalarida berilgan, ya’ni 
AB = {(r;<p): r = r(<p), <px < q> < cp2} va r'{cp) hosila AB egri chiziqda uzluksiz 
bo‘lsa

\ f i x ,  y )d l=/ f ( r  cos q>,r sin <p\Jr2(<p) + r'2(<p)d<p (3.5)
AB *

bo‘ladi.
Agar yassi egri chiziq [a\b] kesmada hosilasi bilan birgalikda uzluksiz 

у  = y(x) funksiya bilan berilgan, ya’ni AB= {(x ;y)e R1 : y  = y(x), xs[a;5]} 
boisa

\ f{x ,y )d l  = \f(x,y(x%J\ + y'1(x)dx (3.6)
AB a

bo‘ladi.

1 -misol. Birinchi tur egri chiziqli integrallami hisoblang:

1) \ f2ydl, bu yerda AB: x = a(t -sin t), y  = a( 1-cos/), 0</<я- sikloida yoyi;
AB

KJ

2) J (хг + y 2)dl, bu yerda AB: r = l - cosep kardioida yoyi;
AB

3) \x2dl, bu yerda AB: .y = lnx, l<x< 2 egri chiziq bo‘lagi;
AB

4) j (x -y )z d l ,  bu yerda AB: A( 1;2;-1) va 5(2;0;1) nuqtalarni tutashtiruvchi
AB

to‘g‘ri chiziq kesmasi;
5) \(x + y)dl , bu yerda I: uchlari 0(0;0), A(2;0), B(0;2) nuqtalardan iborat 

/
uchburchak konturi.

®  1) Yassi egri chiziqning differensiali formulasi bilan topamiz:

dl = jx ' 2 + y '2 = -/a^l-cos/)2 + a2 sin1 tdt = â J2(1 -  cos t)dt.
U holda

f ^2ydl = [ -J2a(\ -  cos/) ■ a^J 2(1- cos t)dt = 2 a  f a ]  (1 -  cos t)dt =

2) Chiziq tenglamasi qutb koordinatalarida berilgan. 
Kardioida uchun 0 < (p < 2 n .
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U holda

х2 + у 2 = r 2 = (l-c o s  <p)2 = 4sin4 ~̂,

Bimdan

dl = V(1 -  cosq>)2 + sin2 cpdcp = -J2(l -  cos (p)d<p = 2sm^~d<p.

} (x 2 + y 2)dl = 8jsm t—sin—d<p = 8 } f l - c o s 2~ )  sin—d(p = 
ab 0 2 2 oV 2 )  2

= 8 f  sin—d/p + 32 {cos2 — d f  cos—1 —16 J cos4 —d f cos—1 = 
о 2 о 2 \ 2 J  о 2 V 2 }

= -16cos 9 32 з <p + — cos — 
3 2

16 5 <p-----cos —
5 2

= -16- ( -2) + — • ( -2) -  — • (-2) = — .
3 5 15

3) у  = In* uchun У = — va dl — J l  + \ d x  = —4 l + x ’ldx. U holda 
x V x x

J x 1 dl = Jjc2 ■Vl + JC2cfe = JxVT+lc2t& = —|(l + x 2) 2<i(l + x2) =

1 2  ̂= — -—(I -f- JC2 ) 2
2 3

---{545 -2 -J2 ).

4) / egri chiziq yoyining parametrik tenglamasini ikki nuqtadan o'tuvchi 
to‘g‘ri chiziq tenglamasidan topamiz: 

x - l  y - 2  z +1
2 - 1  0 - 2  1+1 

bu yerda 0 </<l.
U holda

= r dan x - t  + l, y  = -2 t  + 2, z = 2t-\ ,

j  (x -  y)zdl = }(/ + 1 + 2t -  2)(2T -  l)Vl + 4 + 4<# = 3/ (3t - 1)(2/ - 1 )dt =

= 3j (6t2 - 5 t  + \)dt =3| 2t} -  ~~  + / 3
2

5) Integralning additivlik xossasiga ko‘ra
j>(x + y)dl = |(x + y)dl + j(x  + _у)«я7 + j(x  + y)dl.
1 OA AB BO

Har bir integralni alohida hisoblaymiz.
OA kesmada: y = 0, 0 < x < 2  va dl = dx.
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U holda

\(x + y)dl = \xdx = ?~
X, о 2.

■2.

AB kesmada: y = 2 - x ,  0 ^ x < 2  va y = - 1.
Bundan

J (x + y)dl = j  2л/1 + \dx = 2-j2x\  ̂ = 4-J2.
AB 0

OB kesmada: x = 0, 0 < y £ 2  va dl = dy. U holda

j(x  + y)d l=  j ( x  + y)dl = ]ydy = —
OB BO  °

-2.

Demak,
j(x  + y)dl = 2 + 4л/2 + 2 = 4(1 + л/2). o
I

2.3.3. Oxyz fazoda boshi A nuqtada va oxiri В  nuqtada bo‘lgan AB 
silliq yoki bo'lakli-silliq yo‘nalgan egri chiziq berilgan va bu chiziqning har 
bir M(x\y\z) nuqtasida

a(M ) = P (M )i+ Q (M )j + R(M )k 
vektor funksiya aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin.

AB egri chiziqni ixtiyoriy ravishda A dan В  ga qarab yo‘nalishda 
A = A0,AI,...,A,_l,A: ,...,Ari = В nuqtalar bilanuzunliklari Al, gateng bo‘lgan n ta 
Ai-jAj (i — 1,n) yoylarga bo‘lamiz. Har birA^A, yoyda ixtiyoriy M(x.;_y,;z,) 

nuqtani tanlaymiz, 5(M) vektor funksiyaning bu nuqtadagi qiymati 
a(x,,y„z,)n\  hisoblaymiz va

/ = Z ((P(x,,y^z,)Ax, + 2(x,,y ,,z )Ay + R(xl,y l,z l)Azl)) (3.7)

integral yig‘indini tuzamiz, bu yerda Ax, = x, - x M, Ay, =y,

Az, ~ z, ~z,_x -  A,.,Ai yoyning koordinata o‘qlaridagi proeksiyalari.
31 Agar (3.7) integral yig‘indining max Д/ Odagi chekli limiti AB egri 

chiziqni bo‘laklarga bo‘lish usuliga va bu bo‘laklarda M (x,;y ,;z ,)nuqtani 
tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmagan holda mavjud bo’Isa, bu limitga a(M) 
vektor funksiyaning ikkinchi tur egri chiziqli integrali deyiladi va 

J  P(x, y, z)dx + Q(x, y,z)dy + R(x, y,z)dz
,4B

bilan belgilanadi.
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Demak,
J P(x, y,z)dx + Q(x, у , z)dy + R(x, y, z)dz =

AB

= + в(х„У,^,)Лу1 + ^ , .> '(>zi)Azi) j , (3.8)

bu yerda \P(x,y,z)dx, jQ (x,y,z)dy, \R(x,y,z)dz~mos ravishda P(x,y,z),
AB AB AB

Q(x,y,z), R(x,y,z) funksiyaning x, y ,z  o‘zgaruvchi bo‘yicha egri chiziqli 
integrali deb ataladi.

a  = P l + Qj + Rk vektor funksiyaning egri chiziqli integralini vektor 
ko‘rinishda J ad?  kabi yoziladi.

AB

L (A B ) yopiq kontur bo'yicha olingan egri chiziqli integral aylanib 
o‘tish yo‘nalishi ko‘rsatilgan holda

| P(x,y, z)dx + Q(x, y,z)dy + R(x, y, z)dz
L

kabi belgilanadi. Bunda L yopiq kontumi aylanib o‘tish soat strelkasi 
yo‘nalishiga teskari bo‘lsa integrallash yo‘nalishi musbat hisoblanadi, aks 
holda manfiy hisoblanadi.

2-teorema (funksiya integrallanuvchi bo ‘lishiningzaruriy sharti). Agar 
a(M ) vektor funksiya AB silliq egri chiziq bo ‘ у lab uzluksiz bo‘lsa, u holda 
u shu egri chiziqda integrallanuvchi boiadi.

AB egri chiziq Oxy tekislikda yotsa ikkinchi tur egri chiziqli integral 
\P(x,y)dx+ Q{x,y)dy

AB

bo‘ladi.

2.3.4. AB egri chiziq fazoda parametrik tenglamalar bilan berilgan, 
ya’ni

AB = {(x,v, z) € 3 x = x(t), у = y(f), z = z(t), t e  [а ; Д]}

va \a\fi\ kesmada silliq yoki bo‘lakli silliq bo‘lsin. Bunda t parametr 
boshlang‘ich A nuqtaga mos a  = tA qiymatdaii oxirgi В  nuqtaga mos p - t B 
qiymatgacha o'zgarsin. U holda ikkinchi tur egri chiziqli integral 

| P(x, y, z)dx + Q(x, y,z)dy + R(x, y,z)dz =
AB

= l(p{x(t),y(t),z(t))x'(t) + Q{x{t),y(t),z(t))y'{t) + R{x(t),y(t),z(t))z'(t)) dt (3.9) 

tenglik bilan topiladi.

96



Tekislikdagi AB = {(x,y) e R1 x = x(t), у  = y(t), t e [or; /?]} egri chiziq uchun 

{Р(*,.у)<& + Q(x,y)dy = {(>(х(0,.у(г)У(0 + Q{x(t),y(t))y'(t)) d t . (3.10)
a

Yassi egri chiziq tenglamasi qutb koordinatalarida berilgan, ya’ni 
AB = {(r;<p) \ r = r(<p), <p, <ф<(рг) va r'(ip) hosila AB egri chiziqda uzluksiz
bo‘lsa

{ P(x, y)dx + Q(x, y)dy =
AB

-  ( (Q(rcos<p,rsincp)rc o s -  P(rcos(P,r sin<p)rsin(p) dip (3.11)
Pi

boiadi.
Agar yassi egri chiziq [a\b] kesmada hosilasi bilan birgalikda uzluksiz 

у = y(x) funksiya bilan berilgan, ya’ni AB = {(*; y) e  R1 : y = y(x), x e [a;b]} bo‘lsa

\P(x,y)dx + Q(x,y)dy= \(p(x,y(x))+Q{x,y(x j)y’(xj) dx (3.12)
AB a

bo‘ladi.

2-misol. Ikkinchi tur egri chiziqli integrailami hisoblang:
1) \ydx-xdy, bu yerda AB: x = 2 (t-sin t), у = 2(1-cos;), 0 < t<  2л

AS

sikloidaning bir arkasi;
2) f ( x - y)dx + (x + y)dy, bu yerda AB: r  = afcasep limniskataning o‘ng

AS

yaprog‘i;
3) f x 2ydx + xy2dy, bu yerda A B :y  = x2 + 1 parabolaning A( 1;2) dan B{2;5)

AS

nuqtalar orasidagi bo‘lagi.
4) \ (z-y )dx  + {x -z )d y  + (y - x)dz, bu yerda AB: *  = 2cost, y  = 2sint, z = 3t,

AB

0 < / < 2л  vint chizig‘ining birinchi o‘rami.

®  1) dx = 2(1 -  cosf), dy = 2 sin t ni hisobga olib, topamiz:
I t , . 2

{ y d x -x d y -  {(4 (l-c o s /)2 -4(/-sinr)sin/j£#=4{(2- 2 co sr-f sin r)cft =

= 4(2/ -  2sin/)|or -  4^-/cos/r + {costdtj = 16ж + 8 я - 4sin/jô = 24л-.

2) Chiziq tenglamasi qutb koordinatalarida berilgan. Limniskataning 

o‘ngyaprog‘i uchun -
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x = rcos<p, y  = rsincp, dx = ~ri'm<pd(p, dy = rcos<pdip ni hisobga olib, 
topamiz:

$ (x -y )d x  + (x + y)dy =
ABк

= }((r cos <p -  r sin tp) ■ (~r sin <p) + (r cos (p + r  sin q>) ■ r cos cp)d<p =

*  4  ]  4  \ (  1  V  1

\r2d<p=a2 j cos2 <pd(p=—a2 ](1 +cos2p)d<p= — a2\<p + — sin2^ = — а2(ж + 2). 
.£  _ * 2 t 2 v 2 J x 4

3) Jx 2ydx + xy2dy = j(x 2(x2 + \) + x{x2 +1)2 - 2x)dx =
AB  ]

= \(х* + x 2 + 2x2(jc4 + 2x2 + \))dx = J (2x6 + 5л4 + 3x2)dx = f — x1 + x5 + х г
i i V 7

520 
7 ‘

4) \(z-y)dx + {x-z)d y  + {y -x )d z  =
AB 

2*
= j ((31 -  2 sin t)- (-2 sin /) + (2 cos t-3 t)-2  cos t + 2(sin t -  cos t) ■ 3)dt =

0
2r

= J(4 -  6(/(sin / + cost) + (sini -  cost)))dt =
0

l x  l x

= 14dt -  6 J (t(sin t + cos t) + (sin t -  cos t))dt ~
о 0

2 я
= 4t\* - 6 J 6?(/(sin/- cos/))=8 r̂- 6(/(sin? - cos?)) *̂ =20л. ®

0
Oxyz fazoda boshi A nuqtada va oxiri В nuqtada boigan AB

yo‘nalgan silliq yoki bo‘lakli-silliq egri chiziq berilgan boisin, AB egri 
chiziqqa M{x\y\z)nuqtada o‘tkazilgan urinmaning koordinata o‘qlari bilan 
tashkil qilgan burchaklari a  = a(x ,y ,z), J3 = /3(x,y,z),y = y(x,y,z) bo‘lsin. 

Bunda birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integral
,y,z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y,z)dz =

AB

= \{P{x, y, z) cos a + Q(x, y, z) cos /3 + R(x, y, z) cos y)dl (3.13)
AB

bogianishga ega bo‘ladi.
Xususan, AB tekislikdagi yassi egri chiziq uchun

j  P(x,y)dx + Q(x,y)dy = f (P(x,y) cos a  + Q(x, у) cos fi)dl. (3-14)
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®E> D c R 1 soha berilgan bo‘lib, uning chegarasi L bo‘lakli-silliq 
chi/iqdan iborat bo'lsin.

3-teorema Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar D sohada o‘zlarining 
xususiy hosilalari bilan birgalikda uzluksiz bo‘lsa, u holda

jP(x,y)dx + Q(x,y)dy (3.15)

boMadi.
Bu tenglikka Grin formulasi deyiladi. Bu formula ikkinchi tur egri 

chiziq bilan ikki karrali integral orasidagi bog‘lanishni beradi

3-misol. Integralni Grin formulasi bilan hisoblang:
f (2 + X- y)dx + (3x + у +1 )dy, bu yerda AB: x1 + y2 = ax aylana.

AB

®  P(x,y) = 2 + x - y ,  Q(x,y) = 3x + у + 1 funksiyalar vaulaming

—  = -1, —  = 3 xususiy hosilalari x2 + y2 = ax aylana bilan chegaralangan 
dy ox

doirada uzluksiz. U holda Grin formulasiga ko‘ra
J (2 + x -  y)dx + (Зх + у +1 )dy = |J(3 -  ( - \))dxdy — 4 JJ dxdy -  45,

AB D D

bu yerda S -  doiraning yuzasi.
Aylana tenglamasidan topamiz:

x2 + у2 -  ax = 0 yoki ^  ^ j + y 2 = . Bundan S =

Demak,
j>(2 + x -y)dx  + (3x + у + \)dy = m 2. О

AB

4-teorema. P(x,y)va Q(x,y) funksiyalar bir bog‘lamli £>sohada Grin 
teoremasining shartlarini bajarsin. U holda quyidagi to'rtta tasdiq ekvivalent 
bo‘ladi:

1. D sohadagi istalgan L yopiq kontur uchun jPdx + Qdy = 0 boiadi.
L

2. Ixtiyoriy A ,B eD  nuqtalami tutashtiruvchi AB yoy uchun jPdx + Qdy
AB

integralning qiymati integrallash yoiiga bog‘liq bo‘lmaydi. Bunda eng qulay 
integrallash yoii sifatida A va. В nuqtalami tutashtiruvchi hamda qismlari 
Ox va Oy o‘qlariga parallel siniq chiziq olinishi mumkin.

3. D sohada bo'ladi.
dy dx
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4. P(x,y)dx + Q(x,y)dy ifoda to‘liq defferensial bo‘ladi, ya’ni shunday 
u(x,y) e  D funksiya topiladiki du = Pdx + Qdy tenglik bajariladi. Bunda u(x,y) 
funksiya

v(x,y) = ]p(x,y)dx + jg (x 0,y)dy+C  yoki u{x,y) = \P(xa,y)dx+\Q(x,y)dy + C
*o Уо y0

ifodalaming biridan topiladi, bu yerda M0(x0;y0), M (x;y)~ D  sohada 
yotuvchi nuqtalar, C -o ‘zgarmas son.

4-misol. I = \(x + 3y)dx + (y + 3x)dy integralni A(0;Q)nuqtadan £(1;1)
AB

nuqtagacha hisoblang: 1) y = x to‘g‘ri chiziq kesmasi bo‘yicha;
2 )у  = x2parabola yoyi bo‘yicha; 3) y 1 -  x parabola yoyi bo‘yicha.

<£> P(x,y) = x + 3y, Q(x,y) = y + 3x uchun —  = 3 va —  = 3, ya’ni
dy dx

Demak, berilgan integral integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmaydi

va integrallashning boshlang‘ich va oxirgi nuqtalari bilan aniqlanadi.
Integralni uchta chiziq bo‘yicha hisoblaymiz:
1) to‘g‘ri chiziq tenglamasi y = x  va dy = dx. U holda

1 j

I -  \(x + 3x)dx + (x + 3x)dx -  Ахг\п =4.
0

2) parabola yoyi y = x 2 va dy = 2xdx. Bundan

I  = \(x + 3x2)dx + (x2 + 3x)2xdx = {(x  + Sbc2 + 2x , )dx=(—  + 3x, + —-1  = 4 .
0 О V 2 2 ) 0

3) parabola yoyi * = y2 va dx = 2ydy. U holda

I  = j(y 2 +3y)2ydy+(y + 3y2)dy = \(y + 9y2 + 2у , )ск = (¥- + 3уг + ^ )  =4. О
о о V 2  2 ) й

5-misoI. du = (4x2_y3 -  3y2 + 8)dx + (3x 4y 2 -  6xy -1 )dy to‘liq differensialga 
ko‘ra funksiyani toping.

®  P -  4jc3/  ~3y2 + 8, Q = 3x*y2 -  6xy - 1. Bundan

—  = \2x,y l - 6 y  = 
dy dx

Boshlang'ich (x,;y„) nuqta sifatida 0 (0;0) nuqtani olamiz .
U holda

и = j8dx+ 'j(3x,y l -  6xy-l)dy + С yoki u = 8x + x ty> -Зху: - y  + C. О
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2.3.7. Egri chiziqning uzunligi. Tekis yoki fazoviy AB egri chiziqning 
u/unligi

l=\dl (3.16)
AB

formula bilan topiladi (birinchi tur egri chiziqli integrating geometrik 
ma’nosi).

Silindrik sirtning yuzasi. Y o‘naltiruvchisi Oxy tekislikda yotuvchi AB 
egri chiziqdan, yasovchilari Oz o‘qqa parallel boigan to‘g‘ri chiziqlardan 
iborat va z = f{x ,y)  funksiya bilan berilgan silindrik sirtning S yuzasi

S = jf(x ,y )d l  (3.17)
AB

integral bilan topiladi.
Yassi egri chiziqning yuzasi. Oxy tekislikda yotuvchi va L yopiq kontur 

bilan chegaralangan yassi figuraning yuzasi

S = — ̂ xdy-ydx (3.18)
2 L

bo‘ladi (ikkinchi tur egri chiziqli integralning geometrik ma’nosi).
Egri chiziqning massasi. AB material egri chiziqning massasi

/ = \y{M)dl (3.19)
ЛВ

formula bilan topiladi (birinchi tur egri chiziqli integralning mexanik 
ma’nosi), bu yerda y(M )-egri chiziqning M nuqtadagi zichligi.

Statik momentlar, og'irlik markazi. AB egri chiziqning Ox, Oyo'qlarga 
nisbatan statik momentlari va og'irlik markazining koordinatalari

S, = jy/(M)dl, Sy = |xy(M)dl, xc= ^ ,  x - —  (3-20)
M M m m

formulalar bilan topiladi.
Ihersiya momentlari. AB material egri chiziqning Ox, Oy o ‘qlarga va 

koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda quyidagilarga 
teng:

I. = l / r W d l ,  Iy = [x2r(M)dl, /0 = j(x2+y2)v(M)dl. (3.21)
AB AB AB

О ‘zgaruvchan kuchning bajargan ishi. F  = Pi + Qj + Rk kuchning AB 
egri chiziq bo‘ylab bajargan ishi

A = \ Fdr (3.22)
AS

kabi aniqlanadi (ikkinchi tur egri chiziqli integralning mexanik ma’nosi).
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6 -misol. л = a cos' t, у = asin31 astroida bilan chegaralangan figura 
yuzasini hisoblang.

<S> Yuzani S = -$ x d y - ydx formula bilan hisoblaymiz.
2 1

Masala shartidan topamiz:
dy = 3asin21 cos tdt, dx -  -3a cos21 sin tdt, § < t< 2 n .

Bundan
1 1 2xS = -§ x d y -y d x  = — | (a cos3/ -3a sin2/cos?-a sin3 /-(-3a cos2 tsint))dt =
2 i ■ 2 о

3a1 lr
= ---- j  sin21 cos1 /(cos2 / + sin2 t)dt =

2 о
За2 2r' . 2 2 , За2 у . 2 .  , За2 2r*= ----Jsm /cos tdt = -----jsin 2tdt=-----J (1 -  cos4t)dt =

2 о 8 о 16 a

За1! 1 . .:----  t— sm4/
16 I 4

3m 2

7-misoI. x2 + y 2 = R2 (jc > 0,y> 0) silindrning yuqoridan xy = 2Rz sirt 
bilan kesilgan qismining yon sirtini toping.

®  Izlanayotgan sirt yuzasi г = ^  funksiyadan aylananing birinchi

chorakdagi qismi bo‘yicha olingan birinchi tur egri chiziqli integral bilan

hisoblanadi: S =  f — t//, bu yerda AB: x = Rcost, у = Rsint, 0 </<—.
l 2R Г 2

U holda
r xy „ iRcostRsint r.------- гг,— :—:—n* .S= j  -"-dl = j -----—----- J(rcost)1' +(rsinf)2dt =
-  I K  0 I K

Rl \ . , R2 sin2 r—  sin f cos tdt ~-----------
2 t 2 2

о
4

8-misol. Agar vint chizig‘ining zichligi у = —; -̂--- - boisa, uning
X + у  + 2

birinchi o‘rami massasini toping.
<S> Vint chizig‘ining birinchi o‘rami x = acos/, y = asin/, z = bt,

0 < ip<2jiparametrik tenglamalar bilan aniqlanadi.
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U holda
г 1̂ _y^(-asinf)2 + (a cost) + b1 _ 
L xl + y2+zl 0 a2 cos11 + a2 sin21 + b2t2

_  2?л/a 2 + b 2 ~Ja2 + b 2 у  d(bt)
J „2 , , 2 , 2  ~  , J “

л/а2 +6^ 1------ ---------- arcfg —
b a a

■Ja +b 2 nb---------- arctg-----. О
ab a

9-misol. F  = x2j  kuchning material nuqtani y 2 = 1 -  x  parabola bo‘yiab 
A( 1;0) nuqtadan 5(0;1) nuqtaga ko‘chirishda bajargan ishini toping.

®  Parabola tenglamasidan topamiz: x = l->>2.
U holda

A= \ Fdr = \x2dy = \ ^ -y 1Jd y  = \ { i-2 y 2 + y i )d y = ~ .  О
/LB Л5  0 0

Mashqlar

2.3.1. Birinchi tur egri chiziqli integrallami hisoblang:

1) |(jc + y)dl, bu yerda AB: A(0;0) va S(4;3) nuqtalami tutashtiruvchi
AB

to‘g‘ri chiziq kesmasi; 
dl2) J ------  — ■= , bu yerda AS: Д'0;0) va £(2;2) nuqtalarni tutashtiruvchi

Av8 — — У
to‘g‘ri chiziq kesmasi;

3) fyd/, bu yerda AB: у 2 = 2 ^ х  parabolaning x 2=2j3~y  parabola bilan
AB

kesilgan boiagi;
4) j-Jx1 + y 2dl, bu yerda AB: x 2 + y 2 =4x  aylanayoyi;

AB

5) fxydl, bu yerda AB: 3x + 4y = 12 to‘g‘ri chiziqning koordinata o‘qlari
AB

orasidagi kesmasi;
6 ) jxy(x + y)dl, bu yerda AB: x2 + y2 = R2 aylananing yuqori yoyi;
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7) Jy rdl, bu yerda AB: x = a(/~sin/), у = a(l ~ cos/) sikloidaningbir arkasi;
AB

8) j\jx2 + y 2dl, bu yerda AB : r = a(l + cos <p) kardioida yoyi;
AS

9) \{хг + y 1 + z ^ d l , bu yerda AB: x = cos/, >- = sin/, z = л/3/ (0< /< 2ж)
AB

vint chizig‘ining birinchi ocrami.

xdl *“* (  0 F510) J -------- , AB: x = -j= , y  = —, z = t chiziqning 0(0;0;0) va В л/2;------ ;л/2
лвЪул-z  V2 3  ̂ 3 J

nuqtalar orasidagi yoyi.

2.3.2. Ikkinchi tur egri chiziqli integrailami hisoblang:

1) j y 2dx~xydy, bu yerda AB: A(\;l)va5(3;4)nuqtalami tutashtiruvchi
AB

to‘g‘ri chiziq kesmasi;
2) j y 2d x - x 2dy, bu yerda AB: y = x 2 parabolaning A(0;0) va B(2;4)

AB

nuqtalar orasidagi yoyi;

3) J —dx + xdy, bu yerda AB: y  = lax  egri chiziqning A( 1;0) va B(e; 1)
a b X

nuqtalar orasidagi yoyi;
4) J ( je ' + 2x)dx + e*dy, bu yerda AB: у = xe‘ egri chiziqning Ж0;0) va

AB

B(l;e) nuqtalar orasidagi yoyi;
x 1 v25) \y2dx + x 2dy, bu yerda AB: — + = I ellipsning A(0;b) va B(a;0) 

ab a  b
nuqtalar orasidagi yoyi;

6 ) §xdy-ydx  bu yerda a) L: x2 + y 2 = R1 aylana yoyi; b) L: y  = x2,x  = y 2
I

parabolalar orasidagi egri chiziq yoyi; c) L: x = 4cos3/, y = 4sin3/ astroida 
yoyi; d) L: x = 4cos/, y = 3sin/ ellips yoyi.

l)\ xdx + ydy + ( x - y  + \)dz, bu yerda AB : A(\:\;\) va 7J(2;3;4) nuqtalami
AB

tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq;

8) \2xydx + y 1dy + z 2dz , bu yerda AB: jc = cos/, y = sin/, z = 2/vint
.45

chizig'ining ,4(I;0;0) va 5(l;0;4;r) nuqtalar orasidagi yoyi.
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2.3.3. Integrallami aylanishrving musbat yo‘nalishda Grin formulasi 
bilan hisoblang:

1) f ( j c  + y f  dx -  {x2 + y 2)dy bu yerda L: uchlari 0 (  0;0), .4(1:0) va B( 0;1)

2.3.4. Differensial tenglamaga ko‘ra boshlang'ich funksiyani toping: 

\)du = (x + siny)dx + (x cosy + siny)dy\ 2)du = (y + e ‘ smy)dx + ( x + e ‘ cosy)dy.

bo‘lagi uzunligini toping.

2.3.7. Zichligi y = 3s[r ga teng boMgan r = 2(1 + cos <p) kardioidaning 
massasini toping.

2.3.8. Bir jinsli sikloida yarim arkasining massasini toping.

2.3.9. z = -J2x — 4x2, y 1 =2x  sirtlar va Oxy tekislik orasida joylashgan 
silindrik sirtning yuzasini toping.

2  
2.3.10. г = 2-л/у, x = - ^ { y - V f  sirtlar va Oxy tekislik orasida 

joylashgan silindrik sirtning yuzasini toping.

x 2 v 22.3.11. — + ̂  = l ellips bilan chegaralangan yassi shakl yuzasini toping.
a b

2.3.12. x = a(2cost -  cos2t), y  = a(2sin t-sin 2t)  kardioida bilan 
chegaralangan yassi shakl yuzasini toping.

2.3.13. F  = - y l  + x] + zk kuchning material nuqtani vint chizig‘ining bir 
o‘rami bo‘ylab ko‘chirishda bajargan ishini toping.

2.3.14. F  = xyi + 2y2J  -  x2k kuchning material nuqtani x2 + y 2= R 2 
aylananing birinchi chorakdagi yoyi bo‘ylab ko'chirishda bajargan ishini 
toping.

nuqtalardan iborat uchburchak konturi;

2) J (1 - x 2)ydx + x(l + y 2)dy bu yerda L : x2 + y 2 = R2 aylana yoyi.'

t
z = — , 0 < t < 3 egri chiziqning uzunligini toping. 

6
t
— egri chiziqning koordinata o‘qlari orasidagi
6
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2.4. SIRT INTEGRALLARI

Birinchi tur sirt integrali. Birinchi tur sirt integralini hisoblash.
Ikkinhi tur sirt integrali. Ikkinchi tur sirt integralini hisoblash.

Sirt integrallarining tatbiqlari

2.4.1. Bo'Iakli silliq kontur bilan chegaralangan ikki tomonli silliq (yoki 
bo‘lakli silliq) a  с  R‘ sirtda f(x ,y ,z )  funksiya aniqlangan va uzluksiz bo ism.

a  sirtni ixtiyoriy ravishda o'tkazilgan 
egri chiziqlar to'ri bilan yuzaiari 
Д<т,,Д£г2,...)Д<7„ bo'lgan n ta a, bo‘lakka 
bo‘lamiz (12-shakl). Har bir cr, sirtda 
ixtiyoriy nuqtani tanlaymiz,
f ( x ,  y ,z)  funksiyaning bu nuqtadagi qiymati 
f ( x t,y„zt)n i hisoblab, uni Д<т; ga 
ko‘paytiramiz va barcha bunday 
ko‘paytmalaming yig‘indisini tuzamiz:

(4.1)

Ш Agar (4.1) integral yig‘ indining /  
max с/, -> 0 (dt-  Дет, yuzaning diametri ) * 
dagi chekli limiti a  sirtni boiaklarga 
bo'lish usuliga va bu boiaklarda 
M(xt\y,\zt) nuqtani tanlash usuliga bogiiq bo‘lmagan holda mavjud bo‘lsa, 
bu limitga f (x ,y ,z ) funksiyaning birinchi tur sirt integrali (yoki sirt yuzasi 
b o ‘yicha integrali) deyiladi va \\f{x,y,z)do bilan belgilanadi:

Я f ( x ,y ,z )d a  = jim o £/(x, ,^ ,г()Дсг,. (4.2)
т ' '=1

H Agar a  sirtning har bir nuqtasida urinma tekislik mavjud bo‘lsa va u 
sirt nuqtalari bo‘ylab uzluksiz o‘zgarsa о  sirtga silliq sirt deyiladi.

1-teorema (funksiya integrallanuvchi bo ‘lishining zaruriy sharti). Agar 
f (x ,y ,z ) funksiya a  silliq sirtga uzluksiz bo‘lsa, u holda u shu sirtda 
integrallanuvchi bo‘ladi.

Дет, yuza sirtning har ikki tomonida bir xii qiymatga ega bo‘lgani uchun 
birinchi tur sirt integrali a  sirt tomonining tanlanishiga bog'liq boimaydi.
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Birinchi tur sirt integrali ikki karrali integral ega bo‘lgan barcha 
xossalarga ega.

2.4.2. cr sirt z = z(x,y) tenglama bilan 
berilgan bo’lib, bu sirtning Oxy tekislikdagi 
proyeksiyasi crv bir o‘lchamli boisin, ya’ni 
0 zo‘qqa parallel har qanday to‘g‘ri chiziq 
sirtni faqat bitta nuqtada kesib o‘tsin. 
z = z(x ,y) funksiya o'zining xususiy hosilalari 
bilan birgalikda sohada uzluksiz bo‘lsin. 
a  sirtning Дсг1;Дсг2,...,Дег, boiaklariga a v 

proyeksiyada Д5,,Д5г)...,Д5г, bo‘laklar mos 
kelsin. a  sirtning Af,(*,;.y,;zf) (bu yerda 
z(=z(x„x)) nuqtasida sirtga o'tkazilgan 
normal n = у,.); >»,);—1} 
vektor bilan aniqlansin(16-shakl).

U holda
f j f ( x ,y ,z ) d a  = fjf(x ,y ,z (x , y ))^  + z'2 (x,y) + z ’2(x, y)dxdy (4.3 )
tr Oxy

birinchi tur sirt integralini hisoblash formulasi o‘rinli bo'ladi.

1-misol. Birinchi tur sirt integrallarmi hisoblang:
1) |J(x -  4y  + 3z ) d a , bu yerda a : 3x + 4y + 3z -  6 = 0 tekislikning birinchi

a
oktantdagi qismi;

2 ) |j(л2 + y 2)d a ,  bu yerda a  : z2= x 2 л- y 2 konus sirtning z = 0 va z = 1
<r

tekisliklar orasidagi qismi; _ _ _ _ _ _ _
3) j fx 2y 2d o ,  bu yerda a :  z = ^ 9 - x 2 - J 2 yarim sfera.

a
<&> I) Sirt tenglamasidan topamiz:

4 4
z = 2 ~ x - - y ,  z := -i, < = - j -

a  sirtning Oxy tekislikdagi proeksiyasi 3x + 4y = 6 to‘g‘ri chiziq va 
koordinata o‘qlari bilan chegaralangan uchburchakdan iborat (13-shakl).

U holda (4.3) formula bilan topamiz:
_____  __ G-3*

[{(х -  4y + 3z )d a  = j j (6 - 2 x -  8 y ) J I + 1 + —dxdy = ~ ^ -fd x  }(6 -  2x -  8y)dy =
о  a  . V 9 J 0 0
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; ̂ ~ J ((6 -  2х)у -  4y2)jo 4 dx = ~ ~ ! ( 6 х  -  Зх2)<* = (3x2 -  x3)|Q2 = ~ ~ .  
J O  1 /  0 3

2) Shartga ko‘ra: z = ^jx2 + y 2. Bundan

cr^soha x2 + /  < 1 doiradan iborat. 
U holda

л/x + у
У

X + у

jj(x2+ y 1\ h + - A —r+  y2 ,  2 ’ г , 1dxdy = 42\\(x1 + y 2)dxdy =
X + у  X + у

■ 42.\\(x2 + y 2)dxdy = 442\d<p\r3 dr = 4l\dq> = Ял/2

3) Hosilalarni topamiz: z' = - У
■J9- X - y

Bundan

\\x2y 2 1 + У
9 - x - y  9 - x - y

-dxdy = 3 JJ x 2y 2dxdy
- X  - у

Sferaning Oxy tekislikdagi proeksiyasi x2 + y 2 < 9 doiradan iborat. 
Qutb koordinatalariga o‘tib, topamiz:

9 - r 2 = t2,f, x2y 2dxdy 2f  . 2 2 \ r 5dr 3 j j = 3 j sm (pcos (pd(p)
x - y

= - 7  k l ~ cos2 2(P)d<P\(9 - I 1)1 dt = - i j f f  1
4  0 3 4  oV 2

0 л/9- r
1 +  COS 49?

rdr = -tdt

ISt1+ t, )dt =У<р\т-

3 ( 1  I .  „=---- — m— smltp
4 12 8

81? - 6?3 +- 282tt

2.4.3. a  silliq sirt berilgan bo‘lsin. Sirtning ixtiyoriy M nuqtasi orqali 
й(М) vektor o‘tkazamiz. M nuqtadan o‘tuvchi va sirtning chegaralari bilan 
umumiy nuqtaga ega boimagan yopiq kontur olamiz. M nuqtani n(M) 
vektor bilan birga shu kontur bo‘y!ab n vektor <7 sirtga doim normal 
boiadigan qilib uzluksiz ko‘chiramiz. Bunda M nuqta boshlangich holatiga 
normalning berilgan yo‘nalishi bilan qaytsa bu sirtga ikki tom onli sirt 
deyiladi. Agar M nuqta boshlangMch holatiga normalning berilgan 
yo‘nalishiga qarama-qarshi yo‘nalishi bilan qaytsa, bunday sirt bir tom onli 
sirt deb ataladi.
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Agar a  sirt yopiq bo‘lsa va V с  Л3 jismni chegaralasa, u holda sirtning 
musbat yoki tashqi tomoni deb uning normal vektorlar V jismdan tashqariga 
yo‘nalgantomoniga, manfiy yoki ichki tomoni deb esa normal vektorlar
V jismga qarab yo'nalgan tomoniga aytiladi.

Sirtning ma’lum tomonini tanlashga sirtni oriyentatsiyalash deyiladi. 
Agar sirtning tomoni tanlangan bo‘lsa, u holda sirt oriyentirlangan deyiladi.

Ikki tomonli silliq (yoki bo'lakli silliq) a c z R 3 sirtda 
« = {cosa;cosjS;cosr} yo‘nalish bilan xarakterlanuvchi a* tomon tanlanggm 
boMib, bu sirtda R(x,y,z) funksiya aniqlangan bo‘lsin.

o-sirtni ixtiyoriy ravishda o‘tkazilgan egri chiziqlar to‘ri bilan yuzalari 
Acr],A<j1,...,Aan bo'lgan n ta a , bo'lakka bo‘lamiz. Bu bo‘laklaming Oxy 
tekislikdagi mos proyeksiyalarining yuzalarini ASl,AS2,...ASn bilan 
belgilaymiz. Har bir a . sirtda ixtiyoriy Mix^y^z,) nuqtani tanlaymiz, 
R(x,y,z) funksiyaning bu nuqtadagi qiymati R(xnynzI) ni hisoblab, uni AS, 
ga ko‘paytiramiz va barcha bunday ko'paytmalarning yig'indisini tuzamiz:

£  R(xi,y t,z.)ASl (4.4)
/=1

88 Agar (4.4) integral yig‘indining maxd. -» 0 (d, -  Aa, yuzaning 
diametri) dagi chekli limiti a  sirtning bo‘laklarga bo‘linish usuliga va bu 
bo'laklarda Mt(xt\у 2г)  nuqtani tanlash usuliga bog'liq bo‘lmagan holda 
mavjud bo‘lsa, bu limitga R(x,y,z) funksiyaning <7 sirt bo'yicha ikkinchi tur 
sirt integrali (yoki a  sirtda x va у koordinatalar bo'yicha integrali) 
deyiladi va R(x, y, z)dxdy bilan belgilanadi:

ffR{x,y,z)dxdy= lim Y^R(xn y.,zt)AS,.
IUEXe,->0

P (x ,y ,z )v a Q (x,y,z) funksiyalaming a  sirt bo‘yicha ikkinchi tur sirt 
integrallari \[P{x,y,z)dydz va JfQ(x,y,z)dxdz ham shu kabi ta’riflanadi.

с  <7

2-teorema (funksiya integrallanuvchi bo ‘lishining zaruriy sharti). Agar 
R(x,y,z) funksiya a  silliq sirtga uzluksiz bo‘lsa, u holda u shu sirtda 
integrallanuvchi bo‘ladi.

Agar cr sirt bo'yicha har uchchala ikkinchi tur sirt integrallari mavjud 
bo‘Isa, u holda

fP(x,y,z)dydz + Q{x,y,z)dxdz + R(x,y,z)dxdy (4.5)

yig‘indiga cr sirt bo 'yicha umumiy ikkinchi tur sirt integrali deyiladi.
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Ikkinchi tur sirt integral! ta’rifidan quyidagi tasdiqlar bevosita kelib 
chiqadi:

1. Agar sirt tomoni almashtirilsa ( sirtning oriyentatsiyasi o‘zgartirilsa) 
ikkinchi tur sirt integrali ishorasini o‘zgartiradi.

2. Agar a  sirt yasovchilari Oz (Oy, Ox) o‘qqa parallel bo‘lgan silindrik

sirt bo‘Isa, ^R(x,y,z)dxdy = 0 ( j f  Q(x,y,z)dxdz = 0 , JJ P(x,y,z)dydz — 0 |bo‘ladi.
rt \ о a J

3. Ikkinchi tur sirt integrali birinchi tur sirt integrali bo‘ysunadigan 
boshqa xossalarga bo‘ysunadi.

R1 fazoda Fjism berilgan bo‘lib, bu jismni o‘rab turgan <x silliq sirtda 
R(x,y,z) funksiya aniqlangan bo‘lsin. Oxy tekislikka parallel bo‘lgan tekislik 
bilan Fni ikkita qismga ajratamiz: V = V,UV2. Bunda uni o‘rab turgan a  sirt 
<r, va a : sirtlarga ajraladi.

Ushbu
\\R(x,y,z)dxdy+ \\R(x,y,z)dxdy (4.6)
tf, er2

Integralga R(x,y,z) funksiyaning yopiq sirt bo‘yicha ikkinchi tur sirt integrali 
deyiladi §R(x,y,z)dxdy bilan belgilanadi. Bunda birinchi integral cr, sirtning

<r

ustki tomoni, ikkinchi integral <тг sirtning pastki tomoni bo‘yicha olinadi.
2.4.4. Oriyentirlangan a  sirt z = z{x,y) tenglama bilan berilgan, ya’ni

о  = {(x ,y ,z )е  Иг :z  = z(x,y),(x,y) e a j  
boisin, bu yerda a xy -  a  sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi.

Agar z(x,y), z'Jx.y), z’y(x,y) funksiyalar a x> sohada uzluksiz va 
R(x,y,z) funksiya a  sirtda uzluksiz bo‘Isa

jjR(x,y,z)dxcfy = jjR(x,y,z(x,y))dx(fy (4.7)
<T °xy

ikkinchi tur sirt integralini hisoblash formulasini hosil qilinadi.
Agar sirtning oriyentatsiyasi o’zgartirilsa, (4.7) tenglikning o‘ng 

tomonidagi integral oldiga manfiy ishora qo'yiladi. Bunda sirt normalining 
yo‘naltiruvchi kosinuslarida ildiz oldida ma’lum bir ishorani tanlash orqali 
sirt oriyentatsiyalanadi. Masalan, ildiz oldida musbat ishora olinsa cos/> ()  
bo’ladi. Bunda sirt normali oz o’q bilan o‘tkir burchak tashkil qiladi va 
a  sirtning yuqori tomoni tanlanadi.

Quyidagi integrallash formulalari shu kabi hosil qilinadi:
\\Q{x,y,z)dxdz = \\Q(x,y(x,z)yz)dxdz, (4.8)
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II P(x, y,z)dydz = || р{х(у, z\y,z)dydz, (4.9)
<т <г„

bu yerda a  sirt mos ravishda y = y{x,z) va x = x(y,z) tenglama bilan 
berilgan, <7a , - a  sirtning Oxz va Oyz tekisliklardagi proyeksiyalari.

Agar cr sirt uchala koordinatalar tekisligida proeksiyalanuvchi bo'lsa, u 
holda a  sirt bo‘yicha umumiy ikkinchi tur sirt integral (4.7) - (4.9) tengliklar 
yig‘ indisidan iborat bo‘ladi. Murakkabroq hollarda a  sirt bir nechta tayin 
xossalarga ega bo‘lgan sirtlarga bo’linadi va a  sirt bo‘yicha umumiy 
integral bu sirtlar bo'yicha integrallar yig’indisiga teng bo'ladi.

Birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari
|| P(x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy =
<r

= \\{P(x,y,z)cosct + Q(x, y, z) cos [) + R(x, y, z) cos y)da (4.10)

bog‘lanishga ega, bu yerda cos or, cos p, co sy - a  sirt Я normal vektorining
yo‘naltiruvchi kosinuslari.

3-teorema. Agar V sohada P(x,y,z), Q{x,y,z), R(x,y,z) funksiyalar 
o‘zlarining birinchi tartibli xususiy hosilalari bilan birgalikda uzluksiz 
bo‘lsa, u holda

ffff— + — + — 1dxdydz = BPdydz + Qdxdz+Rdxdy (4-11)
r\ dx  dy dz J

bo‘ladi, bu yerda u - V  sohani chegaralovchi yopiq silliq sirt.
(4.11) tenglikka Ostrogradskiy-Gauss formulasi deyiladi.
4-teorema. Agar P(x,y,z), Q{x,y,z), R(x,y,z) funksiyalar o‘zlarining

birinchi tartibli xususiy hosilalari bilan birgalikda oriyentirlangan a  sirtda 
uzluksiz bo‘Isa, u holda

jP(x,y,z)dx + Q{x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
L

bo‘ladi, bu yerda l ~ a  sirtning chegarasi Va L egri chiziq bo‘yicha integral 
musbat yo‘nalishda olingan.

Bu tenglikka Stoks formulasi deyiladi.
Agar SQ= 9P> dR = dQt dP = dR shart bajarUsa | РйЬс + еф + /гак = о

dx dy dy dz dz dx l

bo‘ladi. Bunda egri chiziqli integral integrallash yo‘Iiga bog‘Iiq bo‘lmaydi.
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2-misol. Ikkinchi tur sirt integrallarini hisoblang:
1) jjxzdxdy + xydydz +  yzdxdz, bu yerda a :  x + y + z -  1 =  0, X =  0. y =  0, z =  0

tekisliklar bilan chegaralangan tetraedming 
tashqi sirti;

2) j jx 2y 2zdxdy integralni hisoblang, bu

yerda a : x2 + y 2 + z1 = 4 sferaning yuqori sirti;
3) jjxdydz, bu yerda a :  x = y 2+ z 2

<r

paraboloidning x = 2 tekislik bilan kesilgan 
tashqi sirti.

®  1) Tetraedrning sirti to‘rtta 
ABC, AOC, ABO, BOC uchburchakdan 
tashkil topadi (14-shakl). Shu sababli har 
uchala integralni har bir uchburchakda 
hisoblaymiz.

ABC uchburchakda (a ,  sirtda):
• J—x 1 1 ~У

/, = Jj xzdxdy + j j xydydz + Jj yzdxdz =J xdx j  (1 - j c -  y)dy + j ydy J (1 -  у -  z)dz +
<JX <r, (Tj 0 0 0 0

+ j z d z j ( l - x - z ) d x  = ̂ jx ( l - x ) 2+ ^ jy ( l - y y d y  + ^ z ( l - z ) 2dz = ̂
o o  Z o  Zq 2 о о

AOC uchburchakda (<x2 sirtda): z = 0va а г 1 а ъ, <r2±er4. Bundan 
J\ = jj  xzdxdy + jj  xydydz + j j  yzdxdz =0.

°2 Cl
ABO uchburchakda (cr3 sirtda): >’ = 0va <7, l c r 2; a , l a 4. Bundan 

/ 3 = j j  xzdxdy + j j  xydydz + j j  yzdxdz =0.
a 3 a 3 cr3

BOC uchburchakda (cr4 sirtda): x = 0va <r41o-2, a A 1 a , . Bundan 
/ 4 = j j  xzdxdy + jj  xydydz + jj  yzdxdz =0.

° 4  v« a A

Demak,

j j  xzdxdy + xydydz + yzdxdz = - +  0 + 0 + 0 = - .
c  8 8

2) Sferaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi х г + y2 <4  doiradan 
iborat bo'Iadi. Sfera yuqori tomoni z = -^4~ х г -у-  tenglama bilan 
aniqianadi.
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U holda
IJх2у 2~J4- х2 -  у 2dxdy -  JJV2 cos2 q> ■ r 2 sin2 q>44 — r 2rdrd(p =
а жу 

X
2 2 _____

= 4 J cos2 ^sin2 (pdcpj r 5 л/4 -  r 2 dr = (t2 = 4 -  r 2 belgilash kiritamiz)=
0 0

2 2 I (  t5 f
= 4|cos2 sin2 (pd<p\(4 -  t2)2t2dt = } sin2 2m 16-—  8— + — J d(p =

0 0 I  3 5 7 1

10241 . 2.  , 5 1 2 ,  ,= |sm 2xpd<p = —— j (1 -  cos4(p)d<p =
i UD о 1UD о #

_ 5 1 2 (  sin4<z>V _  256яг
105 4 ) 0 105

3) Berilgan sirtning Oyz tekislikdagi 
ayz proyeksiyasi y 2 + z 2 <2  doiradan 
iborat bo‘ladi (15-shakl).

U holda
JJ xdydz = ([(y2 + z 2)dydz = \\r2rdrdq> =

V2 2x
= J -

0 0 0 ^
dq>= \d<p- 2n. О

0
3-misol. JJ z cos ydo  integralni

a
hisoblang, bu yerda a\ x2 + y 2 + z2 = 1 sferaning yuqori sirti. 

®  Integralni (4.10) formula bilan hisoblaymiz:
jjzcosydcr = fjzdxdy = j f J l - x 2- y 2dxdy =

= \dq>\^]l-r2rdr = - - [ ( \ - r 2)-
0 0  3 0

d(p~\\d<p = ~ .  О
ч JO j

4-misol. $  xdydz + ydzdx + zdxdy integralni hisoblang, bu yerda a : x = 0,

y -  0, z = 0, x = 1, >> = 1, z = l tekisliklar bilan chegaralangan kubning tashqi 
tomoni.

®  Integralni Ostrogradskiy-Gauss formulasi bilan hisoblaymiz:
1 I 1

^xdydz + ydzdx + zdxdy = JJJ(1 + 1 + Yjdxdydz = 3j j{dxdydz = 3[d x jd v jd z  = 3. О
а У У 0 0 0
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5-misol. \xly'dx + dy + zdz integralni hisoblang, bu yerda
L

L : x1 + y 1 =0, z = 0 sirtlar bilan chegaralangan aylana.
®  Integralni Stoks formulasi bilan hisoblaymiz:

I  = §x2y ,dx + dy + zdz = JJ(0 -  3x2y 2)dxdy + (0 -  0 )dydz + (0 -  0 )dxdz = -  3 \\x2y 1dxdy,

bu yerda a :  z = +~Jr 2 -  x2 -  y2 yarim sfera sirti.
U holda

/  = -Ъ\\хг y 2 dxdy = -3 }\x1y 2dxdy = -  3jJ r 5 sin2 <»cos2 <pdrd<p =

I t  R  3  2x  J

= -3 f sin2 (pcos2 tpdtp -frsdr = —  R6 J—sin2 2<pdp =
О О 6 0 4
P6 12» 1

= — -----U\~cos4(p)d(p = ------ (p
8 2 I 16

JtR'1
8

2.4.5. Sirtyuzasi. z = z(x,y) tenglama bilan berilgan sirt yuzasi
5 = j(^cryoki (4.13)

formula bilan topiladi(birinchi tur sirt mtegralining geometrik та ’nosi).
Sirt massasi. a  sirtning massasi

m = ffr(x,y,z)dcr  (4.14)
tr

formula bilan topiladi, bu yerda у - a  sirtning sirtiy zichligi( birinchi tur sirt 
integralining mexanik та ’nosi).

Sirtning statistik momentlari, o g ‘irlik markazi. AB material egri 
chiziqning Ox, Oy o‘qlarga nisbatan statistik momentlari va og‘irlik 
markazinmg koordinatalari

Sv =\\zy(x,y,z)da, ‘S'., = \\xy(x,y,z)da. Sa = [[yy(x,у,z)dcr, (4.15)
а  о  о

(4.16)
m m m

formulalar bilan topiladi.
Inersiya momentlari. AB material egri chiziqning Ox, Oy o‘qIarga va

koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda quyidagilarga 
teng:

/« = Я (У* + zl)r(x,y ,2)da, ly =\\(x2 + z 2)y(x,y,z)da,
«Г «r

/.- = Ж  У2 + x 2)y(x,y , z )da ,  /0 = j f ( x 2 + y 2 + z 2)y(x,y,z)da. ,  (4.17)
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Jismning hajmi. Quyidan tenglamasi z = z(x ,y ) bo‘lgan cr, silliq sirt 
bilan, yuqoridan tenglamasi z = 2z(x,y) bo‘lgan a, silliq sirt bilan yon 
tomondan yasovchilari oz o‘qqa parallel bo'lgan a, silindrik sirt bilan 
chegaralangan jismning hajmi

V = xdydz + ydxdz + zdxdy

integral bilan hisoblanadi, bu yerda cr = a, + cr2 + cr,.
6-misol. z = xtekislikning x + y  = l, x = 0, 

y  = 0 tekisliklar bilan chegaralangan 
qismining yuzasini toping (16-shakl).

®  z ~ x dan z' = 1, z' = 0. Sirt yuzasini
(4.13) formula bilan topamiz:

(4.18)

S = ffdcr = JJ^l + z'2 + z'2 dxdy = ~j2\dx jdy-

= -Jl J (1 -  x)dx =л/2[ x -  — _ о
2 ‘

7-misol. Bir jinsli z - x 2+y2 (0 < z < l) 
parabolik qobiqning massasini va ogMrlik 
markazining koordimtalarini toping.

®  Bir jinsli qobiq uchun (4.14) formula m = jjd<r ko‘rinishni oladi.
о

U holda
m=\\ д/l + z'2 + z'2 dxdy = JJ ̂ jl + 4(x2 + y 2)dxdy,

bu yerda \ x 2 + уг < 1 doira. 
Bundan

m = j" dq>\~Jl + 4 r2rdr = —(1 + 4r2):
0 0 6

= £(5^ 5-1).
D

Simmetriyaga ko‘ra ^  = yc = 0.

ze = — Hzdcr = — \d(p\rl4\ + ^r2dr = (/2 = 1 + 4r2 belgilash kiritamiz)=
m a Wo 0

m 8 I 2(5v5 — 1)
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Mashqlar

2.4.1. Birinchi tur sirt integrallarmi hisoblang:

1)JJ(6jc + 4y + 3z)da,bu yerda a :  x + 2y + 3z- 6  = 0 tekislikning birinchi
er

oktantdagi qismi;
2 ) f(xy2zda, bu yerda a :x  + y + z - 1 = 0 tekislikning birinchi oktantdagi qismi;

a
3) JjV *2 + y1do, bu yerda a :  z2 = я2 + у1 konus sirtning z = 0 va z = 1

a
tekisliklar orasidagi qismi;

4) 4x2 + 4y2da, bu yerda a : z = l - x 2- y 2 paraboloidning z = 0

tekislik bilan kesilgan qismi;
5) JJV4 - x 2 -  y 2 da, bu yerda a  : z = *J4 -  x 2 -  y 2 yarim sfera;

<?
6) JJ(x + j  + z)da, bu yerda a : x2 + y2 + z1 = ^sferaning birinchi oktantdagi

<r
qismi.

2.4.2. Ikkinchi tur sirt integrallarmi hisoblang:

1) ljxdydz +ydzdx +zdxdy, bu yerda a  : x = 0, y = 0, z = 0, x = l, y = 1, z = 1
cr

tekisliklar bilan chegaralangan kubning tashqi tomoni;
2) fjxdydz + ydzdx + zdxdy, bu yerda a :  x + y  + z - 1 tekislikning koordinata

<r
tekisliklari bilan chegaralangan qismining tashqi tomoni;

3)JJxyzdxdy, bu yerda a :x2 + y 2 + z1 = 9 (z > 0)yarim sferaning tashqi tomoni;

4 ) JJ— bu yerda a  : x 2 + y 2 + z2 = a2 sferaning tashqi tomoni;
о Z

5) JJ zdxdy + xdydz, bu yerda <r: x1 + y1 + z2 = 1 sfera pastki qismining tashqi
a

tomoni;
H6) \\x2dydz, bu yerda a :  z = — (x2 + / ), x = 0, y = 0, z = H  paraboloid sirti

er R
qismining tashqi tomoni.

2.4.3. Integrallarmi Ostrogradskiy-Gauss formulasi bilan hisoblang:
x 1 v21) H{xcosa + ycosfl + zcosy)da, bu yerda a  : —r + - r  + 'V - 1 ellipsoid sirti;

» a b с
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2) Цxdydz + ydzdx + zdxdy, bu yerda cr: x2 + y 2 =R2, - h < z < h  silindr sirti;
cr

x 1 v2 z13) iix 1dydz + yzdzdx + z2dxdy.bu yerda cr: — н— -  — - = 0 (()<z<b )konus sirti;
J  a a b

4) § x 3dydz + fd z d x  + z3dxdy, bu yerda a :  x2 + y 2 + z2 = R2 sferaning tashqi 

tomoni.

2.4.4. Integrallarini Stoks formulasi bilan hisoblang:

1) §x2ydx +dy +zdz, bu yerda L : x2 + y 1 = R2, z = 0 aylana;
L

2) %x2y*dx + dy-zdz, bu yerda L : x2 + y* = 4, z = 0 aylana.
I

2.4.5. Berilgan tekisliklaming birinchi oktantda yotgan qismining 
yuzasini toping: 1) 6x + 3y + 2z = 12; 2)10x + 5y + 4z = 20.

2.4.6. 4z = x2 + y 1 paraboloidning y 1 = z silindr va z = 3 tekislik bilan 
kesilgan qismining yuzasini toping.

2.4.7. Sirtiy zichligi y = — gateng bo‘lgan z = ̂ R2 ~x2 - y 2 yarim
R

sferaning massasini toping.
2.4.8. Sirtiy zichligi у = j x 2 + у2 ga teng bo‘lgan x2 + y 2+ z 2= R1 shar 

qobig‘ining massasini toping.

2.4.9. z2 = x 2 + y 1 (0< z <h)konus yon sirtining Oz oqqa nisbatan inersiya 
momentini toping.

2.5. MAYDONLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI

Yo‘nalish bo‘yicha hosila. Skalyar maydon gradiyenti.
Vektor maydon oqimi. Vektor maydon divergensiyasi.

Vektor maydon sirkulatsiyasi. Vektor maydon uyurmasi

19 2.5.1. Fazoning har bir M nuqtasida и skalyar kattalikning son 
qiymati aniqlangan qismiga (yoki butun fazoga) skalyar maydon deyiladi.

Agar и kattalik t vaqtga bog‘liq bo‘lmasa, bu kattalik bilan aniqlangan 
maydonga statsionar maydon, aks holda nostatsionar maydon deyiladi.
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Stasionar maydonda и kattalik faqat M nuqtaning fazodagi o‘miga 
bog‘liq bo‘ladi va и = u(M) kabi belgilanadi. Bunda u = u(M) funksiyaga 
mccydon funksiyasi deyiladi. R’ fazoning Oxyz koordinatalar sistemasida 
и = u(x,y,z) bo‘ladi.

Skalyar maydonning geometrik tasviri sath sirtlari hisoblanadi. 
Fazoning и = u(x,y, z) maydon funksiyasi o‘zgarmas С qiymatga teng 
bo‘ladigan barcha nuqtalari to‘plamiga skalyar maydonning sath sirti 
deyiladi. Sath sirti u(x,y,z) -  С tenglama bilan aniqlanadi.

IS Tekislikning har bir и  nuqtasida z skalyar kattalik aniqlangan 
qismiga (yoki butun tekislikka) у as si skalyar maydon deyiladi. Yassi skalyar 
maydon funksiyasi z = f(x,y) ko‘rinishida bo‘ladi. Yassi skalyar 
maydonning geometrik tasviri sath chizig‘i hisoblanadi. Sath chizig'i 
f(x,y) = С tenglama bilan aniqlanadi.

Skalyar maydonning u = u(x,y,z) di fferens iyal I anuvch i funksiyasi 
berilgan bo‘lsin. M(x;y;z) bu maydonning biror nuqtasi, / shu nuqtadan 
7° =cosa f + cos/S-y + cos^-Abirlik vektor yo‘nalishida chiquvchi nur 
bo‘lsin, bu yerda a ,p ,y - lnuming Ox, Oy, Oz o‘qlar bilan tashkil qilgan 
burchaklari.

Atu = u(x + Дx,y + Ay,z + Az) -  u(x,y,z) 
ayirmaga bu funksiyaning I yo ‘nalish bo ‘yicha orttirmasi deyiladi.

i£) и = u(x,y,z) funksiyaning M(x; y; z) nuqtadagi I yo ‘nalish bo ‘yicha 
hosilasi deb

du A,u — = Iim—̂— 
dl "-*0 Al

limitga aytiladi,bu yerda Al -  M. va M nuqtalar orasidagi masofa.
/ yo‘nalish bo‘yicha hosila и funksiyaning shu yo‘nalish bo‘yicha

o‘zgarishini xarakterlaydi. Bunda — ning ishorasi и funksiyaning o‘sishi
dl

yoki kamayishini belgilasa, J~j bu o'zgarishning tezligini belgilaydi.

Agar u = u(x,y,z) funksiya M(x;y;z) nuqtada differensiyallanuvchi 
bo‘lsa, u holda uning bu nuqtadagi I yo‘nalish bo‘yicha hosilasi

du du du „ du ( r n— = — C°sa + — c°s^ + — cosy (5.1)dl dx dy dz
tenglik bilan aniqlanadi, bu yerda cosa, cos/?, cos у - I  vektoming
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yo‘na]tiruvchi kosinuslari.
Agar I yo‘nalish koordinatalar o'qining yo‘nalishlaridan biri bilan bir 

xil bo‘lsa и funksiyaning bu yo‘nalish bo‘yicha hosilasi tegishli xususiy
hosilaga teng bo‘ladi. Masalan, 1 = 7 da — = — .

dl dx
и funksiyaning I yo'nalishga teskari yo‘nalish bo‘yicha hosilasi uniag

I yo'nalish bo'yicha hosilasiga teskari ishora bilan teng bo‘ladi.
Yassi z maydonda

dz dz dz .— = — cosa + —  srna 
dl dx dy

bo‘ladi.
M,nuqta M nuqtaga biror egri chiziq bo‘yIab intilayotgan boisin. Agar 

bunda bu egri chiziqqa M nuqtada o‘tkazilgan urinmaning yo‘nalishi I 
yo‘nalish bilan bir xil bo‘lsa, u holda (5.1) formula o‘z kuchini saqlaydi.

1-misol. и = 2x*yz + x2 + y 3 + z3 funksiyaning M0( 1;-1;2) nuqtada 
a = {2;-l;0} vektor yo‘nalishdagi hosilasini toping.

®  и = Ix'yz + x1 + У + z3 funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

,  2 „ du . з „ г du - з—  = 6x yz + 2x, —  = 2x z + Ъу , — =2x y + 3z . 
dx dy dz

Bundan
du
dx

=-io, d~ u

dy
= 7, -ri =10.

a -  {2;-l;0} vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslarini topamiz:

cos«  = — = , ■ = - —t=> cos/? = — = — \=, cosy = ~  = 0. 
\a\ V22+ (-l )2+0 S  \S\ V5 |a|

Xususiy hosilalar va yo'naltiruvchi kosinuslaming qiymatlarini
(5.1) formulaga qo‘yamiz:

du]i =-10- -n= + 7 ■( —7=1 +10 • 0 = л
dl L/„ V5 v V5 J 5

2-misol. и — x1 -3xy2 +yz funksiyaning M,(l;2;-1) nuqtada, shunuqtadan 
M2(3;4;-2) nuqtaga tomon yo‘nalishdagi hosilasini toping.

<&> M,M2 vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslarini topamiz:
M̂ M2'=(3-1)T + (4 -  2)j + (—2 -  (—!))£ = 2i + 2 j -  k,
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7„ _ .A/,A/2 _ 2 i+ 2 j - k  .. 2 ? . 2 -t l r 
л/2, + 2*+(-1 )г З ^ З - 7 3 ’
2 2 1 cos or = —, COS/? = —, cos/ =---.
3 3 3

w = x3-3xy2+^z funksiya xususiy hosilalarining Mx( 1;2;~1) nuqtadagi 
qiymatlarini topamiz:

du
dx

U holda

= (Зд:г -3/)1 =-9,

du
¥

du
dy

2

= (-6ху + г)Ц =-13,
dz =>L=2-

3-misoI. и = ln(xy + yz + zx) ftmksiyaning A/0(0;1;1) nuqtada x = cost, 
y = s,mt, z = l, 0 < / < 2л  aylana yo‘nalishdagi hosilasini toping.

®  Aylananing vektor tenglamasini tuzamiz: 
r(t) = cos* - + sin/ ■ 7 +1 ■ к .

Aylanaga o'tkazilgan urunmaning birlik vektorini topamiz:
-o dr . -  -tr  = ----= -SirU l + COSf- 7.

M0(0;1;1)nuqtada /„ = ̂  boiadi. Bundan =-sin~F + cos~-] = -\-l.

Aylanaga Mo(0;l;l) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning yo‘naltiruvchi 
kosinuslarini topamiz: cosa = -1, cos/? = 0, cos у = 0.

Xususiy hosilalaming Af0(0;l;l) nuqtadagi qiymatlarini topamiz:
du 
йх

_ y + z = 2,
Ma

du x + z
=1,

«0

du\ y + x
xy + yz + zx dy Mo xy+yz + zx xy + yz + zx

=  1.

U holda
du
81 = 2 • (—1) +1 • 0 +1 ■ 0 = -2. О

4-misol. z = arctg(xy) funksiyaning AT0(1;1) nuqtada y = x2 parabolada 
yotuvchi, shu parabola yo‘nalishdagi hosilasini toping (abssissaning o‘sish 
yo'nalishida).

<S> Parabola M0(l;l)nuqtada Ox o‘q bilan a burchak tashkil qilsin.
U holda tga = y'(x) =2 bo‘ladi.
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Bundan urunmaning yo‘naltiruvchi kosinuslarini topamiz:
1 1 . tga 2cosa  = —i-= =-?=, sing = —r ”. . =—j=.

- f i+ tg 1a  л/5 л/1+ rg 2a  45
Funksiya xususiy hosilalarining M0( 1;1) nuqtadagi qiymatlarini topamiz:

dz 
dx

У 1 du X _ 1
м0 1 + * y M 0 ~2' dy , ~ 1+XV AY0 ~  2

U holda
du
dl

S  2.5.2. u(x,y,z) skalyar maydonning M(x;y;z) nuqtadagi gradiyenti deb
, d u - du~ d u -gradu = — i + — J +-r~k (5.3)a* c*y &

vektorga aytiladi.
Bundan

~  = gradu-7\ (5.4)

u(x,y,z) skalyar maydon gradiyenti bu maydon o‘zgarishning eng 
katta tezligini ifodalaydi (skalyar maydon gradiyentining fizik ma'nosi). 
Bunda u(x,y,z) funksiyaning M(x\y\z) nuqtadagi eng katta о‘zgarish tezligi

' W s H l H U  ( 5 -5 )
bo‘ladi.

Ikki o‘zgaruvchming z = z(x,y) differensiyallanuvchi funksiyasi 
bilan berilgan yassi skalyar maydonda gradiyent

gradz = —  i + —j  (5-6)
5 dx dyJ v '

formula bilan aniqlanadi. Bunda M(x;y) nuqtadagi gradiyent sath chizig‘iga
shu nuqtada o‘tkazilgan urinmaga perpendikular bo‘ !adi.

5-misol. u = xly1z-\n{z-\) skalyar maydonning M0(l;l;2) nuqtadagi eng 
katta hosilasini toping.

<S> Skalyar maydonning eng katta hosilasi bu funksiya gradiyentining 
moduligateng bo‘ladi.
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Topamiz:
д и = (2xy2z)\ =4, —у ' к  Qy =<2* » L .=4» f f =  0 .дх

U holda gradu - 4 i + 4]. Bundan
| gradu |= л/42 + 42 = 4л/2. О

6-misol. z2=xy sitting M0(4;2) nuqtadagi eng katta qiyaligini toping.
®  Sirtdagi qiyalikning eng katta absolut qiymati г funksiyaning 

M nuqtadagi gradiyentining moduliga teng bo‘Iadi.
Sirt tenglamasidan topamiz:

z = f iy ,  z(M0) = 2л/2, z:(Ma) = ~ z ; ( M 0)  =  i  Е  = Д
2\ x 4 '  2 yy 2

U holda gradu = ̂ - i  + j. Bundan 6 4 2
. , . [2 2 л/lO _

81 2.5.3. Har bir M nuqtasida biror 3 vektor mos qo‘yilgan fazoning 
biror qismiga (yoki butun fazoga) vektor maydon deyiladi. Vektor maydon 
Oxyz koordinatalar sistemasida a = a(x,y,z) vektor bilan aniqlanadi. a vektor 
maydonning berilishi uchta skalyar P = P(x,y,z), Q = Q(x,y,z),R = R(x,y,z) 
maydonning berilishiga teng kuchli bo‘ladi, ya’ni

a = a(M) = a(x, y, z) = P(x, y,z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y,z)k.
Agar P, Q, R o‘zgarmas kattaliklar boisa vektor maydonga bir jinsli 

maydon deyiladi.
81 Har bir nuqtasida urinmaning yo‘nalishi shu nuqtaga mos a vektor­

ning yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lgan chiziq a{M) vektor maydonning vektor 
chizig'i deyiladi. Biror yopiq kontur orqali o‘tuvchi barcha vektor chiziqlar 
to‘pIami vektor naylari deyiladi.

a(M) vektor maydonning vektor chizig'i
dx _ dy _ dz 

P{x,y,z) Q(x,y,z) R(x,y,z) 
differensial tenglamalar bilan aniqlanadi.

Agar maydon tekislikda berilgan bo‘lsa, ya’ni uning 
proyeksiyalaridan biri nolga teng bo ‘ lib, qolgan proyeksiyalari tegishli 
koordinataga bog‘liq bo‘lmasa>>a«7 vektor maydon hosil bo‘ladi. Masalan,
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а(х,у) = Р(х,у)1 + Q(x,y)j vektor yassi vektor maydonni ifodalaydi.
Yassi vektor maydon uchun vektor chizig‘ining differensial tenglamalari

f dy = Q(x,y)
Idx P(x,yy  (5.8)
[z = const

ko‘rinishda bo‘ladi.
7-misoi. Maydonning vektor chiziqlarini toping:
\ )a  = x l- y f ;  2) a = - J  + - j+ ~ k .

x у z

<S> 1) Vektor maydon yassi. Uning vektor chiziqlari

tenglamadan topiladi. Bundan — = . Integrallaymiz:
x у

lnx = -ln;y + lnC yoki x =

x
С
у'-

Demak, vektor chiziqlar xy = C giperbolalar oilasidan iborat. 
2) Vektor chiziqlarining tenglamalar sistemasini tuzamiz:

~  ^  yoki xdx = ydy, xdx = zdz.

x у z
Integrallaymiz:

x2-/ = C „  x 2 - z 2 = Q.
Demak, vektor chiziqlar ikkita giperbolik silindrlar oilasining kesishish 

chiziqlaridan iborat. О

VCR3 sohada a(M) = P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k vektor maydon 
berilgan bo ism, bunda P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z)-V  sohada uzluksiz 
funksiyalar. V sohada oriyentirlangan a  sirtning har bir nuqtasida 
normalning musbat yo‘nalishi n" =coscri +codj)j + cos^ birlik vektor bilan 
aniqlansin, bunda a, p, у -  n° normal vektoming koordinata o‘qlari bilan 
tashkil qilgan burchaklari.

Ш a(M) vektor maydonning a  sirt orqali о ‘tuvchi П oqimi deb
П = Jj P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dxdz + R(x,y,z)dxdy (5.9)

ikkinchi tur sirt integraliga aytiladi.
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Oqimni birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasidagi bogianishga 
asosan

П = || (/’(*, y, z) cos fi + Q(x,y,z)cos j8 + R cos(jc, y, z) cos y)da
<r

ko'rinishda yoki vektor shaklda
Tl~jjan"da (5.10)

<r

kabi ifodalash mumkin.
a(M) vektor maydonning oqimi skalyar kattalik hisoblanadi. Agar 

a(M) vektor oqayotgan suyuqlik tezliklari maydonini a  sirt orqali aniqlansa, 
noqim shu sirt orqali vaqt birligi ichida sirtning oriyentirlangan yo‘nalishida 
oqib o‘tgan suyuqlik miqdoriga teng bo‘ladi {vektor maydon oqiminingfizik 
т а  ’nosi).

Agar a  sirt fazoning biror sohasini chegaralovchi yopiq sirt bo‘lsa
П = gander

ef

oqim sirtdan oqib chiqayotgan suyuqlik bilan sirtga oqib kirayotgan suyuqlik 
miqdorlari orasidagi farqni beradi.

8-misol. a = 2x1 - (z- \)k vektor maydonning a : x1 + y L = 4, z = 0, z = 1 
sirtdan tashqi tomonga o‘tuvchi oqimini toping.

®  a vektor maydon oqimi 
П = П, + П2 + П3 ga teng (17-shakl). Bunda 

П, = JJ ah, da = JJ(z -1 )da = ||(0 -  l)da = -JJda = -4гг, ___

Пг = JJ ah\da = -JJ (z - 1  )da = -JJ(I -  \)da = 0,

П3 = jja/i°da = jfx2da, chunki n° = xi + yj

■O
П3 = JjVrfer = j  4 cos1 <pd<p\rdr =

<r3 0 Q
2{1 + cos2q> , ,2,= 4J---- -——dtp = 4<p\a = 8 л-.
Q 2,

Demak,
П = -4я-+0 + 8я- = 4л-. О  17-shakl.

2.5.4. FC/?’ sohada a(M) = P(x,y,z)I + Q(x,y, z)j + R(x,y,z)k vektor 
maydon berilgan bo‘lsin, bunda P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z)- V sohada 
differensiallanuvchi funksiyalar.
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88 а(М) vektor maydon divergemiyasi deb
. . .  dP 8Q 8R , ,  , ndiva(M ) = —  + — + —  (5.11)

dx dy dz
tenglik bilan aniqlanadigan skalyar maydonga aytiladi.

Divergensiya va oqim ta’riflaridan Ostrogradskiy-Gauss formulasining 
П = §anadcj = $diva(M)dV (5.12)

с  V

vektor shakli kelib chiqadi.

9-misol. a ~ xz1!  + yx1]  + zy1 R vektor maydonning *2 + y 2 +z2 = R2 
sferadan tashqi tomonga o'tuvchi oqimini toping.

<S> Oqimni Ostrogradskiy-Gauss formulasi bilan topamiz:
П = fffdivadV = jjj(z! + x2 + y 2)dxdydz = (sferik koordinatalarga o‘tamiz)=

V У

= Щг" sin 0drd<pd& = J r4drfsinfls/&fdip= J r 4 jsin#- <p\2*d6 =

- -2л j  r4 cos &\ldr = 4^jr“"dr = 4ж—
Q 0 5

4 Rbn

&£> Agar a(M) vektor cr sirt orqali oqayotgan suyuqlik tezliklari 
maydonini ifodalasa, diva(M) berilgan nuqtadagi suyuqlik sarfining hajm 
birligiga nisbatini beradi {divergensiyaningfizik т а  ’nosi).

® Har bir nuqtasida divergensiya nolga teng, ya’ni diva(M) = 0 boigan  
maydonga solenoidli (yoki nayli) maydon deyiladi. Solinoidli maydonda 
vektor nayining har bir kesimidan bir xil miqdorda suyuqlik oqib o ‘tadi.

2.5.5. VCR3 sohada yo'nalishi tanlangan biror i  chiziq va 
a(M) = P{x,y,z)i + Q(x,y,z)j + R(x,y,z)k vektor maydon berilgan bo‘lsin, 
bunda P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) -  V sohada differensiaJianuvchi 
funksiyalar.

81 Yo‘nalgan L chiziq bo‘yicha olingan
J P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x,y,z)dz = j  adr (5.13)
L L

ikkinchi tur egri chiziqli integralga a(M) vektorning L chiziq bo‘yicha 
olingan chiziqli integrali deyiladi.

Agar a(M) vektor kuch maydonini hosil qilsa, a(M) vektorning 
L chiziq bo‘yicha olingan chiziqli integrali tayin yo'nalishda L chiziq 
bo'yicha bajarilgan ishgatengbo‘iadi (chiziqli integrating fizik т а  ’nosi).
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81 a(M) vektor maydonning L yopiq kontur bo‘yicha sirkulatsiyasi deb 
Ц = j>adf = Jf P(x, у , z)dx -t- Q(x, y, z)dy + R(x,y,z)dz (5.14)

L L

chiziqli integralga aytiladi.

2.5.6 .VCR1 sohada a(M) = P(x,y,z)i + Q(x,y,z)j + R(x,y,z)k vektor
maydon berilgan bo‘lsin, bunda P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)-V sohada
differensiallanuvchi funksiyalar.

ffl a(M) vektor maydonning uyurmasi (yoki rotori) deb
(dR Qq X  (дР дЯЛ- (5Q 8 P \  /C, C4rota(M) = — —f -  ,+ — -  — I/ + \ ~ - r -  к (5.15) ̂qy oz J \dz dx J  ̂dx dy

vektor ga aytiladi.
Uyurma va sirkulatsiya ta’riflaridan foydalanib Stoks formulasini 

vektor shaklda quyidagicha yozish mumkin:
Ц = jadr = \\hrotdda. (5.16)

L <r

10-misol. a = yi -  xj + ak(a = const) vektor maydonning x1 + y 2 = 1, z = 0 
aylananing musbat yo'nalishi bo‘yicha sirkulatsiyasini ta’rifdan foydalanib 
(1) va Stoks formulasi bilan (2) toping.

®  1) L chiziqni parametrik ko‘rinishda yozamiz: 
x = cost, y = sint, z = 0, Q<t<2x.

Bundan dx = -sintdt, dy = cos tdt, cfc = 0.U holda
2 x  I x

Ц = Jydx -  xdy + adz = J(sin t(-sin t) -  costcost)dt = -jd(p = -2x.
L 0 0

2) Masala shartidan: P = y, Q = -x, R = a . (5.16) formuladan topamiz:

TO<s= f e - ^ V + f - - - V +f - - - -dz) dx J \ dx dy

Aylananing musbat yo‘nalishi n - k  normal bilan aniqlanadi.
Stoks formulasi (5.17) bilan topamiz:

_  2» 1 
Ц = || nrotada = -2 JJ rtkda = -2  jj dxdy = -2  J d<pf rdr =

a  S  0 0

I n  2 1 In

= - 2 j — d(p = -jd(p = -<P' 2’ =-2K. Оо 2 0 0
&> Tezlik maydonning uyurmasi jism aylanishining oniy burchak 

tezligi vektoriga kollinear vektor bo‘ ladi (uyurmaningfizikma’nosi).
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S  Har bir nuqtasida uyurmasi nolga teng, ya’ni rota(M) -  0 bo‘lgan 
maydon potensial maydon deyiladi.

88 Gradiyenti a(x,y,z) vektor maydonni yuzaga keitiruvchi u(x,y,z) 
skalyar funksiyaga shu vektor maydonning potensial funksiyasi (yoki 
potensiali) deyiladi.

Agar vcr'' soha bir bog‘lamli bo‘Isa, potensial maydondagi chiziqli ;•* 
integral integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmaydi. Bu holda potensial quyidagi 
formula bilan topiladi:

u(x, y,z) = \P(x,y,z)dy + Q(x, y, z)dy + R(x, y,z)dz =
A£

x y e

= J■P(x,y„,z0)dx + }Q(x,y,z0)dy + jR(x,y,z)dz.
*b Уо А»

Masqlar

2.5.1. Funksiyalarning М.. nuqtada berilgan yo‘nalish bo‘yicha 
hosilasini toping:

1) z = x% +xy2, M0M, vektor yo‘nalishida, bu yerda M0( 1;2), M,(3;0);

2) z = ln(3*2+ 2/), a = {3;1} vektor yo‘nalishida, bu yerda 2);
2  2

3) z = 2xy + y 1, —+ — = 1 ellips yo‘nalishida, bu yerda M„U2;l);
4 2

4) U = xy + yz + xz, M,M, vektor yo‘nalishida, bu yerda M0(I;2;3), Л/,(5;5;15);

5) и = x2 + y 2 + z\ a = (cos60";cos60";cos45“} vektor yo'nalishida, 
bu yerda Л/с(1;1;1):

6) u = x ‘\ 5 = {2;2;-l} vektor yo‘nalishida, bu yerda A/0f<?:2;ij;

7) u-zln ix2 + y 2-z ) , x = 2cost, y = 2sin/, z = 3, 0< t< 2itaylana 
yo‘nalishida, bu yerda M0(l;-V3;3).

2.5.2. Funksiyalarning berilgan nuqtadagi eng katta o‘zgarish tezligini 
toping:

Y) it -  x2yz -  xy2z + xyz1, A/„(~2;1;0); 2) к = 1п(1 + л+ у2 + z2), M(t(l;l;l);
3) м = е""\ 1;4;—2); 4) u = x2aigtg(3y-  z), M0(2;l;3).
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2.5.3. Berilgan nuqtada и va v skalyar maydonlar sath sirtlari orasidagi 
burchakni toping:

1 )u~x2+y2- z 2, v = xz + yz, M0(-2;l;2);
2)u = 2x2y + z2 -  x, v — x2z — y 1, Afo(l;0;2).

2.5.4. Vektor maydonlaming vektor chiziqlarini toping:
1) a - x i  + yj +zk ; 2) a = 2xyi + 2yj + 3zk; Ъ)а~2г1-Ъхк.

2.5.5. Vektor maydon oqimini uning ta’rifi orqali toping:
\) a = x! + yj +zk ning x2 +y2 +z2 = R2 sferadan tashqi tomonga o‘tuvchi;
2) a = xzl ning x1 + y 2 + z = 1 paraboloiddan tashqi tomonga o‘tuvchi.

2.5.6. Vektor maydon oqimini Ostrogradskiy-Gauss formulasi bilan 
toping:

1) a = 4x4  + 4y3j  -  6z*k ning x2 +y2 =9 silindrning z = 0 va z -  2 tekisliklar 
orasidagi sirtidan tashqi tomonga o‘tuvchi;
2) a — xz2l  + yx2j  + zy2k ning x2 +y2 +z2 -  R2 sferadan tashqi tomonga 

o'tuvchi;
3) a = xi +yj + zk ning jc2 + y 2 = R1 (-H <z<H)silindrik sirtdan tashqi 

tomonga o‘tuvchi;
4) a = xT + yj + zk ning z - 1 -  ~jx2 + y 2, z = 0 (0 < z < 1) yopiq sirtdan tashqi 

tomonga o‘tuvchi;
5) a-zi. ning z ~ x tekislikning x = 0, у = 0, x + y = l piramida ichidagi 

qismidan tashqi tomonga o'tuvchi;
6) a -  Sxi + (2x -  4y)7 + (e* -  z)k ning x1 + y 2 + z2 = 2y sferadan tashqi 

tomonga o‘tuvchi.

2.57. Vektor maydon divergensiyasini berilgan nuqtada toping:
1) grad- ĵx2 + y 2 +z2, M0(2;—1;2);
2) axb, a - x i  +yj+zk, b = yi +zj+xk, M0(3;l;-2).

2.5.8. Vektor maydon sirkulatsiyasini ta’rifi orqali toping va natijani 
Stoks formulasi bilan tekshiring:

Jt2 v21) a = (x +z)i + {x-y)j+  xk , — + ̂  = 1 ellips bo‘yicha;
a b‘

2) a = -yi + x] + 5k , x2 + у2 = I, z = 0 aylana bo‘yicha;
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3) а = х2уЧ + 2j + z2k , х2 + /  + г2 = 4 sferaning г = 0 tekislik bilan 
kesishish chizig‘i bo‘yicha;
4) a - z i  + lyzj + y 2k , x2 + 9y2 = 9 - z sirtning koordinata tekisliklari bilan 

kesishish chizig'i bo‘yicha.
2.5.9. Vektor maydon uyurmasining berilgan nuqtadagi kattaligini 

toping:
1) a = z2i +х2]  + угк,
2) a = xyzi + (x + y + z)j + (x2 + y2 + z2)k , M0(l;2;-3).

NAZORA TISHI

1.Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan D soha uchun 
\\f(x,y)dxdy ikki karrali integralning takroriy integrallarmi yozing.
D

2. u = u(x,y,z) funksiyaning M(x0;y0-,za) nuqtadagi eng katta 
o‘zgarish kattaligi va yo'nalishini toping.

1-variant
1. y —-x, y 2 — 2x + 3. 2. u = 2x2yz, M(—3;0;2).

2-variant
1. y = 2 x -x 2, y — -x. 2. и = 3x2 + y2 -  z2, Л/(0;0;1).

3-variant
1. у  = x, y 2 = 2 - x. 2. u = 3x2yz3, M{-2;-3;l).

4-variant
1. y 1 = 16 -  9x, y 2 -  23* = 48. 2. и = z(x + y), M(l;-1;0).

5-variant
1. y 2~3x = 4, y 1 + 4jf =11. 2. u-xyz, M(-2;1;0).

6-variant
1. ,v= -l, a-= -2, >>0, y = x2, 2. k = (x + j) / , M(0;4;—1).
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у = 3 - х г, у = -2х. 

у = ~х, у = 3, 3х + у = 3.

У = 1, у - 0, * = 2у, х - $  = 

У = х\ х - у  + 2 = 0. 

у = 0, >> = 3, * = >>, х — 6 = )

у  = х2 -4х , у  = х. 

у -  л/4 -  х2, дг = 1, *>0, у =

хг = 2у, 5 х -2 у  = 6. 

у = х2 -  2, у  = х. 

у 2 = 2х, х2 = 2у, *<1. 

л = д/8- у \  у> 0 , у = х. 

х1 = 2 - у ,  х + у = 0. 

ху-9 , х + у = 10, 1<у<3.

7-variant
2 . и = х2у*г, М(~2;1;0).

8-variant
2. м = /(л:2+г), Af(l;4;-3),

9-variant
2у. 2. u = x2yz2, M(-l;3;0).

10-variant
2. u = y2(x + z2), М(0;3;1).

11-variant
2. u = xylz2, М(-2;1;1).

12-variant
2. и = х2 у — z, Л/(2;-1;1).

13-variant

0. 2. и = дг + уг2, А/(2;2;1).

14-variant
2. u = (yz-x)z2, Л/(3;1;0).

15-variant
2. и = (У + z)jf, М(1;-4;0).

16-variant
2 . u = (x+z)y2, М(2;2;2).

i  7-variant
2. u = x2y2z2, М(2;1;-1).

18-variant
2. u = x(y + z), М(2;0; - 2).

19-variant
2. и = хгу + y2z, М(0;-2;1).



1. у = х, у = х + 3, у = 2х, у

1. у = 9 - х 2, у> 2хг.

1. у = ^ 2 -  х2, у = х2.

1. х+2у = 6, у=х, у> 0.

1. у> х2 +2х, у - х  + 2.

1. х = -̂ 5 -  у 1, >> — jc —1 = 0.

1. у = Зх, у + 4 = х2, х>0.

1. у  = 3 -  х, у = 1 + х, х = 0,

1. у = хг -4х , 2 х - у  = 5.

1. 2у = х ,у 2=х + 3 ,у> 0.

1. y  = J 5- j c 2, х = у  + 1.

20-variant

2. u = xy-yz, М(2;—1;1).

21-variant
= 2х — 3. . 2. u = x2z - y 2, М(1;1;-2).

22-variant
2. u = y(x2 + z2), Л/(-2;1;1). •

23-variant

2. u = y2z - x 2, М(0;1;1).

24-variant
2. u = x2+y2 + z2, M(l;-1;2).

25-variant
2. u = x2y + xz2 -  2, M( 1;1;—1).

26-variant
2. и = xy2 + >>z2 + A/(l;2;3).

27-variant
2. m = x3j'z2+ jc + ^ + z, M(2;0;-l).

28-variant
x = l. 2. M = xyz + x2y2z2, M(-3;-2;0).

29-variant
2. м = xyz2 + xzy2, A/(0;1;-1).

30-variant
2.u  = x3 + 2/ + 3z, M(2;-l;l).
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MUSTAQIL UYISHI
1. Ikki karrali integralni hisoblang.
2. Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan D tekis shakl yuzasini toping.
3. Uch karrali integrailami hisoblang.
4. Berilgan sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini uch karrali 

integral bilan toping.
5. Birinchi tur egri chiziqli integralni hisoblang.
6. Ikkinchi tur egri chiziqli integrailami hisoblang.
7. Birinchi tur sirt integralini hisoblang, bu yerda cr- D tekislikning 

koordinata tekisliklari bilan ajratilgan qismi.
8.u = u(x,y,z) funksiyaning M, nuqtadagi M.M2 vektor yo‘nalishidagi 

hosilasini toping.
9. a vektor maydon oqimini D tekislik va koordinata tekisliklaridan 

hosil bo'lgan piramidaning tashqi sirti bo‘yicha ikki usul bilan hisoblang:
1) oqim ta’rifidan foydalanib; 2) Ostrogradskiy-Gauss formulasi orqali.
10. a vektor maydon sirkulatsiyasini Ax + By + Cz = D tekislikning

koordinata tekisliklari bilan kesishishidan hosil bo‘Igan uchburchakning 
n = {A;B;Q vektorga nisbatan musbat yo‘nalishda aylanib konturi 
bo‘yicha ikki usul bilan hisoblang: 1) sirkulatsiya ta’rifidan foydalanib;
2) Stoks formulasi orqali.

1-variant
1. jjy(l+  x2)dxdy, D :y  = x2, y -3 x . 2. x = 2 7 - y 1, x = -6y.

D

3. fjfxy2zdxdydz, V: -2< x< l, 0<y<2, 0<z<3.
V

4. jc>0, y> 0, z> 0, 2x + y = 2, z = y 2.
5. \ydl, L : y 2 = 2x parabolaning x2 - 2 y parabola kesgan yoyi.

L

6. | (xy -  \)dx + x2ydy, L: A( 1;0) va B(0;2) nuqtalami tutashtiruvchi
L

AB to‘g ‘ri chiziq kesmasi.
7. J|zda, D: x + y + z = l.

8. u = ln(l + x2 + y 2 + z2), M,( 1;1;1), M2(5;-4;8).
9. a = (3x + y)i + (x + z)j + yk, D: 2x + y + 3z = 6.

10. a = (3x -  y)i + (2y + z)j + (2z -  x)k, 2x~3y + z = 6.
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2-variant
1. jj(x y -4 x 3y 3)dxdy, Z>:x = 1, y = x2, y = -4x.

D

2. y = x2, y = - x 2 +1.
4

3" ДJ(x2 + y2 + z2)dxdydz, V x 2 + y 2 + z2 =4, x > 0, y> 0, z > 0.

4. x1 + j;1 = 2y, z = ̂ - x J, z = 0.

5. jx 2<#, I : x" + у1 = Л2 aylananing yuqori yoyi.
L

6. + L: у = x2 parabolaning 0(O;O) nuqtadan
I

nuqtagacha bo‘Jganyoyi.
7. JJ(x + 3,y + 2z)<&x, D: 2x + y+2z = 2.

a

8. и = x2 + 2у 2 -  4z2 -  5, M,(1;2;1), Asf2(-3;-2;6).
9. a = (x + >•)/ + (у + г)у + 2(z + x)£, Z): Зх -  2y + 2г = 6.

10. a = (x + 2z)i + (y — 3z)j + zk, 3x+2y + 2z = 6.

3-variant
1. IĴ /\ -x 2 - y 2dxdy, D: x2 + y 2 =4.

D
2. y 1 -  2y + x2 = 0, y 2 -  4y + x2 = 0, >> = x, x = 0.
3. jj|21xzc&tfyafe, V: y = x, y = 0, x = 2, z = xy, z = 0.

У
4. z = 3 -7 (x 2 + y2), z = 3-I4x.
5. f(x2 + y2)dl, L: x2+ y2= 4x aylana.

С

6. $(x2y  - x)dx + (y2x -  2y)dy, L: x = 3cos/, y  = 2sin/ ellipsning musbat
L

yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi yoyi.
7. jj(6x +4y+ 3z)dcr, D: x + 2y + 3z = 6.

(T
8. u=\n(xy + yz + xz), M,(-2;3;-l), M2(2;l;-3).
9. a = (x + >’)' + 3yj + (y -  z)£, D : 2x->,~2z = ~2.

10. 5 = (x + r)/ + (x + 3 jy )+ yk, 2x + 2y + z = 2.
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4-variant

1. ffysimtydxcfy, D :y  = —, y - л ,  x = l, x = 2.
D 2

2. x = 4 — y2, x - y  + 2 = 0.
3. jff(xy -  zr)dxdydz, V : 0<x<l, —l< y< 2, 0<z<3.

V

4. z = 8(x2 +y2) + 3, z = 16x + 3.
5. §(x + y)dl, L : uchlari A(l;0), B(0;1), 0(0;0) nuqtalarda bo‘lgan

L

uchburchak konturi.
6. jxdy, L: у = sinx sinusoidaning 0(n\0) nuqtadan B(0;0) nuqtagacha

I
bo‘lgan yoyi.
7. j j ( 4 y -x  + 4z)da, D: x - 2 y  + 2z = 2.

8. и = x2y + y2z + z2x, Mx{ 1;-1;2), W2(3;4;-l).
9. a = 3xi + (y + z)j + (x -  z)k, D: x + 3y + z = 3.

10. a - z i  +(x + y)J + ук, 2x + у  + 2z = 2.

5-variant
1. ff(6xy + 24x3y3)dxdy, D: x = l, y = jx , y = -x 2.

D

2. x = y 2, y 2 = 4-x .
3. fjf5xyz2dxtfydz, V: -l<x<0, 2<y<3, \ <z<2.

V•
4. x>0, z£0, x -v y -  4, z = 4-Jy.
5. jyxdl, L: y 1 =6x parabolaning x2 = 6yparabola kesgan yoyi.

L

6. §ydx- xdy, L\ r -R  aylananing musbat yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi
L

yoyi.
7. ft(5x-&y-z)da, D: 2x-3y + z = 6.

<r

8- " = :----A ---- r. K(-U2;-2), M2(2;0;1).

9. о = (y+ z)i + (2x~ z)j + (y + 3z)k, D : 2x + y + 3z = 6.
10. a = (x + z)i + 2yj + (x + у -  z)&, x + 2y + z = 2.
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6-variant
1. fjx(y-l)dxdy, D :y = 5x, y = x, x = 3.

D

2. x = 8 — y 2, x = -2y.
3. fff(3x2 + y 2)dxdydz, V: z = lOy, x + y = 1, x = 0, y = 0, 2 = 0.

V
4. x2+y2=4x, z = l 0 - y 2, z = 0.
5. j y2dl, L: x = 3(t~ situ), у = 3(1 -  cos/) sikloidaning bir arkasi.

L

6. \coszdx-smxdz, L: A(2;0;-2) va S(-2;0;2)nuqtalami tutashtiruvchi
L

AB to‘g‘ri chiziq kesmasi.
7. JJ(2.x + 3y + 2z)da, D: x + 3y + z = 3.

a

8. u = x -2 y  + e*, M,(-4;-5;0), M2(2;3;4).
9. a = (x + + z)i + 2z/' + (у -  7z)£, D: 2x + 3y+ z = 6.

10. a = xi +(y~ 2 z) j  + (2x -  у + 2z)k, x+2y + 2z = 2.

7-variant

2* у - - ,  У = 8e% y = 3, y = 8.
JC

3. JJJ(jr — j»- z)dxdydz, V: 0<x<3, 0<y<l, -2<z<\.
V

4. z = -2(x2 + y 2) - l ,  z = 4_y-l.
5. fxydl, L: tomonlari x = l, x = ~l, y = 1, y = - 1 bo'lgan kvadrat

L

konturi.
J y<7 + ^ , £: ,4(1;2) va Я(3;6)nuqtalami tutashtiruvchi AB to‘g‘rii x +y2

chiziq kesmasi.
7. fl(5* — y + 5z)da,D: 3x + 2y + z = 6.

8. и = ф + x2 + у 2 + z\ M,(l;l;l), M2(3;2;l).
9. a = (x + у -  z)i -  2yj + (x + 2z)k, D: x + 2y + z = 2.

10. a = (2y -  z)i +(x + y)J + xk, x + 2y + 2z = 4.
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я
8-variant

1- l\ycosxydxdy, D :y ~—, у~ я, jc = 1, x = 2.

x
Ж

3. jjj(y2 + z)dxdydz, V: z = x + y, x + y = 1, jt = 0, y -  0, 2 = 0.

2. x2 ~ 2x + y 2 = 0, x2 -  6x + у 2 -  0, у = 0, _y =

3. |J|(/ + z)dxdydz, V: z = x + y,
У

4. x2 + y2=9, z = 5 - x - j ,  г SO.
5. + y dl, L: xг + у2 = 2у aylana.

L
6. j(x2 + y)dx + (x + y 2)dy, L: ABC siniq chiziq, Л(2;0), B(5;3), C(5;0).

I
7. ||(7* + y + 2z)da, D: 3 x -2 y  + 2z = 6.

a

8. «  = 5xy3z2, M,(2;l;-1), Л/г(4;-3;0).
9. a = (3* - 1)/ + (y -  x + z)j + 4zk, D: 2x -  y -2 z  = 2.

10. a = (x +z)i + zj+ (2x —y)k, 3x + 2y + z = 2.

9-variant
S’

1. ||ye 2dxdy, D :y = In2, j> = ln3, x = 2, x=4.
D

2. * = 5 - / ,  д: = -4у.
3. HIy2dxdydz, V: z = 2(3x + y), x + j  = l, x = 0, y = 0, z = 0.

V

4. z>0, x2 + y 2 =4, z = x2 + y2.

5. |О + y)<#> L : r2 = cos2(3 ^  ^ —j  Bemulli linmiskatasining 

bo‘lagi.
6. |4xsin2 ydx + ycoslxdy, L: /j(0;0) va 5(3;6)nuqtaiarni tutashtiruvchi

L
AB to‘g‘ri chiziq kesmasi.
7. Ц р у -л -г^ с т , Z): x->>+z = 2.

<r

8. M = i  + МД-ВД), A/2(2;3;4).
у  Z  X

9. a = (y + z)i + (x + 6y) j + yk, D: x+2y + 2z = 2.
10. a = (y + 2z)i + (x+ 2z)j + {x -  2y)k, 2x + y + 2z = 2.

10-variant
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1. ||уг(1 + 2x)dxdy, D :y  = 2 — x1, x = 0.
D

2. x= v2, x =—y2+l.4
3. jjj(2jc -  у 2 -  z)dxdydz, V : 1 < jc < 5, 0 < у S 2, — 1 < z < 0.

V

4. z > 0, _yz = 2 -  z, z = 3jc.
5. j(4k/x -3^[y)dl, L: A{~ 1;0) va Я(0;1)nuqtalami tutashtiruvchi 'to‘g ‘ri

L

chiziq kesmasi.

6 . f , L:  jc = 2cos31, у = 2sin31 astroidaning A(2:0) nuqtadan 
i3\ l7  + v 7

B(0;2) nuqtagacha bo'lgan yoyi.
7. JJ(2 + у — 7jc + 9z)da, D: 2x — у  -  2z = —2.

a

8. и = ln(l + jc3 + /  + 4  M,(l;3;0), M2(-4;l;3).
9. a = (2jc -  z)i + (y -  x)j + (x + 2z)k, D: x -  у + z = 2.

10. a = (>> -  z)i + (2jc + y)y + zk, 2x + у + z = 2.

11-variant
1. jfxy2dxdy, D :y  = x, y = 0, jc = 1.

£
-> л/л 1 УI. y = ~—, v = — , x = —.

 ̂ 2 '  2jc 2
3. jffx2yzdxdydz, V : -l< x < 2 , 0<y<3, 2<z<3.

У

4. jc S:0, z> 0, jc + jy = 2, z = j 2.
5. f (jc2 + y 2)dl, L : r = 2 aylananing birinchi choragi.

L
6. jx;wfe + (>!-jt)4y, I :  >> = j c’ kubikparabolaning 0(0;0) nuqtadan

L

B(l;l) nuqtagacha bo‘ lganyoyi.
7. JJ(2x + 3y + z)da, D: 2x + 2y + z = 2.

8. и = 1п(2+ /  + z2), M, (—1;2;1), M2(3;1;-1).
9. a = ( y -  z)i + (2x + y )j + zk, D: 2x + у + z = 2.

10. 5 = (2z -  jc)/' + (jc -  y )j + (3x + z)k, x + y + 2z = 2.
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12-variant
1. fferdxdy, D \ y- Inx, y = 0, x = e.

D

2. у = л/2 - x 2, y = x2.
3. JJJ(1 + 2xi)dxdydz, V: y = 4x, y = 0, x = l, г = фсу, z = 0.

У

4. x1 + у2 = 4x, z - Y l - y 1, z = 0.
5. \ydl, L: y = x2 parabolaning A(2;4) va B(l;l)nuqtalar orasidagi yoyi.

i
6. jydx-xdy, L\ x = я cos3 /, y = asin5r astroida yoyi.

7. ||(2jc + 3_y + z)da, D: 2x + 3y + z = 6.

8. м = л:3+ху2-б ^ г, M,(l;3;-S), A/2(4;2;-2).
9. a = xi + (x + z)j +(y + z)k, D: 3x + 3y + z = 3.

10. a - ( y  + z)T + xj + (x + 2y)k, 2x + 3y + 2z~6.

13-variant

1. JJyelxydxdy, D :y  = 1пЗ, у  = In4, лт = —, jr = l.
0 2

2. y 2 - 6 y  + x2 = 0, y1 -  8y + x2 = 0, у = x, x = 0.
3. ftf(4 + 8x1)dxdydz, V: y = x, y = 0, x = l, z--yfxy, z = 0.

V
4. y>0, z> 0, jc = 4, _у = 2лт, z — x2.
5. |(х-у)б?/, Z: j c2 + y 1 = 2ar aylana.

1
6. J(x + iy)eb: + (.x->’)dfy, I : jc = 2cos/, _y = 3sin/ ellipsning musbat

i
yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi yoyi.

7. JJ (3_y -  2x -  2 z)dcr, D: 2x~ у -2 z  = —2.
a

8. u = e ^ , Af,(-5;0;2), M2(2;4;-3).
9. a = (2y -  z)f + ( jc  + 2>')y + yk, D: x + 3y + 2z = 6.

10. a = (x + z)i + (z -  x)j+  (x+ 2y + z)k, x+ y+ z=  2.
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14-variant

D  X  - Т у

2. y = - ,  y = 7e\ у = 2, у = 7.
X

3. jjfxyz2dxdydz, V: 0<x<2, —l< y< 0, 0<z<4.
V

4. z = 32(x2 + у г) + 3, z = 3-64x.
5. §sjz2 + y 2dl, L: z1 + y 2 = 4 aylana. 4

L
6. §ycosxdx + sin xdy, L: uchlari A(1;0), B(0;2), C(2;0) nuqtalarda bo'lgan

L
ABC uchburchakning musbat yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi konturi. ■
7. jj(6x + y + 4z)da, D: 3x + 3y + z = 3.

a

8. u = xey +yex - z 2, Mt(3;0;2), Мг(4;I;3).
9. a = (2 y -  z)i + (x + y )j + xk, D: x + 2y + 2z = 4.

10. 3 = (x + у -  z)i -  2yj + (x + 2z)k, x + 2y + z = 2.

15-variant
1. \\(y + x2)dxdy, D :y  = x2, x = y 2.

D

2. у = x2 + 2, у = -Зх.
3. \\\{x2 + у 2 + z2)dxdydz> V : 0 ix < 3 , - l< y < 2 , 0<z<2.

V

4. z > 0, у + z = 2, x2 + y 2 = 4.
5. \(x2 + y 2 + z2)dl, L-. * = 4cost, y  = 4sinf, z = 3/ vint chizig‘ining birinchi

L

o‘rami.
6. j(x2-y)dx, L: x=0, y  = 0, x = l, у =2 to‘g ‘ri chiziqlardan tuzilgan to‘g ‘ri

L
to‘rtburchakning musbat yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi konturi.

7. fj(3x+ \0y -  z)dcr, D: x + 3y + 2z = 6.'

8. u = ze,Uy2̂ , M,(0;0;0), M2(3;-4;2).
9. a = xi + ( y -  2z)j + (2 x -y  + 2z)k, D: x + 2y+2z = 2.

10. a = (2x -  z)i + (y -  x)j + (x + 2z)k, x -  у  + z = 2.
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16-variant
1. jjxy3dxdy, D: у 2 = l - x ,  x>0.

D

2. x2 = 3y, y 1 = 3x.
3. jjj(x + 2y)dxdydz, V: z = x2+3y2, y = x, x = l, y = 0, z = 0.

V

4. z>0, y = 2, y = x, z = x2.
5. j  yd/, L: x = cos3 /, y = s'm3t astroidaning A( 1;0) va B(0;l) nuqtalar

L

orasidagi yoyi.
6. j(xy~y 1)dx + xdy, L :y  = 2хг parabolaning 0(O;O) nuqtadan

L

B( 1;2) nuqtagacha boigan yoyi.
7. jf(4x -  у + z)dcr, D: x - y  + z = 2.

O’

8. u = М,(2-2-,2), M2(-3;4;l).
у  z z 

9. a = (x + z)i + (z- x)j + (x+2y + z)k, D: x + у + z = 2.
10. a = (2y -  z)i + (x + 2y)j + yk, x+2y + 2z=2.

1 7-variant
1. ff ^  ■, D :x 2 + y2 = 3.

}Ц\ + х2+у2 
2. дг = у2 + 1, y + x = 3.
3. JJj2jcy2z2A<fydz, F: 0<x<3, -2< у <0, l<z <2.

4. z > 0 , z = x, x =  д/4 -  у 2 .

5. f— Z:  A(0;4) va 5(4;0) nuqtalarni tutashtiruvchi to‘g ‘ri chiziq 

kesmasi.
6. \xdy ,L : j c2 + _y2 = ft2 aylananing musbat yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi

L

yoyi.
7. J{(2x -  3y + z)rfer, D : x + 2y + z = 2.

8. u = e*\ Л/ (3;);4), i/2(l;-l;-]).
9. я = (у + z)i + xj + {y ~ 2z)k, D : 2x + 2y + z = 2.

10. a = xi + (x + z)j + (y + z)k, 3x + 3y + z = 3.
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18-variant

1. jf(y 2 + x2)dxdy, D :x  = 1, x = y 2.
D

1 8 '» л2. y = —— _ x =4y.
x +4

3. \\\(x + 2y + 3z2)dxdydz, V : -1< х< 2, 0<у^1, \<z<2.
V

4. y>0, z> 0, y + x = 2, z = x2.
5. j^ x2 + y 2dl, L :x 2+y2 = 2x aylana.

L

6. Jxye'dx + {x- 1  )e*dy, L: A(0;2) va B( 1;2)nuqtalarnitutashtiruvchi

AB to‘g ‘ri chiziq qismi.
7. ||(x + 2y + 3z)da, D : x + у + z = 2.

cr

8. м = 3xy2 + z1 — xyz, M,(l;l;2), A/2(3;-l;4).
9. 5 = (2z -  x)i + (x — y ) j + (3x + z)k, D: x + у + 2z = 2.

10. a = (x + y)i + 3yj + (y — z)k, 2x -  у -  2z = —2.

19-variant
1. JJ(x3 -  2y)dxdy, D: у = x2 - 1, x > 0, у < 0.

D

2. x y - 1, x2—у, у = 2, x = 0.
3. JJJV-*2 + y2 + z2dxdydz, V: x2 + y 2 + z1 =9, x>0, y>0, z>0.

V

4. z = 2 -18(x2+ /), z = 2-36y.

5. J ., L: r = 2(1 + c o s f o <(?<—] kardioida.
L^x2 + y 2 4 2 J

6. |2хуЛ- ± x = 2y2 parabolaning 0(0;0) nuqtadan
L

B(2;1) nuqtagacha bo‘lgan yoyi.
7. fj(2x + 15y + z)dcr,D: x + 2y + 2z = 2.

a

8. u = er-*, M,(l;0;3), M2(2;-4;5).
9. a = (x + 2z)i + (y -  3z)j + zk, D: 3x+2y + 2z = 6.

10. a = (x + у + z)i + 2zj + {y -  7z)k, 2x + Зу + г = 6.
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20-variant
1. JJxy2dxdy, D :y  = x2, y = 2x.

D

2. у = ъ4х, y = ~, x = j~.x 12
3. JJJ(1 + 2z)dxdydz, V : у  = 4x, y = 0, x = 1, z = Jxy, z = 0.

Г
4. x2 + у 2 + 4x = 0, z = 8 - y 2, z = 0.

5. f z , L: x = 2cosг, y = 2sinf, z = 2/vint cMzig‘ining birinchi o‘rami. 
V + y

6. j(x2 +y2)^  + xycfy, L: y = ex chiziqning A(0;\) nuqtadan
I

5(1; e) nuqtagacha bo‘Igan yoyi.
7. jj(6x -  у + 8z)da, D: x + у + 2z = 2.

a
8. M = (x2+ /+ z2)\ M,(l;2;-l), M2(0;-l;3).
9. a = (y + 2z)z + ( jc + 2z) j  + (x -  2у)Л, Z): 2x + у + 2z = 2.

10. a = (y + z)i + (x + 6y)j  + yk, x + 2y + 2z = 2.

21-variant
1. jjx(2x + y)dxdy, D :y  = 1 - x 2, jy£:0.

D

2- У = ~, У = 5ег, у  = 2, у = 5.
JX

3. JJJ(jc2 + 2y2 -  z)dxdydz, F: 0 < * < 1, 0 <  ̂3, -1 < z < 2.
к

4. z>0, z = y 2, x2 + _y2 =9.
5. JyJ/, L: y 1 = 2x parabolaning A(0;Q) va 5(1;л/2)nuqtalar orasidagi yoyi.

L

6. \2ysm.2xdx-cos2xdy,L-.J^;2^ va 5^;ljnuqtalam i tutashtiruvchi

AB to‘g‘ri chiziq kesmasi.
7. ff(5x + y-z)dcr, D : x + 2y + 2z = 2.

a

8. u = 5x2yz -  xy2z + yz2, Af,(l;l;l), M2(9;-3;-9).
9. a = (x +z)i + zj+ (2x-y)k, D: 3x + 2y + z = 6.

10. a = (3x -  1)j + (y -  x + z)j + 4zk, 2 x - y - 2 z  = -2.
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22-variant
1 . U * £ t , , D : S . y - = 4 .

D л/Х + У
2. x2 -2x + у2 =0, x2 — 6x + y 2 =0, y = 0, y = x.
3. jffx3yzdxdydz, V: —l<x<2, 1<j<3, 0<z<l.

V
4. z = 4 -  x, x2 + y 2 = 4x.

5. f .— =dl, L A(0;0) va B(2;2)nuqtalarni tutashtiruvchi to'g‘ri chiziq 
L^jS-x - y

kesmasi.
6. j y 2dx + x2dy, L: x = 5cost, y = 2s\nt ellipsning musbat yo‘nalishda

L

aylanib o‘tishdagi yuqori yoyi.
7. JJ(3x -2 y + 6z)dcr, D: 2x + у + 2z = 2.

с

8. и = (х-уУ , M,(US;0), Мг(3;7;-2).
9. a = 4xi + ( x - y - z ) j  + (3y + 2z)k, D : 2x + _y + z = 4.

10. a -(2 y  + z)l + {x -y )j-2z k , x - y  + z = 2.

23-variant
1. JJe*!*yZ -Jx2 + y 2 dxdy, D: x2 + y2 = 9.

D

2. x = y 2, x = -yj2 — y 2.
3. JJf3(2y + 3x)dxdydz, V: y = x, x = 0, x = l, z = x2+y2, z = 0.

V

4. z = 0, x2 + y 2 =4y, z = 4 - x 2.

5. J—— L: x = cost, y = sinr, z = / vint chizig‘ining birinchi о‘rami.I X + у + z
6. J 2xydx-xzdy + zdz, L : 0(0;0;0) va B(2;l;-l)nuqtalami tutashtiruvchi OB

L

to‘g‘ri chiziq kesmasi.
7. JJ(2x + 5y + \Qz)da, D: 2x + y + 3z = 6.

о

8‘ u = ~ - * 2- 2 ■ M.(l;2;2), M2(-3;2;-l). j: + + z
9. a = (x+z)/ +2 7̂ + (x + y-z)£ , D: x + 2y-rz = 2.

10. a = (x + y ) i+ (y + z ) j+ 2(x+z)k, 3x -  2j-+ 2z = 6.
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24-variant
1. JJ(* + \)y2dxdy, D :y  = 3x2, y = 3.

D

2. x = л/4 — у2, у = -J3x.
3. jff(x + у + z)dxdydz, V: x+ y+ z=  1, *>0, y>0, z> 0.

V

4. z = 24(x2 + y2), z = 48x.
5. j(x2 + y2)2dl, L x = 3cos/, y = 3sin/aylana.

L

6. J(2a-y)dx + xdy, :L x = a(t-sint), y = a( 1 -  cos/) (0 < / < 2;r) sikloidaning
I

birinchi arkasi.
7. JJ(3jc + 2y + 2z)da, D: 3jc + 2y + 2z = 6.

<F

8. *; = xV + / z -3 z 2, M,(0;-2;-l), M2(12;-5;0).
9. 5 = (jc + z)i + (jc + 3j ) j  + _y£, D : 2x + 2y + z = 4.

10. a = (y + z)i + (2x - z ) j  +(y + 3z)k, 2x + у  + 3z = 6.

25-variant
1

1. ff^jdxdy, D :y  = x, xy = 1, у  = 2. 
г> a:

2. 2y = 4x, x + y = 5.
3. jjfx2y 2z3dxdydz, V: -l< x< 3, 0<y<2, l<z<2.

V
4. x2 + y 2 =3z, x + у = 6.
5. J (4kfx -3\jy)dl, L: jc = c o s4  y  = sin3/astroidaning Л(1;0) va B(0;1)

L

nuqtalar orasidagi yoyi.
6. \sinydx + smxdy, L: A(0;ж) va B(^;0)nuqtalarni tutashtiruvchi

L
AB to‘g‘ri chiziq kesmasi.
7. JJ(jc + 2y + 3z)dcr, D: 2x -  у  + z = 2.

er

8. u = 3xy2z\ Af,(-3;-2;l), M2(0;l;-3).
9. a = 4zi + (x -  у -  z)j + (3у + z)k, D: x - 2 y  + 2z = 2.

10. a = (2z — x)i + (x + 2y)j + 3zk, jc + 4y + 2r = 8.

144



26-variant

1. jjx2(l + 3y)dxcfy, D :x  = 0, y 2 = 2 -x .
D

2. y + 2x = 0, x2= 3-y .
3. |||(x2 + y 2 + z2)dxdydz, V : 0 < x < 1, — 2< y< l, 1 < z < 3.

V

4. х2+ уг =2x, z = — - y 2, z = 0.
4

5. Jx*//, L: x = cos3/, j  = sin! t astroidaning Л(1;0) va 5(0;1) nuqtalar
L

orasidagi yoyi.
6. {(л ^ -2 )А  + >’2д:ф, L : A(2;1) va 5(1;2) nuqtalami tutashtiruvchi Л.0 to‘g ‘ri

I
chiziq kesmasi.

7. JJ(3jc -  у  + 2z)dcr, D: x + 2y + z -  4.
с

8. u = x e ^ ‘\ Mx(0;0;0), M2(2;-4;3).
9. д = (x + y)i + (x + z)J + 2(y + z)k, D: 2 x - 3 y  + 2z = 6.

10. 3 = (x + y)7 + (;c + 3z)j + zk, 2x + у  + 2z = 2.

27-variant
1. ||(х + У)йЬсф, D :y  = x2, x - y 2.

D

2. j^ = 2, x = 5e*, x = 2, x = 5.
3. |||8 x2yz2dxdydz, V: -2< x< l, 0<y<2, -l< z< 3.

V

4. z = 1 0 - x 2, z -  0, x2+y2=4y.
5 .j(x  + y)dl, L\ x2 + y2 =2ay aylana.

L
6. \ydx, L: у = cosx cosinusoidaning 0(я;~ 1) nuqtadan j9(0;1)nuqtagacha

L

bo‘lgan yoyi.
7. ||(Зле - 2 y  + z)da, D : 2x + у + z = 4.

8. и = 3yx1 +z2-  xyz, Л/, (1;1;2), Л/2 (-1;3;4).
9. a = (x + у + z)i + 2zj + (x -  lz)k, D : 3x + 2jy + z = 6.

10. a = yi +■ (x -  2z)j + (2у -  x + 2z)k, 2x -t- у + 2z = 2.
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О л/ l  +  x + y  

1 2 
2■ x - *
3. JJJ(2 + 3y 1 )dxdydz, V : x = 4j>, jc = 0, у = 1, z = -J*y, z = 0.

V

4. z> 0, y2+x2=4, z = x2.

28-variant

5. $Jx2 +y2dl; L: x2 + y 1 = 4x aylana.
I

6. f(* -y)abc + (jr + y)£?v, I :  x = 3cos/, y = 2sin/ ellipsningmusbat
I

yo‘nalishda aylanib o'tishdagi yoyi.
7. JJ(jc + 6j' + 4z)rfcr, £): 2at + 2>i + z  = 2.

tr

8. u = x2y + xz2 +zy\ Mt (1;1;1), M2(-l;0;2).
9. 5 = (2x -  z)i +(x + y)j + yk, D: 2x + y + 2z = 4.

10. a = (2x -  z)i + (z — y )j + (x + 3z)k, 2x + у  + z = 2.

29-variant
1 .иа * £  0 : , . +,> _ ,6.

D X  +  у

2. x2 + y 2= 4, *2 = 3y
3. ///(jc2 +2y + z2)dxdydz, V: l<x<2, 0<y<2,  - l< z< 2.

V

4. z = 4 — y, хг + y2 = 4y.

5. L: A(l;3) va /?(3;l)nuqtalami tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq
l  у  ~ X

kesmasi.
6. $ydx, L : x2 + y2 = 16 aylananing musbat yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi

L

yoyi.
7. $f(4x +y + 2z)dcr, D: x + y  + z = 1.

<7

8. u = ̂ x2y 2z2, M,( 1;-1;0), M2(2;-l;2).

9. 3 = (2jc+ z)i + (y-2z)j +xk, D: 2x + 2y + 3z = 6.
10. 5 = (x + z)/ + yj + (y + 2jr)£, 3x + 2y + 2z = 6.
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30-variant
1. +3y)dxdy, D: x + y = 1, у = хг -1, x > 0 .

D
2.  у г =4x ,  X2 = 4 y .

3. JJJ(3jc* + 2y + z)dxdydz, V: 0 < x < 1, 0< y< l, -1 < z < 3.
V

4. x = 1, y  = 2x, y>  0, z = j 2, z>0.
5. |yj2ydl, L: x-2(t-sin t), у = 2(1 -cos/) sikloidaningbirarkasi.

L

x2Jy, L: x = acost, у = 6sin/ellipsning soat strelkasi yo'nalishida
L

aylanib o'tishdagi yoyi.

7. }|(4x -  у + 4z)da, D: 2x + 2y + z = 4.
о

8. и = ln(l + x + у 1), M,(l;l;l), M2(3;-5;4).
9. а = (2z -  x)i + (х + 2у)_/ + 3zk, D: x + 4y + 2z = 8.

10. a -z i+ (x  + y)j + ук, 2x + y + 2z = 2.

NAMUNAV1Y VARIANT YECHIMI
1. Ikki karrali integralni hisoblang.

1.30. JJ(x2 + 3y)dxdy, D : x + y = 1, >> = х2-1, x>0.
D

<S> D integrallash sohasi 18 - shaklda 
keltirilgan.

Agar ichki integrallash у bo'yicha va tashqi 
integrallash x bo‘yicha bajarilsa berilgan ikki 
karrali integral bitta takroriy integral bilan 
ifodalanadi. Integralni hisoblaymiz:

JJ(x2 + 3y)dxdy = \dx ] (x1 + 3y)dy = j f x2y + ̂ ~y:
D 0 x * - l  ° \  ^

= jf  x2 -  x3 -  x 4 + X2 + j(I  -  2x -f x2 -  x4 + 2x2 -1)'jatc =

У

\
1

D .
\ У

0
r \  *

=

/ x + y  = 1

- 1 x = 0

= —} (4x2 -  2x5 -  2x4 + 9x2 -  3x4 -  6x)dx =2 о

= ij(13 x J -2 x ’ -5 x 4 -  6x)dx= — f — x' - —x4 - x 5 -3 x ’
2 о 2 v 3 2

18-shakl.

_ _ 1 _  

12 '
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2. Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan D tekis shakl yuzasini toping.
2.30. y 1 = 4x, jf2 = 4y.

<§> Tekis shakl quyidan у = -A2 parabola bilan yuqoridan y 2 = 4x

parabola bilan chegaralangan (19-shakl).
Bundan

5 = \\dxdy = \dx j  <fy = \\ 2 -Jx -—x2 W=| — x1 x
0 1 л 12

16

3. Uch karrali integrailami hisoblang.

3.30. ffiO*1 + 2y + z)dxdydz, V: 0<х<1, 0<y<I, - l< z < 3 .
V

<S> Berilgan to‘g‘ri burchakli parllelopiped uchun topamiz: 

fjf(3x2 + 2y + z)dxdydz = J dxj dy\{3x2 + 2y + z)dz =

= ) dx]\ (3x2 + 2y)z +:

0 0 -1
I I

dy = 4\dx\(3x2 + 2 y +1 )dy =

= 4j {(3x2 + 1)jf + y 2 )ĵ  dx = 4j (3x2 + 2)dx= 4(x3 + 2x)|̂  =12.
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4. Berilgan sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini uch karrali 
integral bilan toping.
4.30. х = 1, y = 2x, y>  0, z = y 2, z> 0.

®  Berilgan jism (20- shakl) hajmini hisoblaymiz:

V = JJj dxdydz = jdxjdyjdz = jdxfz\yo dy = jd x jy2cfy = j^ -
V 0 0 0 0 0  0 0  0 J

5. Birinchi tur egri chiziqli integralni hisoblang.
5.30.}J ly d l, L: x = 2(t- sint), у  = 2(1 -cost) sikloidaningbir arkasi.

L
Sikloidaning parametrik tenglamasidan topamiz: 

jc' = 2(1 -  cos/), y\ = 2sin/,
4(1-cost)2 + 4sin2 tdt = 2~J2~J\ -  costdt.

U holda
J^2ydl = [ 2̂■ 2(1 -  cos0 2 V2Vl-cos7<# =
z 0

= 4V2 J(1 -  cos t)dt = 4^2(1 -  sin = 8ягл/2. О
0

6. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallami hisoblang.
6.30. jy<& + jc2afy, /,: x = acost, у  = £sinrellipsning soat strelkasi

L

yo‘nalishida aylanib o‘tishdagi yuqori yoyi.
®  Ellipsning parametrik tenglamasiga ko‘ra dx = -asm tdt, dy = b cos tdt. 

Bunda soat strelkasi yo‘nalishida t parametr ж dan 0 gacha o‘zgaradi.
U holda 0

{y1dx + x1dy = J (-b2 sin2 tacost + a2 cos2 tbsmt)dt =
L *0 0 
= Jb2a( 1 -  cos2 t)d(cost) + {a2b(\ -  sin2 r)d(sin0 =

= Z>2â cos/ -  ̂ cos3 1 + a2fc(sinf--sin3/ = -ab 2. 3

7. Birinchi tur sirt integralini hisoblang, bu yerda a -  D tekislikning 
koordinata tekisliklari bilan ajratilgan qismi.

7.30. tf(4* -  у + 4z)dcr, D: 2x + 2y + z = 4.

®  Tekislik tenglamasidan topamiz:
z = 4 -  2x -  2y, z' = -2, z' = -2.
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U holda da = + z'2 + z 2 dxdy = 3dxdy.
Sirt integralini soha bo‘yicha ikki karrali integralni hisoblashga 

keltiramiz, bu yerda a v ~ a  sirtning Oxy tekislikdagi proeksiyasi bo‘lgan 
AOB uchburchak (21-shakl).

JJ (4x — у + 4z)da = |J (4x — у +16 — 8x -  %y)3dxdy =

= 3jdx J(I6 -  4x -  9>>)ф = 3jj (16 -  4x)y -  —y ‘ dx-

= 3J(2 -  x) (16 -  4x) - 9(2-x )
j dx =

2ьf (2 — x)(x + \4)dx --

= | ](2 8 -12 x -x 2)c&=|^28x-6x2- y j|  =44. О  

8.u = u(x,y,z) funksiyaning M, nuqtadagi

2 У

21-shakl.МхМг vektor yo‘nalishidagi hosilasini toping.

8.30. и = In(l + x + y 2 + z2), Mt(1;1;1), M2(3;-5;4).
®  M}M2 vektor yo‘nalishidagi I birlik vektorning yo‘naltiruvchi 

kosinuslarini topamiz:
1 / i / /Г *5 } To 2/ 6 j + 3k 2 — 6 t  3 J*М,Мг ={2;-6;3}, /°=p J =i i =------ -̂-----= , _ y + fc

|М,М2| 7 1 1 1
2 . 6  3cosa = —, cos;3 = — , cosr = —.
1 7 7

м = In(l + x + У  + z2) funksiya xususiy hosilalarining M,(1;1;1) nuqtadagi 
qiymatlarini topamiz:

du 1 1 0И 2y I 1
dx U. 1 + x + y + z 2V . ' 4 ’ dy Âo l+ X + y+ Z 2}̂ ~ 2 ’

du
dz

2 z

U holda
l  + X + y + Z

^  = I . 2  + i . f _ 6 V  1 . 3 =_1 0  
51 4 7 2 7 2 7 7'
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9. a vektor maydon oqimini 
D tekislik va koordinata tekisliklaridan 
hosil bo‘lgan piramidaning tashqi sirti 
bo'yicha ikki usul bilan hisoblang:
1) oqim ta’rifidan foydalanib;
2)Ostrogradskiy-Gauss formulasi orqali.

9.30. a = (2z — x)i + (x + 2y)j + 3zk,
D: x + 4y + 2z = S.

<§> 1) Vektor maydon oqimini 
Я = jJ an0 dcr formula bilan piramidaning

a

(22-shakl) har bir tomoni (to'rtta 
uchburchak) orqali hisoblaymiz:

AAOC da y = 0, n °= -j, x + 2z = 8.
14 2(4—2) I ч y , .  .

П1 --\\xda ~~fjxdxdz = -fdz J xdx = — |x2|q dz~
<r . 0 0 2 D

= —2J(l6 - 8z + z2)dz = - 2| \6z-4z2 + —
о V. 3

128
' 3

ДAOB da z = 0, n° = -k, x + 4у = 8.
П2^\](Иа = 0.

ABOC da x = 0, й° = —I, z + 2y = 4.
2 2C2-J.)

Пг =-ff2zdcr = -ff2zdydz = ~jdy j 2zdz =-fz 1̂ 2 r dy =

= -4 j(4 -4y+  y1)dy--4\ 4 y -2 y 2 + 32 
3 '

ДABC da n° =i + 4 j  + 2k
V 2l' ’

8 -  x -  4 у

da = z'2~+ z'Jdxdy = J 1 + — + 4dxdy =л/21

-2,

dxdy,

_о 1 ,, 8z + 3x + 8yди = —p=(2z -  x+ 4(x + 2_y) + 2 • 3z) = ■
л / 2 1

1 л/21,
л/23

Я4 = —— jj(3x + 8 v + 8 z)da = —L= • — jj (3x + 8y + 32 -  4x -1 6y)dxdy =
л/21 «■ л/21 2
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1 12 ч г - у )

= —jj(3 2 -jc -8 y)dxdy = —\dy J(3 2 -jc -8 y)dx =
2 Dt  2 a  0

11(
2

Demak,

= 4\ (2 -y )(\ 6 -4y -2  +y)dy = 4\(2-y)(\4-3y)dy =
0 0

= 4 f(2 8 -2 0 j + 3/)(fy = 4(28y-10>>2 +У)|2 =96.

тт тт тт r, rr I28 n 32 128Я = Я, + Я, + Л, + Я. =------+ 0 ------+ 96 =-----.
2 5 * 3 3 3

2) Vektor maydon oqimini Ostrogradskiy-Gauss formulasi orqali 
hisoblaymiz.

Я5=? ( £ - +§ +f } &^ = j j / (- i+ 2 + w ^ =
8 -x -4 -y

2 <<2->0 2 2 4 (2 - y )  8 -* -4 ,y  2 4 (2 -y )

= 4(dy J dx ]dz = 4\dy J z[o 2 dx=2jdy j(8-4y-x)dx =
0  0 0

ф= 16|(2-у)(4-2>'-2+у)ф =

0
4<2-r)

= 2/| ( 8 - 4 ,) * - ^

= 16j(4-4_v + y 2)fify = 16j 4_у-2у2 + -̂ - 128 _  
T -  °

10. a vektor maydon sirkulatsiyasini tekislikning koordinata tekisliklari 
bilan kesishishidan hosil boigan uchburchakning h = {A:B\C} vektorga 
nisbatan musbat yo‘nalishda aylanish konturi bo‘yicha ikki usul bilan 
hisoblang: 1) sirkulatsiya ta’rifidan foydalanib; 2) Stoks formulasi orqali.
10.30. a = zi +(x + y )j + yk, 2x + у + 2z = 2.

®  1) Sirkulatsiyani ABCA kontur (23-shakl) bo‘yicha topamiz:
Ц = jadr = J adr + J adr + J adr.

L AB В С  CA

AB kesmada z = 0, dz = 0, 2jc + у  = 2, у = 2(1 -  x), dy = -2 dx. U holda 
a = (x + y)j + yk, dr = dxi + dyj, adr = (jc + y)dy.

Bundan

If, = | adr = | (л + y)dy = -2 J (jc + 2 -  2x)<£c = -2  j  (2 -  jc)<ix = -  2j 2jc -  — =3.
AB ЛЙ 1 1 V 2
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ВС kesmada х = 0, dx — 0, 2z + у = 2, z =———, dz = ——dy.* 2 2
U holda a = zi + yj + yk, dr = dyj + dzk, adr = ydy + ydz. 

Bundan

Ц2 = |3dr= | ydy + ydz = ^ y - ^ y \ d y  = ^  
вс sc 2 \ Z J  2, Z

CA kesmada y = 0, dy = 0, jc + z = 1, z — 1-x , dz = -dx. 
U holda a -  zi + xj, dr = dxi + dzk, adr = zdx.

Bundan

Ц3 = \adr= \zdx = \(1-x)dx = \ jc -  —

= -1.

1

CA CA

Demak,
Ц = Ц,+Цг+Ц ,=3-1 + ̂ .
2) Sirkulyalsiyani Stoks 

formulasidan foydalanib topamiz: 
a = zi + (jc + y )j + yk dan

P = z, Q -x  + y, R = y.
Bundan

aP dR<W_dQ = l _____
dy dz ’ dz dx 

5jc dy

= 1,

s e _ a p =i
23-shakl.

U holda
Ц = ^rotadS -  fjdydz + dzdx + dxdy = jfdydz + jjdzdx + fjdxdy =

а а Д Dy
I 2(1-*) 1 1-x 1 2(1-*) I 1 1

= d̂z \dy + \dx^dz + \dx J dy = J(2- 2z)dz + J(1 - x)dx + J(2 - 2x)dx

= (2z-z2)|'+| * - y j  + (2x-x')'0=l + U l  = ̂ . О
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I ll bob
ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

3.1. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL 
TENGLAMALAR

Asosiy tushunchalar. Kvadraturada integrallanuvchi 
birinchi tartibli differensial tenglamalar. 

Hosilada nisbatan yechilmagan differensial tenglamalar.

3.1.1. gji Erkli o‘zgaruvchi, noma’lum funksiya va uning hosilalarini 
(differensiallarini) bogiovchi tenglamaga differensial tenglama deyiladi.

Noma’lum fimksiyasi bitta o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan differensial 
tenglama oddiy differensial tenglama deb ataladi.

Differensial tenglamaga kiruvchi hosilalaming (differensiallaming) eng 
yuqori tartibiga differensial tenglamaning tartibi deyiladi.

Birinchi tartibli oddiy differensial tenglama umumiy ko‘rinishda
F(x,y,y') = 0 (1.1)

kabi yoziladi, bu yerda x-erkli o‘zgaruvchi, y -  noma’lum funksiya, 
y'-  noma’lum funksiyaning hosilasi, F-ikki o'lchamli R1 sohada ikki 
o'zgaravchili funksiya.

Agar (1.1) tenglamani y' ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa, tenglama
y' = f(x ,y)  (1.2)

ko'rinishda ifodalanadi, bu yerda / -berilgan funksiya. Bu tenglamadan 
differensiallar ishtirok etuvchi simmetrik shakl deb ataluvchi

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0
tenglamaga o‘tish mumkin.

(1.1) differensial tenglamaning yechimi (integrali) deb, tenglamaga 
qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan differensiallanuvchi y = <p(x) 
funksiyaga aytiladi.

(1.2) differensial tenglamaning umumiy yechimi deb, quyidagi shartlami 
qanoatlantiruvchi y = cp(x,C) (bu yerda С-ixtiyoriy o'zgarmas) 
funksiyaga aytiladi:

a) у ixtiyoriy o‘zgarmasning istalgan qiymatida (1.2) differensial 
tenglamani qanoatlantiradi;
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b) boshlang‘ich y\x,̂  = y0 shart har qanday bo‘lganda ham ixtiyoriy 
o‘zgarmasning shunday С qiymatini topish mumkinki, у = <p(x,C) yechim 
boshlang‘ich shartni qanoatlantiradi, ya’ni y0 =<p(x0,C) bo‘ladi.

(1.2) differensial tenglamaning umumiy yechimidan ixtiyoriy 
o‘zgarmasning tayin qiymatida hosil bo‘ladigan har qanday yechimga 
xususiy yechim deyiladi.

Differensial tenglama yechimining grafigi integral egri chiziq deb 
ataladi. (1.2) differensial tenglama integral egri chiziqning har bir M(x,y)' 
nuqtasida bu egri chiziqqa o£tkazilgan urinmaning yo‘nalishini imiqlaydi. 
Tekislikning har bir nuqtasiga tga = f(x,y) tenglik bajariladigan qilib kesma 
qo‘yilgan qismi (1.2) differensial tenglamaning y o ’nalishlar maydoni 
deyiladi. Shunday qilib, (1.2) differensial tenglamaga uning yo‘nalishlar 
maydoni mos keladi. Bu jumla (1.2) differensial tenglamaning geometrik 
т а  'nosini bildiradi.

Differensial tenglamada uning umumiy yechimidan ixtiyoriy 
o‘zgarmasning hech bir qiymatida hosil qilinishi mumkin boimagan yechim 
maxsus yechim deb ataladi.

Maxsus yechimning grafigi umumiy yechimga kirgan integral egri 
chiziqlaming o‘ramasi deb ataluvchi chiziqdan iborat bo'ladi va u

|Ф(х,у,С) = 0,
|Фс(*>У>С) = 0

sistemadan С ni yo‘qotish orqali topiladi. Bunda hosil bo'lgan у = g(x) 
funksiya (1.1) differensial tenglamani qanoatlantirishi va Ф(x,y,C) = 0 oilaga 
kirmasligi kerak.

Matematika, fizika, kimyo va boshqa fanlaming turli masalalari 
differensial tenglamalar ko‘rinishidagi matematik modellarga keltiriladi.

1-misol. Massasi m ga teng moddiy nuqta v tezlikning kvadratiga 
proporsional bo‘lgan muhit qarshilik kuchi ta’sirida harakatini 
sekinlatmoqda. Nuqta harakat qonunining tenglamasini tuzing.

®  Erkli o‘zgaruvchi sifatida moddiy nuqtaning sekinlashish 
boshlanishidan hisoblanuvchi t vaqtni olamiz. U holda nuqtaning v tezligi 
rvaqtning funksiyasi bo‘ladi, ya’ni v = v(t).

Moddiy nuqtaning harakat qonunini topish uchun Nyutonning ikkinchi 
qonunidan foydalanamiz: m-a = F, bu yerda a = v'(0 -harakatlanuvchi jism 
tezianishi, F -jismga harakat jarayonida ta’sir qiluvchi kuchlar yig‘indisi.
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Bu masalada F = -kv2, bu yerda £>0-proporsionallik koeffitsiyenti 
(minus ishora harakatning sekinlashishini bildiradi).

Shunday qilib, moddiy nuqtaning harakat qonuni
mv' + kv1 =0.

tenglama bilan aniqlanadi. О

2-misol. Tekislikdagi egri chiziqning ixtiyoriy M nuqtasiga o‘tkazilgan 
urinma, bu nuqtadan Oy o‘qqa parallel o'tgan to‘g‘ri chiziq va koordinata 
o‘qlari bilan chegaralangan OAMB trapetsiyaning yuzi S ga teng. M nuqta 
harakat qonuni tenglamasini tuzing.

®  M(x;y) noma’lum (izlanayotgan) egri chiziqning ixtiyoriy nuqtasi 
boisin.

U holda OAMB trapetsiyaning yuzi S = ~(OA + BM) ■ OB tenglik bilan 
ifodalanadi, bu yerda OB = AC-x, BM = y,
OA = CB = BM -  CM = BM -  AC ■ tga = y~x-tga (1-shakl).

Birinchi tartibli hosilaning geometrik ma’nosiga ko‘ra tga = y'.

U holda S = ~(y ~xy'+ y)x.

Demak, M nuqtaning harakat qonuni 
x2y' -2xy + 2S = Q. О

Differensial tenglamaning berilgan 
у\^=Уо(yoki y(x0)=y0) boshlang‘ich shart
bo'yicha xususiy yechimini topish masalasi 
Koshi masalasi deyiladi.

Teorema (Koshi masalasi yechimining 
mavjudligi va yagonaligi haqidagi teorema).
Agar Р0(хя,уа) nuqtani o‘z ichiga olgan

D sohada f(x,y) funksiya va — xususiy
dy

hosila uzluksiz bo'lsa, u holda y’ = f(x,y)
differensial tenglamaning .y|„,o = .v0 shartni qanoatlantiruvchi >■ -  <p{x) 
yechimi mavjud va yagona boiadi.

Teoremaning shartlari buziladigan nuqtalar maxsus nuqtalar deyiladi. 
Maxsus nuqtalar orqali yoki birorta ham integral egri chiziq o‘tmaydi yoki 
bir nechta integral egri chiziq o‘tadi.
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3.1.2. Umumiy yechimi chekli sondagi elementar almashtirishlar va 
kvadraturalar (elementar funksiyalarm integrallashlar) natijasida topiladigan 
birinchi tartibli differensial tenglamaga kvadraturada integrllanuvchi 
differensial tenglama deyiladi.

0 ‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar
В Ushbu

M(x)dx + N(y)dy = 0 (1-3)
ko‘rinishdagi tenglamaga о ‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama 
deyiladi.

(1.3) tenglamaning umumiy yechimi uni hadma-had integrallash orqali 
topiladi

J M(x)dx + J N{y)dy = C.

3-misol. Koshi masalasini yeching:

^  + 4 - 0 ,Я 0 ) - 1 .X - 1  у
®  0 ‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama berilgan.

Uni hadma-had integrallaymiz:
r 2 xdx * dy .

Bundan tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

In | x2 — 11 —-  = С yoki y = - 1
у  ln|x — 1 ] —С

Koshi masalasini yechish uchun tenglamaning umumiy yechimidan 
>>(0) = 1 shartni qanoatlantiruvchi С ni aniqlaymiz:

1 =-----1-----, C = —1.Inl-li-C
Demak, Koshi masalasining yechimi

1
y =In|x2-l|+l 

® Ushbu
M, (x) ■ N, (y)dx + Мг (x) ■ N2 (y)dy = 0, (1.4)

У = fSAf-Ay) (1-5)

tenglamalarga о ‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar deyiladi.
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(1.4) tenglama Nt{y)Mz(x) ifodaga hadma-had boiish orqali 
o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamaga keltiriladi

M2(x) N,(y) '
®  (1.4) tenglamani Nt (y)M1 (x) ifodaga hadma-had bo‘lishda ayrim 

yechimlar tushib qolishi mumkin. Shu sababli bunda Щу)Мг(х) = 0 
tenglamani alohida yechish va bu yechimlar orasidan maxsus yechimlami 
ajratish kerak bo‘ladi.

4-misol. Koshi masalasini yeching:
(1 + x1)dy + Q + y 1)dx = 0, _y(0) = l.

<S> Tenglamani ( 1 + jcj ) (1  + j 2) * 0  ga bo‘lib, o‘zgaruvchilami ajratamiz:

1 + x1 1 + у  
Bu tenglamani integrallaymiz:

arctgx + arctgy = С .
Bundan

tg(arctgx + arctgy) = tgC, = c,, bu yerda C, = tgC yoki
1 — xy

C .-xy - — !--------.
l+C,Jf

C, o‘zgarmasning qiymatini boshlang‘ich shartdan topamiz: C, =1. 
Demak, berilgan Koshi masalasining yechimi

l  — x лy =----- . О
1 +JC

(1.5) tenglama y' = Q  o‘rniga qo‘yish orqali о‘zgaruvchilari ajralgan 
dx

^  ~= f  (x)dx

tenglamaga keltiriladi.
<̂ > y' = f{ax + by + c) ko'rinishdagi integrallar (bu yerda a,A,c-sonlar) 

ax + by + c = u almashtirish yordamida o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga 
keltiriladi.

5-misol. y' + 2у  = 3jc + 5 tenglamaning umumiy yechimini toping.
<8> Tenglamani y' = 3 x -2 y  + 5 ko‘rinishda yozib olamiz.
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и = Ъх-2у + 5, и' = 3~2у' o‘rnigaqo‘yishlarbajarib, у' = Зх-2у + 5 
tenglamani o‘zgaruvchi!ari ajraladigan tenglamaga keltiramiz:

3-u' = 2u yoki — = 3-2w.dx
Bundan

du = —dx.
2m  —  3

Bu tenglamani integrallaymiz:
-In12и- 31= - jc + InC yoki 2и-Ъ = Сегх

2
Teskari o‘rniga qo‘yish bajarib, berilgan tenglamaning umumiy 

yechimini topamiz:
6x-4y + 7 = Ce“2'. О

Bir jinsli differensial tenglamalar
81 Agar /(Xx)funksiyada xva у o'zgaruvchilar mos ravishda txva tyga 

almashtirilganda (bu yerda t -  ixtiyoriy parametr) f(tx,ty) = f(x,y) shart 
bajarilsa, f{x,y) funksiyaga bir jinsli funksiya deyiladi.

И Agar У = f(x,y) differensial tenglamada f(x,y) bir jinsli funksiya 
bo'lsa, bu tenglamaga bir jinsli differensial tenglama deyiladi.

Bir jinsli differensial tenglama almashtirishlar orqaliVУ \x 
У.ko‘rinishda yozib olinadi va keyin — = u ( u = u(x)-noma’lum funksiya)
X

o£rniga qo‘yish orqali o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.
6-misol. y  = —In— tenglamaning umumiy yechimini toping.

JC x
<S> Tenglama bir jinsli. Shu sababli y = ux, y' = u'x + x o'rniga qo‘yishni 

bajaramiz. U holda berilgan tenglama
M'jc + M = MlnM yoki ux = u(\nu-\)

ko‘rinishga keladi.
0 ‘zgaruvchilarni ajratamiz:

du dx 
и(1п и — 1) x
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J
Bundan

Tenglamani integrallaymiz:

—- =f— yoki ln|ln«-l|=ln|;c)+lnC.u(mu — l) x

ln u -l = xC yoki u = ec
u = — ekanini inobatga olib, topamiz: x

— = ec"1 yoki y = xec

7-misol. Tekislikdagi egri chiziqning ixtiyoriy M nuqtasiga o'tkazilgan 
urinmaning ordinatalar o'qida ajratgan kesmasi urinish nuqtasining 
abssissasiga teng. Egri chiziqlar oilasini toping.

M(x;y) noma’lum (izlanayotgan) egri chiziqning ixtiyoriy nuqtasi 
bo‘ ’lsin. Masalaning shartigako‘ra: OA = OC=x.

AADM va AMBC uchburchaklarning 
o‘xshashligidan (2-shakl):

AD _MC 
DM ~ С В '

Bunda
AD = AO -  DO = AO -  MC = x -  y,

MCDM = ОС = x, —  = tg(l 80° - a )  = -tga,
CB

bu yerda tga = / .
U holda

x - y = -y' yoki / : y - x
X X

Bir jinsli tenglama hosil boidi. 
Uni yechamiz: 2-shakl.

dxu'x + u = u - l,  u'x = - 1, du =---- , u = C -\n\x\.
x

u = -  o‘miga qo'yish bajarib, egri chiziqlar oilasini topamiz:.У
x

Ushbu
y = Cx-xln\x{. О  

dy ax + by + с
dx a, x + bty + с, 

tenglama c = c, =0 bo‘lganda bir jinsli tenglama bo‘ladi.

(1.6)
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Agar с va с, (yoki ulardan biri) noldan farqli bo‘lsa, u holda (1.6) 
tenglama:

1) abx -a,b *=0bo‘lganda x,=x,+a, y = y, + p almashtirishlar orqali bir 
jinsli tenglamaga keltiriladi;

2)abl - a lb = 0 bo‘lganda z-ax  + by o‘miga qo‘yish orqali o‘zgaruvchilari 
ajraladigan tenglamaga keltiriladi.

(1.6) tenglamani integrallashda qo‘llaniladigan usul
dy _ j -  ax + by +  с

dx Î a.jc + V  + Ci,
(bu yerda / -  ixtiyoriy funksiya) tenglamani integrallashda ham qo‘llaniladi.

8-misol. у' = ~x +У—L tenglamaning umumiy yechimini toping.
-x+2y+3

®  Shartgako‘ra: a = 2, 6 = 1, a,=-I, 6, = 2, ab,-а,6 = 2-2-(-1)-1 = 5*0. 
Bu koeffitsiyentlardan

2cc + P - l  = 0,
- а  + 2р+Ъ = 0 

sistemani tuzamiz.
Uning yechimi: a = l, p --\ .
U holda

dyx _ 2xt + yt 
dxi ~x, + 2y,

kelib chiqadi.
Bu tenglamani yechamiz:

, 2 +и , ■ (2u-l)du dx.их. + u - ------  yoki —----- -L~.— = —L.1 2« -  2(1 + u - u )  x,
Bu tenglamani integrallaymiz:

2 С
l  +  U - U  = ~ r .

x, va yt o‘zgaruvchilarga qaytamiz:

l + - - 4  = -T- y°ki < + х,У:~У?=С-
х г X ,  X,

x, = x -1 va yt = у +1 o‘miga qo‘yish bajarib, almashtirishlardan keyin 
topamiz:

x1 + x y - y 2 - x - 3 y - C , bu yerda С =C + 1. О
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9-misol. /  = ^ 2х + ̂ У—\ tenglamaning umumiy yechimini toping.
4x + 6 у  -  5

®  Shartga ko‘ra: a = 2, b = 3, a,= -4, fe,=-6.
Bundan - a tb = 2- (-6) -  (-4) -3 = 0. Shu sababli 2x + 3y-\ = u belgilash
kiritamiz. Bundan 2 + 3/ = и' yoki /  = “ ~ 2 .

U holda berilgan tenglama
m' -  2 _ м 
~ 3 2м- 3

ko‘rinishga keladi. Bundan

tenglama kelib chiqadi. Uni integrallaymiz:
2h + 91n [ и -  6 1= x + С. 

jc va у o‘zgaruvchilarga qaytamiz:

х + 2у + Ъ\п\2х + Ъу-1\=С, bu yerda С = ̂ ~ .  О
Bir jinsli boimagan ayrim differensial tenglamalar 

y = z", y' = nz"Az'
o'miga qo'yishlar orqali bir jinsli tenglamaga keltirilishi mumkin.

10-misol. 2хгу' = /  + xy tenglamani bir jinsli tenglama ko‘rinishiga 
keltiring.

®  Berilgan tenglamada y - z n, y' = m”'z’ o‘miga qo‘yishlami 
bajaramiz:

2x2nz"~lz' = z3” + xz".
Bu tenglama barcha hadlarining daraja ko‘rsatkichlari teng bo‘lganda bir 

jinsli boiadi : 2 + n - l  = 3n = n + l.
Bu tengliklardan topamiz: n = i .  U holda berilgan tenglama

1 —1 - - x22x2-—z2 z' = y 1 + xz1 yoki -j=z' = zfz  + x4z
2 Vz

ko‘rinishga keladi.
Oxirgi tenglikdan

, , ,  ,  • . Z 1 +  XZ
X Z  =  Z  +  XZ yoki z = -----------—

j:
bir jinsli tenglama kelib chiqadi. О
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8® Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqli bo‘lgan
/  + P(x)y = Q(x) (1.7)

tenglamaga chiziqli bir jinsli bo ‘Imagan differensial tenglama deyiladi, 
bu yerda P(x), Q(x) * 0 -  x ning uzluksiz funksiyalari (yoki o'zgarmaslar).

Ushbu
y' + P(x)y = 0 (1.8)

(1.7) tenglamaga mos chiziqli bir jinsli tenglama deyiladi. Chiziqli bir jinsli 
tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama bo‘ladi.

Chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamaning yechimi xning 
ikkita funksiyasi ko‘paytmasi y = u{x)-v(x) ko‘rinishida izlanadi. Bunda 
funksiyalardan biri, masalan v(x), tanlab olinadi va ikkinchisi (1.7) 
tenglkdan aniqlanadi. Chiziqli tenglamani yechishning bu usuliga Bemulli 
usuli deyiladi.

11 -misol. У -  — = ——r-tenglamaning umumiy yechimini toping.
X 1+x

1 X<&> Berilgan tenglama chiziqli: P(x) =— , Q(x) = --r.x 1 + x
y = uv, y' = u'v + v'u o‘rnigaqo‘yishni bajaramiz:

xu'v + ut V —  =-

Chiziqli differensial tenglamalar

xj 1+x
Bu tenglamadan

v' -  — = 0, 
x

xuv = -1 + x
sistema kelib chiqadi. Sistemaning birinchi tenglamasini integrallaymiz:

dv dx rdv ,dx , . , , ^— = — , j — = J—, In | v|=ln|x|+lnC, v = Cx
V  X  V X

yoki С = 1 da v = x.
v ni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo‘yamiz:

u'x = — yoki  u' = ——l + xJ J 1 + x2
Bundan и = arctgx + C, Demak, tenglamaning umumiy yechimi

у = x(C + arctgx). О
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bo‘lgan
x' + Pl(y)x = QI(y)

ko‘rinishga berilgan bo‘lsa, u holda * = u(y) ■ v(y) o ‘miga qo‘yish bajariladi.

12-misol. (y2 -6x)y' + 2y = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping. 
<S> Berilgan tenglama у  erkli o‘zgaruvchi va uning x funksiyasi uchun 

chiziqli tenglama bo‘ladi:

2y f£ -6x  = - y 2 yoki = P{y) = -~ , =dy у  2 у 2
x = w, x' = u'v + v'u o‘miga qo‘yishni bajaramiz:

зИ у

Agar differensial tenglama i v a  uning hosilasiga nisbatan chiziqli

U V + u\ v — -
У) 2

Bu tenglamadan

fv ' -  — = 0,
У

u 'v ^ -У-
2

sistema kelib chiqadi.
Sistemaning birinchi tenglamasini integrallaymiz:

-  = 3 ^ ,  J * . 3A  ln|v|»3b|,|. v -C y1 
v у v у

yoki C = 1 da v = y3.
v ni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo‘yamiz:

1

Bundan
M = —  + C. 

2y
Demak, tenglamaning umumiy yechimi

* Л / ( 1  + 2Су). О

<siS> Bir jinsli bo‘lmagan (1.7) tenglamani yechishda ixtiyoriy 
o'zgarmasni variatsiyalash usuli deb ataluvchi usul qo‘Ilanilishi mumkin.

(1.7) tenglamani ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli bilan yechish 
ikki bosqichda amalga oshiriladi.
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Birinchi bosqichda (1.7) tenglamaga mos bir jinsli (1.8) tenglama 
yechiladi:

ko'rinishda izlanadi. Bunda С o‘zgarmas biror differensiallanuvchi 
C(x) fimk-siyaga tenglashtiriladi, ya‘ni С o‘zgarmas variatsiyalanadi.

®  Chiziqli differensial tenglamalami yechishning ixtiyoriy 
o‘zgarmasni variatsiyalash usulida yechimning ko‘rinishini yodda saqlash 
shart emas, balki bu yechimni topish algoritmini bilish muhim: birinchi 
bosqichda berilgan tenglamaga mos bir jinsli tenglama yechiladi va 
ikkinchi bosqichda bir jinsli boimagan tenglamaning yechimi topilgan bir 
jinsli tenglamaning yechimi ko'rinishida izlanadi, buhda ixtiyoriy o‘zgarmas 
o‘zgaruvchi miqdor deb hisoblanadi.

U holda (1.7) tenglamaning umumiy yechimi

у = С е ' ^ .
Ikkinchi bosqichda (1.7) tenglamaning umumiy yechimi у = С<Г̂ <Х)А

y = e -^ ( fQ (x )e ^ d x  + C)
ko'rinishda bo‘ladi.

variatsiyalash usuli bilan yeching.
®  Berilgan tenglamaga mos bir jinsli tenglamani yechamiz:

x + l у x + l
Berilgan tenglamaning yechimini

У ----— y = 0, — = —— , Iny = 21n|jc + l|+lnC, y = C(x + l)1.

y = C(x)(x + l f
ko‘rinishda izlaymiz.

Bundan
У = C'(x)(x +1)2 + 2C{x\x +1).

у va y'ni berilgan tenglamaga qo'yamiz:
С'(хХх +1)2 + 2C(x)(x +1) -  2 C(x)(x + l) = (x + l)s.

U holda
C'(x) = (* + !), C(x) = ̂ i L  + C.

Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi:
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14-misol. 0 ‘zgarmas elektr toki zanjirida qisqa tutashuv vaqtida tok 
kuchining o‘zgarish qonunini toping.

<S> Agar R -  zanjirning qarshiligi, E -  tashqi elektr yurituvchi kuch

L - zanjirning induksiya koeffitsiyenti bo‘lsin. U holda tok kuchining
har qanday o‘zgarishida zanjirda qiymati L— ga teng va tashqi EYKga

dt
qarama-qarshi yo'nalgan EYK hosil bo‘ladi. Om qonuniga ko‘ra har bir 
t vaqtda tok kuchining qarshilikka ko‘paytmasi qarama-qarshi yo‘nalgan 
tashqi va ichki EYKlar yig‘indisiga teng bo‘ladi:

Oxirgi tenglama bir jinsli bo‘lmagan chiziqli differensial tenglama. 
Bu tenglamaga mos bir jinsli tenglamani yechamiz:

К(EYK) bo‘lsa, u holda I = /(?)tok kuchi noldan — qiymatgacha o‘sib boradi.
R.

IR = E -L — yoki — + —/ = — (E,L,R = const), 
dt 3 dt L L

R

_ R  R  - t  R  - i  F

C\x)e L -C (x )je  L +jC(x)e~~L = j .

U holda

Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi:

I = — + Ce ~1'. R
t = 0 da lit) = 0. Shu sababli С = — .

R
Demak, izlanayotgan qonun

tenglama bilan ifodalanadi. О
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Bernulli tenglamasi
Ushbu

y '  + P(x)y  = Q(x)y\ n>2 (1.9)
ko‘rinishdagi tenglamaga Bernulli tenglamasi deyiladi.

Bu tenglama z = y l~", z' = (I-n)y~" y'o‘miga. qo‘yishlar orqali chiziqli 
tenglamaga keltiriladi:

Izoh. 1. Bernulli tenglamasidan n = 0 bo‘lganda chiziqli tenglama, 
n = 1 bo‘lganda o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama kelib chiqadi.

2. Bernulli tenglamasini bevosita y = u-v o‘miga qo‘yish orqali yoki 
ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli bilan yechish mumkin.

15-misol. y' + xy = xy3 tenglamaning umumiy yechimini toping.
®  Bernulli tenglamasi berilgan: n -  3.

г = y'~3 = y'1 belgilash kiritamiz va berilgan tenglamani

sistema kelib chiqadi.
Birinchi tenglamani integrallab v = ey' xususiy yechimga ega bo'lamiz 

va uni ikkinchi tenglamaga qo‘yamiz:

z' + (1 -  ri)Pz = (1 -  n)Q.

Demak, berilgan Bernulli tenglamasining umumiy yechimi: 

j 2=l + Ce‘= yoki y2(l + Cex’) = l. О
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IS Agar
M (x, y)dx + N(x, y)dy = О ( Ы 0 )

tenglamaning chap qismi biror u(x,y) funksiyaning to‘liq differensiali, ya’ni
du = M(x,y)dx + N(x,y)dy 

bo‘Isa, (1.10) tenglamaga to ‘liq differensialli tenglama deyiladi.
Agar ~  = ~  shart bajarilsa (1.10) to‘liq differensialli tenglamaay dx

boiadi. Bunda (1.10) tenglamaning umumiy yechimi

\M{x,y)dx + \ ^ (x ,y ) -\ ~ d x jfy  = C (1-11)

formula bilan aniqlanadi.

16-misol. (y+ex s'my)dx + (x + ex cosy)dy=0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.

®  Tenglamada M(x,y) = y + ex siny, N(x,y) = x + e‘ cosy.
n ,m , DM dN 1 x , . dM dNBunda----= l + e cosy, —  = I + e cosy, ya m ---- = —

dy dx dy dx
Demak, tenglama to‘liq differensialli

^  = M(x,j dx
integrallaymiz :

u = yx + e* siny + ̂ (y).
Bundan

<p(y) = u -y x -e xsmy va <p,(y) = — -x-e*cosy.
dy

ЭиBunda — ~N(x,y) ekani inobatga olinsa p'(y) = 0bo‘ladi. U holda w(y) = С . 
dy

Demak,
u = ex siny + yx + C yoki yx + ex siny = С . О

&  Shart baJarilmasa C1-10) tenglama to‘liq differensialli
bo‘lmaydi. Bunday tenglamani integrallovchiko'paytuvchi deb ataluvchi 
M(x,y) funksiyaga ko‘paytirish orqali to‘liq differensialli tenglamaga 
keltirish mumkin.

To ‘liq differensialli tenglamalar

~  = M(x,y) boigani uchun — = y+e’ siny. Bu tenglikni x bo‘yicha dx dx
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м(х,у) integrallovchi ko‘paytuvchi

xususiy hosilali differensial tenglama yechimidan iborat bo'ladi. 
Integrallovchi ko‘paytuvchini quyidagi hollarda oson topiladi:

dM dN
1) M.----— = F(x) bo‘lganda u /фс) = kabi aniqlanadi;

N
dN dM

2) —— = bo'lgandau /u(y)=e^,y>'iy kabi aniqlanadi.
M

17-misol. (x2 -  y)dx + xdy = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping. 
®  Tenglamada M(x,y) = x2 -y ,  N(x, y) = x.
„ , dM , dN , , . dM dN Bundan —  = -1, —  = 1, ya m — .Sy dx dy dx
Demak, tenglama to‘liq differensialli emas.
Berilgan tenglama uchun integrallovchi ko‘paytuvchini topamiz:

dM dN

Berilgan tenglamani //(*) ga ko‘paytiramiz:

Bu tenglamada
dM _dN _ 1 
dy dx x2

Tenglamaning yechimini (1.11) formula bilan topamiz:

Demak,
x + — = C. О

X
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ko‘rinishdagi tenglamaga hosilaga nisbatan yechilmagan differensial 
tenglama deyiladi.

(1.12) tenglamani integrallashning ayrim usullarini keltiramiz.
1°. (1.12) tenglama

F{y') = 0 (1.13)
ko'rinishda berilgan bo‘lib, bunda tenglamaning hech bo‘lmaganda bitta 
y' = k, yechimi mavjud bo‘lsin.

U holda

3.1.3. Ushbu
F(x,y,y') = 0 (1.12)

bo‘ladi.

18-misol. у 5 -2 у’4 + зу -6  = 0 tenglamani yeching.
®  У = k berilgan tenglamaning yechimi bo'lsin. U holda dy-kdx dan 

y = kx + C boiadi. Bundan
- , y - cу = k = ------ .

.x
Demak, berilgan tenglamaning yechimi 

2". (1.12) tenglama
Пу,у1 = 0 (1.14)

ko‘rinishda bo‘Isin. Bu tenglamani y' ga nisbatan yechish oson bo‘lmaganda 
t parametr kiritiladi va (1.14) tenglama ikkita parametrik tenglama bilan 
almashtiriladi:

y = <p(t), y' = y/(t), t0<t<t„ bu yerda F(<p(t),i//(tj) = 0,
Bunda (1.14) tenglamaning yechimi

x = t dt + C , y = <p(t)
V w

parametrik tenglamalar bilan aniqlanadi.
2 2

19-misol. y y + y"’ =1 tenglamaning umumiy yechimini toping.
<&> y = cos3/, y  = sin3/ bo‘lsin.
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U holda
dy 3cos2/sin? , „cos2? ,dx = — =-------- -—-dt = -3--- --dt.
у sin t sm t

Bundan
ллс^ f

x = -3 f -d t = 3t + 3 ctgt + C. sin t

Demak, berilgan tenglamaning yechimi
x = 3t + 3ctgt + C, y = cos3t 

parametrik tenglamalar bilan aniqlanadi. О

(1.14) tenglamani у ga nisbatan yechish oson bo‘lganda parametr p = y 
parametr kiritiladi.

Bunda (1.14) tenglamaning yechimi
x = \^-^-dp + C, у = (pip)

P
parametrik tenglamalar bilan aniqlanadi. Bu tengliklardan p parametr 
yo'qotilsa, Ф(х,у,С) = 0 yechim kelib chiqadi.

20-misol. y = у'2 + 4/3 tenglamaning umumiy yechimini toping.
®  у' = Р  bo‘lsin. U holda tenglama

j/ = p2 +4 p\
ko‘rinishga keladi. Bundan

у' = (2p + \2p2)p’, р = (2р+12рг)р', p-(\- 2(1 + 6p)p) = 0.
U holda
l-2 ( l + 6p)p' = 0, 1 = 2(1 + 6p)p', dx = 2(l + 6p)dp, х = 2р + 6рг +C. 

Demak, berilgan tenglamaning yechimi
x = 2p + 6p2+C, y = p2+4p> 

parametrik tenglamalar bilan aniqlanadi.
Bundan tashqari tenglama

[p=0
maxsus yechimga ega. О  

3°. (1.12) tenglama
F(x,y') = 0 (1.15)

ko‘rinishda bo‘lsin. Bu tenglamani y' ga nisbatan yechish oson bo'lmaganda
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t parametr kiriti ladi:
x = qKt\ y' = 4/(t), t0 < t < tx, bu yerda F(<p(t), <//(t)) = 0, t e ((„;<,).

Bunda (1.15) tenglamaning yechimi
y = \i//(i)<p'(t)dt+C, x = q>(t) 

parametrik tenglamalar bilan aniqlanadi.
(1.15) ni у ga nisbatan yechish oson bo'ganda /> = /  parametr kiritiladi 

va quyidagi yechimlar topiladi:
y = \p4>\p)dp + C, x = <p(p).

Bu tengliklardan p parametmi yo‘qatilsa, Ф(х,у,С) = 0 yechim kelib chiqadi.

21-misol. jc = / cos/  tenglamaning umumiy yechimini toping.
®  Berilgan tenglamani

y' = p , x = pcosp
ko‘rinishda yozamiz.

Bu tengliklardan
dx = ~ ,  dx = (cos p — p  sin p)dp 

P
yoki

dy = p(cos p -  psin p)dp
tenglik kelib chiqadi.

Uni integrallaymiz:
y = p1 cos p -  psin p -  cosp + C.

Demak, berilgan tenglamaning yechimi
x= pcosp, y = p2cosp-psinp-cosp  + C 

parametrik tenglamalar bilan aniqlanadi. О
4°. (1.12) tenglama

У = х<р(у') + ИУ) (1-16)
ko'rinishda bo‘lsin, bu yerda <p(y), y/(y')~ /ningjna’lum funksiyalar!

(1.16) tenglamaga Lagranj tenglamasi deyiladi. Lagranj tenglamasi 
y' ga nisbatan yechilgan bo‘Igani sababli p = y’ parametr kiritiladi va u

y = x<p(p) + t//(p)
ko'rinishga keltiriladi. Bu tenglama * bo‘yicha differensiallanadi va x = x(p) 
noma’lumga nisbatan chiziqli

dx(p -  <P(j>))—  = X(p\p) + ц/\р) dp
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tenglama keltirib chiqariladi. Bu tenglamaning x = a>(p,C) yechimi va
„v- xtp(p) + 4/(p) tenglamadan p parametmi yo‘qotib, (1.16) tenglamaning
umumiy integralini topiladi:

y~y{x,C).

у = хср(р) + цг(р) tenglamaga o‘tishda — bo‘lish bajariladi. Bunda
dx

— = 0, ya’ni p = p0 = const yechim tushib qolishi mumkin. Parametming bu dx
qiymati p -  <p(p) = 0 tenglamaning yechimi bo‘ladi. Shu sababli 
y = x<p(p0) + if/(p0) yechim Lagranj tenglamasining maxsus yechimi bo‘ladi.

22-misol. y=x( 1 + /) + y'2 tenglamaning umumiy yechimini toping.
®  Berilgan tenglama Lagranj tenglamasi. Bu tenglamani y' = p deb,

y = x(\ + p) + p2 
ko'rinishda yozamiz va differensiallaymiz:

y'={\ + p) + (x + 2p)p'.
Bundan

p = (l +p) + (x + 2p)p', \ + {x + 2p)p' = 0, x' + x + 2p = 0, x' + x = -2p  
chiziqli tenglama kelib chgiqadi.

Bu tenglamaning yechimi
x — 2 - 2  p + Ce~p

bo‘ladi.
Demak, berilgan tenglamaning yechimi

x = 2 -2 p + Ce-p, у = (2-2р + Сер)-(\+р) + рг. О

5". (1.19) tenglama
y = xy' + H/) 0 -17 )

ko‘rinishda bo‘Isin, bu yerda i^(y')- /ning ma’lum funksiyasi.
(1.16) tenglamaga Klero tenglamasi deyiladi.

Klero tenglamasi yechishda p = /  parametr kiritiladi.
Bunda (1.17) tenglamaning

у = xC + y/(C)
ko‘rinishdagi umumiy yechimi kelib chiqadi.

х + ц/\р) = 0 boMganda (1.16) tenglamaning xususiy yechimi 
x = -w'(p% У = хр + у/(р) 

parametrik tenglamalar bilan aniqlanadi. Bu yechim Klero tenglamasining 
maxsus yechimi bo‘ladi.
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23-misol. у -  xy' + cosy' tenglamaning umumiy yechimini toping.
®  Berilgan tenglama Klero tenglamasi. Bu tenglamani y' = pdeb,

y  = xp + cos p 
ko'rinishda yozamiz va differensiallaymiz:

p = p + (x-sinp)p'.
Bundan

(x-sin/?)p' = 0
tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikdan p = 0 yoki p = C kelib chiqadi.

U holda berilgan tenglama
>, = jtC + cosC

yechimga ega bo‘ladi.
x -  sin p = 0 yoki x = sin p da tenglama maxsus yechimga ega bo‘ladi. 
Bundan p = arcsinj; yoki /  = arcsimt kelib chiqadi. Bu tenglamani 

integrallab berilgan tenglamaning maxsus yechimini topamiz:
y = xaicsinx + л/Г^7+с о

Mashqlar

3.1.1. Massasi m ga teng o‘q qarshilik kuchi o‘q tezligining kvadratiga 
proporsional bo‘lgan devorni teshib o‘tmoqda. 0 ‘q harakat qonunining 
tenglamasini tuzing.

3.1.2. Dvigateli o‘chirilgandan keyin qayiq harakatini suvning qayiq 
tezligiga proporsional qarshilik kuchi ta’sirida sekinlatmoqda. Qayiq harakat 
qonunining tenglamasini tuzing.

3.1.3. Agar havoning qarshiligi sportchi tezligining kvadratiga 
proporsional bo‘lsa, sportchining parashutda tushishi qonini tenglamasini 
tuzing (havo zichligining o‘zgarishi hisobga olinmaydi).

3.1.4. Massasi m ga teng material nuqta t vaqtga to‘g‘ri proporsional 
va v harakat tezligiga teskari proporsional kuch ta’sirida to‘g‘ri chiziqli 
harakat qilmoqda. Material nuqta harakat qonunining tenglamasini tuzing.

3.1.5. Tekislikdagi egri chiziqning ixtiyoriy M nuqtasiga o‘tkazilgan 
urinmaning urinish nuqtasi va abssissalar o‘qi orasidagi kesmasi ordinatalar 
o‘qi bilan kesishish nuqtasida teng ikkiga bo‘linadi. M nuqta harakat qonuni 
tenglamasini tuzing.
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3.1.6. Tekislikdagi egri chiziqning ixtiyoriy M nuqtasiga o‘tkazilgan 
urinma, urinish nuqtasining radius vektori va abssissalar o‘qi hosil qilgan 
uchburchakning yuzi s ga teng. M nuqta harakat qonuni tenglamasini 
tuzing.

3.1.7. Berilgan funksiya mos differensial tenglamaning yechimi 
ekanini ko‘rsating:

21)y = —- xy1dx-dy = 0;
JC

2)y = arctg(x +y) + C, (jc + y)2 dy -  abc = 0;

3 ) j- jc  = 4e>', {x -  у + \)dy -  dx = 0; 4) x = te‘, y = e~', (1 + xy)cfy + y2dx = 0.

3.1.8. 0 ‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalarni yeching:

1) xdx + ydy = 0; 2) 2xdx -  (3y1 +1 )dy = 0;

3 ) ^ +^  = 0; 4 ) * + ® ^  = 0;
x + 1 у x lncos^

,, dy „ f  яг) , sinjMbc cos ydy .  ( я\ я5) ctgxdx + ^- = 0, Л -  =1; 6 ) ---- — + — f ^  = 0, и — =—;у \2J cos x sun у v4у 4
7) y' = ex*r; 8) x2x'+ у2 =1;
r.4 1 m > ■ x + У ■ x ~ У9) y =tgx-tgy; 10) у +sm—̂ -  = sm—

11) ■sj l - y 2dx + y -] l-x 1dy = 0; 12) (1 + y 2)xdx -  (1 + x2)ydy = 0;

13)/sin*-j^n.y = 0, = 14) y'= {2y + \)ctgx, - Ж 12) . . . . .  о , r

15) (1 + x)ydx + (1 -  y)xdy = 0, y( 1) = 1; 16) ye2xdx -  (1 + e2x)dy = 0, j(0) = V2; 
17) у '+ у = x + l; 18)(x + 2y)y’ = l;
19)y' = -yj4x -  2у - 1; 2 0 )/  = sin(j-x).

3.1.9. Bir jinsli differensial tenglamalarni yeching:

I) (x + 2y)dx -  xdy = 0; 2) (x + y)dx + (x -  y)dy = 0;

3) y(x + y)dx -  x(2x + y)dy = 0; 4) (y-^ jx2 + y2)dx -  xdy = 0;

5) xydx + (y1 -  x2)dy = 0; 6) (x: +xy +y2)dx-x2dy = 0;
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9) ydx + (-/ху -  x)dy = 0, >’(1) = 1; 10) 2xydx + {у1 — 3x1)dy = 0, у(0) = 1;

11) (2х + у +1 )dx + (х + 2 у - 1 )dy = 0; 12) (>■ + 2 )dx -  (2х + у -  A)dy = 0;

13) (х + у + 2 )dx + (2х + 2 у - 1 )dy = 0; 14) (2х + у +1 )dx -  {Ах + 2 у -  3 )dy = 0.

3.1.10. Tenglamalami bir jinsli tenglama ko‘rinishiga keltiring:

1) (x1y1 -1 )y' + 2xy3 =0; 2) 2y' + x = 4-Jy.

3.1.11. Parallel tarqatilgan nurlami jamlovchi oyna tenglamasini tuzing 
(oyna Oxy tekislikda qaralsin, nurlar Oxo'qqa parallel tarqatilsin. nurlar
О nuqtaga jamlansin).

3.1.12.Tekislikdagi A(0;l) nuqtadan o'tuvchi egri chiziqning ixtiyoriy 
A/nuqtasiga o‘tkazilgan urinmaning Ox o‘qdagi proeksiyasi urinish nuqtasi 
koordinatalarining o‘rta arifmetigiga teng. Egri chiziq tenglamasini tuzing.

3.1.13. Chiziqli differensial tenglamalami yeching:

1) (2x +1)/ = 4x + 2y; 2) y' -  ytgx = ctgx;
3) ydx-(x + y 1)dy = 0; 4) y 2dx-(2xy + 3)dy = 0.

3.1.14. Chiziqli differensial tenglamalami ixtiyoriy o ‘zgarmasni 
variatsiyalash usuli bilan yeching:

1) xy'-2y  = 2x'\ 2) y ’ + — = 2 lax+ 1;
x

3) Ху' + у -  ег -  0, y(2) = 3; 4) у' + ytgx = —— , y(0) = 0.
cosx

3.1.15. Tekislikdagi G(0;0) nuqtadan o‘tuvchi egri chiziq ixtiyoriy 
nuqtasining burchak koeffitsiyenti bu nuqta koordinatalarining yig‘indisiga 
teng. Egri chiziq tenglamasini tuzing.

3.1.16. m massali material nuqta nolga teng boshlang‘ich tezlik bilan 
suvga tushirilmoqda. Nuqtaga o‘g‘irlik kuchi va tushish tezligiga 
proporsional suvning qarshilik kuchi ta’sir qilmoqda (k -proporsionallik 
koeffitsiyenti). Nuqta harakat tezligi tenglamasini tuzing.

7) х^у' + ехJ = у; 8) ху' = у + xtg—\
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3.1.17. Bemulli tenglamalarini yeching:

\) y' + -^ -r+ y1 =0; 2 )  y' + -̂ = x2y i ;
X + l  x

3 ) y ' - J L  = - -L ;  4) xy' + y = y 2lnx;
2x 2 у

5) У -  ytgx =  - у г c o s jc ; 6) у' + = y 2(l + x*)sinx, ><0) = 1.

3.1.18. To‘liq differensialli tenglamalami yeching:

1 )  (x + y)dx + (jc  -  2y)dy = 0 ;  2 )  —сЬ + (уг + In x)dy =  0 ;
*

3) (3jc2 + 2y)dx + (2x -  3)dy = 0; 4) e~ydx -  (2y + xe~y)dy = 0;

5 ) ( 2 x + I n y)dx+ -  +siny\dy = 0\ 6 )  ( 2 x 3 -x y 2)dx + (2уг- x 2y)dy = 0.
U  J

3.1.19. Tenglamalami integrallovchi ko‘paytuvchi yordamida to iiq  
differensialli tenglamaga keltiring va yeching:

1 )  (x2 + y)dx-xdy = 0; 2 )  (xy2 + y)dx -  xdy = 0 ;

3) (ел + sin x)dx + cos xdy = 0; 4) (x! -  sin2 y)dx + xsin2 ydy = 0.

3.1.20. Differensial tenglamalami yeching:

1) y = y'2ey; 2) y*]y' - 1  = 2 -  y';
3) y  = y ' ^ 7 :-, 4) y - ( y '  - l ) e yi I
5) jc = У 3 -  У + 2 ;  6 ) х  = 2У-1пУ;
7) * = 21пУ~У; 8) x = y'2--У -1 ;

9 ) ,  = 1у * +у -1 ,* ; 10)j/ = (x + l)y2.

3.1.21. Lagranj va Klero tenglamalarini yeching:

1) У = х{у'-\) +y'1', 2) у  -  xy'2 + y ’3;

3) y  = xy'2 + y'2- 4) y  = xy'2+y'-

5) у  = xy' -  у'л; 6) y = xy' + y' + yfy7;

7 )  у = ху' + у Г; 8 ) y  = xy' + y .
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3.2. YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL 
TENGLAMALAR

Tartib in i pasaytirish mumkin bo‘ lgan differensial tenglam alar

3.2.1. Tartibi birdan yuqori bo‘lgan differensial tenglamaga yuqori 
tartibli differensial tenglama deyiladi. и-tartib li oddiy differensial tenglama 
umumiy holda

F (x,y,y',y ,...,yw ) = 0, n>2, 
ko'rinishda yoziladi, bu yerda л -e rk li o‘zgaruvchi, ^ -nom a’lum funksiya, 

-nom a’lum funksiyaning hosilalari, F -{ n  +1) o‘lchamli
sohada (n + 1) o‘zgaruvchining funksiyasi.

y (r} ganisbatan yechilgan и-tartib li differensial tenglama 
y(r) =f(x,y,y',y’,- ,y l"~')) 

ko'rinishda ifodalanadi, bu yerda /  -berilgan funksiya.
n -tartib li differensial tenglamaning umumiy yechimi deb, « ta  ixtiyoriy 

o‘zgarmasga bog‘liq bo‘lgan quyidagi shartlami qanoatlantiruvchi 
у  -  cp(x, C,, C2 C. ) funksiyaga aytiladi:

a) у  С,,C2,...,C„ixtiyoriy o‘zgarmaslaming istalgan qiymatida (2.2) 
differensial tenglamani qanoatlantiradi;

b) boshlang‘ich j\ ^  = ya, y ’\ ,̂ = yl , / Ц  = y l  shartlar 
har qanday boiganda ham, ixtiyoriy o‘zgarmasIarning shunday Cl,C1,...,Cn 
qiymatlarini topish mumkinki, у  = <р(х,С ,̂С2,...,Сп) yechim boshlang‘ich 
shartlami qanoatlantiradi, y a ’ni

y0=<p(x0,C„C2,...Cn),
Х=<рЧ*0Д Д ,- - -Д ) ,

=9><Г>(хД,Сг,...,Сй)
boMadi.

<̂ > Differensial tenglamaning у\х=Га = y0, y ] , , ^  y'0 ^ ’1 ^  = y",
= boshlang‘ich shart bo‘yicha xususiy yechimini topish 

masalasi Koshi masalasi deyiladi.
Teorema. Agar (x0;y0;y ’0;y'-,...;y^''‘) nuqtani o‘z ichiga olgan D sohada

178



/(х,у,У ,/,...,У"Ч)) funksiya xususiy hosilalari bilan

uzluksiz bo‘lsa, u holda y'"' = / O ,_ y ,y ,y . .,У"Ч))differensial tenglamaning 
y \ = >0, У I = y’o, = J'o, ■ ■ ■>У "’’ I ̂  = УГ') shartlarni qanoatlantiruvchi 
yechimi m avjudva yagona boiadi.

1-misol. y ' = y ^  differensial tenglama yechimining mavjudlik va
x

yagonalik sohasini toping.

<S> f(x ,y ,y ') = y^ ~ funksiya va uning ~  = xususiy hosilasi 
x dy x

x * 0 , y'> 0 da uzluksiz. —  = — xususi y hosila х * 0 , у' > 0 da uzluksiz.
dy' 2 x^jy'

Demak, berilgan tenglama x * 0 , y'> 0 da yagona yechimga ega 
bo‘ladi. О

<§=§> Ayrim hollarda я -tartib li differensial tenglamaning shunday 
yechimini topish zaruriyati tug‘iladiki, bunda yechim qaralayotgan 
kesmaning chetki nuqtalarida berilgan qiymatlami qabul qiladi. Bunday 
shartlar chegaraviy shartlar deyiladi. Tenglamaning chegaraviy shartlarini 
qanoatlantiruvchi yechimni topish masalasi chegaraviy masala deyiladi.

Yuqori tartibli differensial tenglamalami yechish usullaridan biri 
tartibini pasaytirish usuli hisoblanadi.

У”’ = /(х) ко ‘rinishdagi tenglama

0 ‘ng tomoni kvadraturada integrallanuvchi, uzluksiz f(x )  ftmksiyadan 
iborat bc>‘lgan У ’ = f(x )  tenglama bevosita integrallash orqali tartibi bittaga 
past bo‘lgan va bitta ixtiyoriy o‘zgarmasni o‘z ichiga olgan differensial 
tenglamaga keltiriladi. Integrallash yana n - 1 marta bajariladi va berilgan 
tenglamaning « ta  ixtiyoriy o‘zgarmasni o‘z ichiga olgan umumiy yechimi 
topiladi:

jix )  = j  (j(...jf(x)dx))dx + C, + С  + ... + C .

2-misoI. y m = differensial tenglamaning umumiy yechimini toping. 

®  Tenglamaning o‘ng tomoni faqat * ga bog'liq. Shu sababli

179



differensial tenglamaning chap va o‘ng tomonlarini ketma-ket uch marta 
integrallaymiz:

* Anx jy - l - j * -
w = lnx, du = —  

x
, dx 1dv = —~, v = —  

x x

1, rdx 1, 1= — lnx + J — = — Inx----+ C,,

y' = J -  — \nxdx -  j —  + Ctx = -jln xd ln x-In x  + Ctx = “ “ to2 л  -  In jc + Ctx + C2.

у  = - j  ̂ ln2 xdx -  jlnxdx + ~C,x2 +C2x = u = — In1 x, du = lnx—  
2 x

dv = dx, v = x
X 1 X 1= - —ln2x + jlnxdx-\lnxdx + — Cxx2 + C2x + C3 = - —ln2x + —C,x2 + C2x + C3. О

3-misol. y ” = 6Ox2 tenglamaning [1;2] kesmada y\„, = 9, .y|„2=34, 
У|„,=0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

®  y" = 60x2 tenglamaning umumiy yechimini topish uchun uni ketma- 
ket uch marta integrallaymiz-.

у" = 20хг +С], у' = 5xi + C,x + C2, y  = x5 +^Ctx2 +C2x + C3.

C„C2, C3 о ‘zgarmaslaroi chegaraviy shartlardan aniqlaymiz:

9 = 1 + ̂ C,+C2 + C,, 34 = 32 + 2C, + 2C2 + C3, 0 = 5 + C,+C2.

Bundan C, = -2, C2 = -3, C, =12.
Demak, izlanayotgan xususiy yechim

у  = xs - x 2-Зх + 12. О

F(x,ym,y (l*l),...,y‘-")) = Oko‘rinishdagi tenglama

Noma’lum funksiya va uning (£-1) tartibgacha hosilalari oshkor 
qatnashmagan F(x, /*’, У**'1 = 0tenglamaning tartibi y tk] = p(x) o‘rniga
qo‘yish orqali к birlikka pasaytiriladi:

F(x,p,p',p’,„,.p(n~k)) = 0.
Bu tenglamani integrallash mumkin bo‘lsa, ya ’ni

p = <p(x,Cl,C2,...,C„_t) yoki y (k) = p(x,C„C2,...,Cn̂ ) 
yechim mavjud bo‘lsa, izlanayotgan y(x) funksiya <рО,С,,С2,...,С„_4) 
fimksiyani к marta integrallash orqali topiladi.
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4-misol. Koshi masalasini yeching: /  + y'tgx = sin2x , y(Q) = 3, /(0) = I.
<S> Tenglamada у  oshkor qatnashmaydi. Shu sababli y ’ = p(x), y ’ = p'

almashtirishlar bajaramiz.
U holda

p' + ptgx = sin 2x
birinchi tartibli chiziqli tenglama kelib chiqadi. Bunda 
P(x) = tgx, Q(x) = sin 2*.

Bu tenglamani yechamiz:
p = e~l,s**(sm2x ■ e ^ d x  + C,) = e^(fsin2jc-e-'”̂ ',& + C1) =
= cos x{ J sin 2 xdx + C,) = cos x(-2 cos *+C,) = C, cos * -  2 cos 2 x.

yoki
y' = C, cos x -  2 cos2 x  

/(0) = 1 boshlang‘ich shartdan topamiz: l = C ,-2 , Cl =3.
U holda

y' = 3cosx-2cos! x
bo‘ ladi. Tenglamani integrallaymiz:

,  . sin2xv = 3smjc-x-------- + C,.
2 2

^(0) = 3 boshlang‘ich shartdan topamiz: 3 = С2.
Demak, berilgan Koshi masalasining yechimi

_y = 3smjc-x-sinxcos:>c+3. ^

5-misol. xy” - y ’ = 0 differensial tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

®  Tenglamada у  va /qatnashmaydi. Shu sababli /  = p (x),y” = p 
almashtirishlar bajaramiz.

U holda
xp' -  p = 0

birinchi tartibli o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama kelib chiqadi.
Bu tenglamani yechamiz:

—  = — , lnj/>|=lnjjr[+lnC,, p = Cxx. 
p x

Bundan y" = Ctx.
Oxirgi tenglamani ketma-ket ikki marta integrallab, berilgan 

tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
y  =  \ c txi + C2* + C,. О  6

181



F (y .y ',y ’,...y<”>) = Oko‘rinishdagi tenglama

x erkli o‘zgaruvchi oshkor qatnashmagan F(y,y',y’,...y(")) = 0 
tenglamaning tartibini pasaytirish uchun y' = p(y) o‘miga qo‘yish orqali 
yangi noma’lum funksiya p(y) va yangi erkli o‘zgaruvchi у  kiritiladi.

Bundabarcha /*' =— к = 1,2,...,n hosilalar p  funksiyaning jb o ‘yicha 
dx

hosilalari bilan almashtiriladi: y' = —  = p,
dx

у * = Ф  = Ф 'Ф  = р Ф
dx dy dx dy

dy ( dp dp d2p ) ,d 2p (dp
1ы = р{ ъ ' ъ  + Р '^ Г у Г Р

va
dx

hokazo.

Bunda har qanday к -tartib li y rk> =—£ hosila tartibi (к - 1) dan katta
ox

boim agan p  funksiyaning у  bo'yicha hosilalari bilan ifodalanadi. Shu 
sababli y',y\...,y(”~l) hosilalar berilgan tenglamaga qo‘yilganda, uning tartibi 
bittaga pasayadi.

6-misol. y'y” -  3(у"У = 0 differensial tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

<S> Tenglamada x oshkor qatnashmaydi.
Shu sababli y' = p(y) almashtirish bajaramiz. Bundan

' d£  

, dy j
U holda berilgan tenglamadan

*XP

„ dp „ 2 dlp
У P~T-> У =P -TT + P dy dy

p H r ~ 2dy
dp
dy

= 0

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikni p 1 ga bo‘lamiz ( bunda p = 0 yoki у  = C 
yechim tushib qoladi):

^ _ 2Гф Г =0.
<fy I dy)

Bu tenglamada — = t, = /— o‘miga qo‘yishlami bajaramiz:
dy dy dp

p t - - 2 t 2 = 0. 
dp
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Bu tenglikni t ga bo‘lamiz ( bunda t -  — = 0 yoki у  = C:x + C4 yechim
dy

tushib qolishi mumkin; bu yechim aw a l tushib qolgan C = Oyechimni o ‘z 
ichiga oladi):

—- 2 — = 0. 
t p

Bundan t = C,p2 yoki ^  = c.p7 ■ Bu tenglikni integrallaymiz: 
dy

Bundan

1-=c,^ + c2 yoki = c iy + c2. 
p Ф

x = - l Cy - C 2y + C3.

Demak, berilgan tenglamaning yechimlari
x = - j C ty2-C ty+C3, у = С,х + С,. О

7-misol. у" = ф -  (у')2 =0 differensial tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

®  Tenglamada xva у  oshkor qatnashmaydi. Shu sababli y' = p(y) va 
y' = p(x)o‘rniga qo'yishlardan birini bajarish mumkin. Bunday hollarda 
soddaroq yechimga olib keluvchi almashtirish bajariladi. Shu sababli 
y' = p(x), y" = p deymiz. U holda

p ’ = ̂ Jl-p
tenglama kelib chiqadi.

Bu tenglamani yechamiz: 
dp

Bundan

= dx, arcsin p = x + C,, p = sin(x + C ,).

_y' = sm(x + C,) yoki >> = -cos(jc + C1) + C2. О

—F{y,y',y',y",...,y‘ “") = 0 ko‘rinishdagitenglam a  
dx

Chap tomoni xning biror funksiyasi to‘liq differensialidan iborat bo‘lgan

- -  F(y,y\y',y\...,y<'"'!) = 0 tenglamani ng tartibi л:bo‘yicha integrallash orqali 
dx
bittaga kamaytiriladi.
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8-misoI. Koshi masalasini yeching: yy" -  (у )2 = 0, y(0) = /(0) = 2.

®  Tenglamani y 2 #0 ga bo‘lamiz: —— = 0. Bu tenglamaning chap

tomoni — ifodaning to‘liq differensialidan iborat. Shu sababli berilgan

tenglamadan d = 0 tenglama kelib chiqadi. Bu tenglamani yechamiz:

— = C„ ^  = C,afr, \ny = C.x + \nC2, y  = C2ec'x.
У У

C,,C2 o'zgarmaslarni boshlang‘ ich shartlardan aniqlaymiz: C, =2, Сг =1.
Bundan ^ = e2' kelib chiqadi.
Nolga teng emas deb faraz qilingan у  = 0 berilgan tenglamaning yechimi 

bo‘ladimi? Buni tekshiramiz: y = C tenglamaning yechimi bo‘ladi, chunki 
7  = 0 berilgan tenglamaga qo‘yilsa, OsOayniyat hosil bo'ladi. Bu yechim 
berilgan Koshi masalasining yechimi bo‘ lmaydi, chunki misolning shartiga 
ko‘ra 7 (0)=1.

Demak, berilgan Koshi masalasining yechimi: y  = elx. О

9-misol. y'y" = y ’(y' +1) differensial tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

<&> Tenglamani y(y' +1) * 0 gab o ‘lamiz:
/  У

y' + l y '
Oxirgi tenglamani

d\n(y’ + 1) = d In у  
ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan

ln(/ +1) = lri7  + InC, yoki y' + l = C,y.
Bu tenglamani yechamiz:

i ‘ c ’y - u ^ г г л - £ Ч с 'у - Ч - ' + ь с -

Nolga teng emas deb faraz qilingan j  = 0 va y' + 1 = 0 (yoki y = -x  + C j  
berilgan tenglamaning yechimlari bo‘ ladi, chunki har ikkala holda 
yechimlar tenglamaga qo‘yilsa, 0 = 0 ayniyat hosil bo‘ladi, О
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Noma’lum funksiya va uning hosilalariga nisbatan bit jinsli bo‘lgan 
F(x,y,y',...yw) = 0 ko‘rinishdagi tenglama

Chap tomoni noma’ lum funksiya va uning hosilalariga nisbatan bir jinsli 
funksiyadan iborat, y a ’ni F(x,tx,ty',...,ty''^) = t"F(x,y.y',...,yw) bo‘lgan  ̂
F(x,y,y’,...,y("')=0 tenglamaning tartibini pasaytirish uchun y' = yz o!miga 
qo‘yish bajariladi hamda y",ym va boshqa hosilalar topiladi:

y" = (yz)' = y'z + yz' = yz2 +yz' = y(z2 + z'); y m — y(z3 + 3zz' + z") va hoka20. 
Bunda hosilalaming har biri у  ko‘paytuvchini o‘z ichiga oladi. Berilgan 
tenglamaning chap tomoni bir jinsli funksiya bo‘lgani uchun y,y',y ’ ,... lar 
ty,ty',ty",... lar bilan almashtirilganda bu funksiya o‘zgarmaydi. Shu sababli

t = — o‘m iga qo‘yish orqali tenglamadan yn i yo‘qotish mumkin bo‘ladi va 
У

tenglamaning tartibi bittaga pasayadi.

10-misol. x1 yy’ -  (y -  xy')1 =0 differensial tenglamaning umumiy 
yechimini toping.

<S> Tenglamani chap tomoni y, y\ y" larga nisbatan bir jinsli, chunki 
F(x,ty,ty',ty’) = x2tyiy" - { t y -  txy'f = t2{x2yy' - ( y -  xy')2) = t2F(x,y,y',y").

Shu sababli y ’ -y z  va y ’ - y i z 1 +z') o‘miga qo'yishlar bajaramiz.
U holda berilgan tenglamadan

x2y 2(z2 + z') -  (y -  xyz)2 = 0 yoki y 2(x2(z2 + z ') - ( l  — xz)2)=0 
kelib chiqadi.

y  = 0 berilgan tenglamaning yechimi bo iad i. y *  0 da topamiz:
JC2Z2 + JC V  - 1  + 2 x z -  x2z2 = 0.

Bundan
, 2 1z + —z = —

X X

Tenglamani yechamiz:

—  C f\ V ' d x  + C]  = U %
у X J X X

U holda y' = yz dan у  = C2e12* kelib chiqadi. Bundan
ffi.a’u

у  = C2ef2* = C2e yoki
Si

у  = C2xe ”. О
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Mashqlar

3.2.1. -  ctgy = C,x + C1 ifoda y ’tgy = 2{у')г differensial tenglamaning 
.yechimi ekanini ko‘rsating.

3

3.2.2. 3y -  (C, ~2x)2 = C2x + C3 ifoda y" = O'')3 differensial tenglamaning 
yechimi ekanini ko‘rsating.

3.2.3. y ’ = y'\ny differensial tenglama yechimining mavjudlik va 
yagonalik sohasini toping.

3.2.4. y" = x + фх* - y '  differensial tenglama yechimining mavjudlik va 
yagonalik sohasini toping.

3.2.5. Differensial tenglamalami yeching:

= 2 ) y ’ = xlnx;

3) y m = cos2x; 4 ) y ,v=e3x;
5) 2xy'y" = (у')1 + 1; 6) xlnxy"-y' = 0;
7) x(y" +1) + У  = 0; 8) yy" + (y 'f  = e V ;
9) у/  -  СУ'У = уУ ;  10) у '+ 2у(у'У = 0;

П ) уу' + (у Г = 1; 12) уу' = (у'Т -  ( у У ;
13) (\+хг)у’  + 2ху' = х; 14) хгу" = ху' -  у;
15) уу’ + (у'У ~х; 16) ху" + у" = 2х-1;
1 7 )  хуу"-у'(ху' + у) = 0; 1 8 )  2уу"-3(у'У  = 4 j2.

3.2.6. Koshi masalasini yeching:

= = 2)y" = xsmx, >(0) = -2; У(0) = 1;cos X \ 4 J  2 V4.

3 )у " ( х -1 ) - у ’ = 0,у(2) = 2;у’(2) = 1У (2) = 1; 4) y  = ^  + f l ,  y(2) = 0; y'(2) = 4;
x  у

5) y"tgy = 2(y'Y, = (̂f) = 1; 6) y ’  = e l r ’ -y(0) = 0; У(0) = 1;

l)xyy" + х(у'У =yy', 3'(1) = У(1) = 3; %)уу" ~ (У ) 2 = y 2,y(0) =  1 ;j^ '(0 )  = 0.
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3.3. CHIZIQLI BIR JINSLI 
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

Ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli differensial tenglamalar. 
Ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli o‘zgarmas koeffitsiyentli 

differensial tenglamalar. Yuqori tartibli chiziqli 
bir jinsli differensial tenglamalar

3.3.1. Ushbu
y ’ + p{x)y' + q{x)y = Q (3.1)

ko‘rinishdagi tenglamaga ikkinchi tartibli chiziqli bir jin sli differensial 
tenglama deyiladi, bu yerda p(x), д(дг)-e rk li o ‘zgaruvchi xning uzluksiz 
funksiyalari.

88 Agar (3.1) tenglamaning y,(x) va y2(x) yechimlari uchun kamida 
bittasi nolga teng bo‘lmagan shunday a,, a 2 o ‘zgarmaslar topilsa va istalgan 

jce(a;Z>)da
Qfi7,(x) + a 27 2W  = 0 (3.2)

tenglik bajarilsa, y,(x) va )y2(x yechimlarga {a-,b) intervalda chiziqli bog'liq 
yechimlar deyiladi.

88 Agar istalgan xe(a\b) uchun (3.2) tenglik faqat a , = a 2 = 0 bo‘lganda 
bajarilsa, >>,(x) va y2(x) yechimlarga (a;b) intervalda chiziqli erkin 
yechimlar deyiladi.

(3.1) tenglamaning y,(x) va y2(;e) chiziqli erkin yechimlari to ‘plamiga 
bu tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi deyiladi. 

уXх) va y2(x) yechimlar va ulaming hosilalaridan tuzilgan

Щх) = Щ у„у2)-
?,(*) У[(х)

(3.3)

diterminantga Vronskiy determinanti (yoki vronskian) deb ataladi.
1-teorema. Agar (3.1) tenglamaning y ,(x) va y2(x) yechimlari [ar,bJ 

kesmada chiziqli bog‘liq bo‘lsa, u holda istalgan x e [a\b\ da W(x) = 0 bo‘ ladi.
2-teorema. Agar y,(x) va y2(x) [a\b] kesmada (3.1) tenglamaning 

chiziqli erkin yechimlari bo‘lsa, u holda Vronskiy determinanti bu 
kesmaning hech bir nuqtasida nolga teng bo‘lmaydi.
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1-misol. Berilgan funksiyalami chiziqli bog‘liqlikka tekshiring:
1) yt = arctgx va y 2 = arcctgx; 2) yl = 1 + cos2jc va y, = cos1 x .

®  1) y t = arctgx va y 2 = arcctgx funksiyalar jc e (-oo;+oo) aniqlangan. 
Vronskianni hisoblaymiz:

w(yx,y2) =
arctgx arcctgx

1 1
1 +  jc2

1 -(arctgx + arcctgx) = -

1 +  jc2

71
- *  0, Vjc с R.

Г(УпУг)-

1 + jc: 2(1 + jc2)
Demak, arctgx va arcctgx funksiyalar jce/?da chiziqli erkin bo‘ ladi.

2) y, = 1 + cos2x va y2 = cos2 x funksiyalar jc e (-oo;+oo) aniqlangan. Bunda
1 + cos2jc cos2*
-2sin2jc -2cosjcsinjc 

= (1 + cos2jc)(-sin2jc) + 2 cos1 *sm2jc = -2cos2 jcsin2jc + 2cos2 jcsin2jc = 0.
Demak, 1 + cos2jc va cos2jc funksiyalar xeRda  chiziqli bog‘Iiq bo‘ladi. О

Agar y,(x) va y 2(x) xususiy yechimlar [a,b] kesmada fundamental

sistema tashkil qilsa, istalgan xe[a ;i]d a  * const bo‘ladi.
У,(х)

3-teorema. Agar (3.1) tenglamaning ikkita yt(x) va y2(x) xususiy 
yechimi [a;b] kesmada fundamental sistema tashkil qilsa, u holda
(3.1) tenglamaning umumiy yechimi

y(x) = C,yt(x) + C2y2(x), (3.4)
ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda C„ C2 -  ixtiyoriy o ‘zgarmaslar.

2 22-misol. у =x va у = x2 fimksiyalar y ’ - - y '  + — v = 0 tenglamaning
x JC

fundamental yechimlari sistemasini tashkil etishini ko‘rsating va 
tenglamaning umumiy yechimini toping.

2 2®  yx = x va y2 = xz lami y*— /  + — у  = 0 tenglamaga qo‘yamiz:
x x
2 2 2 2

y , = j c d a  x " — x ' и— — jc =  0 -------- 1 +  —  =  0 ;
X X  X X

у2=хгда (х1)" - - (х г)' + \ х 2 = 2 - - -2 jc  + 2 = 0.
X X  X

2 2Demak, yt = x va y2 = x1 funksiyalar y " - - y ’ + — y  = 0 tenglamaning
jc x
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xususiy yechimlari bo‘ladi.
2 2Berilgan tenglamada p(x) = — , q(x) = — . Shu sababli yt = x va y2= x1
x x

yechim lam ingyagonaliksohasi D = {(x,y):x*0}. D sohada
V x12̂- = —  = хф const. Demak, y, =x va уг = x2 yechimlar fundamental si sterna" 
У, x
tashkil qiladi va berilgan tenglamaning umumiy yechimi

y = C,x + C2x1. О

<aa (3.1) tenglamaning umumiy yechimini topish uchun uning 
fundamental sistema tashkil qiluvchi ikkita xususiy yechimini bilish yetarli 
bo‘ladi.

Agar xususiy yechimlardan bittasi y, berilgan bo‘lsa, y2 yechim

Уг=У,\
I - J P(x)dx

dx
Ух

(3.5)

formula bilan aniqlanadi.

2x 23-misol. y"------------- /  + ----------y  = 0 tenglamaning y,=x  xususiy yechimi
1 — x 1 — X

ma’lum bo isa, uning umumiy yechimini toping.
2x 2®  Berilgan tenglamada p(x) = — — q(x) = -

1 - x 2' J '  '  l - * 2 

yagonalik sohasi D = {(*,7 ):jc
Ikkinchi xususiy yechimni (3.5) formula bilan topamiz:

va yechimlaming

Уг = x j \  e°l" 1 dx = x [ \  e 4' xl[dx -  xf • -* .= x j( + ——— =
} x2 ] x2 }x2( l - x z) \ x 2 l - x 2P

1 + x
1 -*

= * l n  
2

1 + je
1 - x

Bunda xususiy yechim izlanayotgani uchun integrallash o‘zgarmasi nolga 
teng deb olindi.

y , = x v a  y2 = - I n
1 +
1 — JC

-1 yechimlar uchun ~  = - ln
У, 2

1 + x
1 - x

1- const.

Demak, yechimlar fundamental sistema tashkil qiladi va tenglamaning 
umumiy yechimi

X ,  |l +  X
У  = С1х + С2 -ln- 

2  1 — x
-1
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4-misol. Bir jinsli chiziqli ikkinchi tartibli differensial tenglamaning 
fundamental yechimlari yx = xva y2 =e2x dan iborat. Bu tenglamani tuzing.

<§> Berilgan yechimlar uchun vronskianni tuzamiz:

*  6  =  2xe2x — e2x = e2x(2x -  1 ) .W(x) =
1 2e

Demak, yechimlarning yagonalik sohasi D - ^ х ,у ) '.x ^ -

D sohada tenglamaning umumiy yechimi y  = Ctx + C2eu boiadi.
Bundan у' = С, + 2Сгег%, у ’ = 4С2егх. Bu tengliklardan topamiz:

С ,= ^ (2 у -у ') ,  C2= ^e- V .

C, va C2 ning topilgan qiymatlarini у = C> + C2e2' ifodaga qo‘yib, 
almashtirishlar bajaramiz:

у  = (2У  -  j>')x + — e~2xy"e2x, 4у  = 4лсу' -  2xy' + y"
4

y"(l-2x) + 4x y '-4y  = 0, y ’ + - ^ —y ' - - ^ — y = 0.
1 -  2x l - 2 x

Demak, izlanayotgan tenglama
4x 4

y '  + -Z ± — y< ----- i — y = 0. о
\ — 2x l — 2x

3.3.2. (3.1) tenglamaning xususiy holi bo‘lgan
y" + py' + qy = 0 (3.6)

tenglamaga ikkinchi tartibli chiziqli bir jin sli o'zgarmas koeffitsiyentli 
differensial tenglama deyiladi, bu yerda p, g-o 'zgarm as haqiqiy sonlar.

Ushbu
k2+pk + q = 0. (3-7)

algebraik tenglamaga (3.7) differensial tenglamaning xarakteristik 
tenglamasi deyiladi.

A, va k2 (3.7) xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lsin.
U holda (3.6) differensial tenglamaning yechimi quyidagi uch 

formuladan biri bilan topiladi:
1) agar A, va k2 -  haqiqiy va kt # k2 bo‘lsa, u holda

У -  Cfi*** + C2eklX; (3.8)
2) agar kt =k2=k bo‘lsa, u holda

y = eb(Cl+ C2x); (3.9)
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3) agar ks= a  + ip vak 1 - a - i p ~  kompleks-qo ‘shma bo‘lsa, u holda
y  = ec“(C, cos/& + C2 smy®r). (3-10)

5-misol. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping:
1) y" + 3y' + 2y = 0; 2) y " -6 y ’ + 9y = 0; 3) y"+ 2y'+ 5y = 0 .

®  1) Ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli o‘zgarmas koeffitsiyentli 
differensial tenglama berilgan.

Uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
к2 + Ък+ 2 = 0.

Bu tenglama haqiqiy va har xil ildizlarga ega: k, =-1, k2 = -2 .
U holda uning umumiy yechimi

у  — Cxe~* + C2e~2*
ko'rinishda bo‘ladi.

2) Tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
к2 - 6 k + 9 = 0.

Bu tenglama ikkita bir xil haqiqiy ild izgaega: kl = k2=k = 3.
Demak, tenglamaning umumiy yechimi

y = e^(Ct +C2x).

3) k2 + 2k + 5 = 0 xarakteristik tenglama ky = -1  + 2/ va k2 =-1-2/ 
ildizlarga ega. Bundan a  = -1 va /? = 2.

U holda tenglamaning umumiy yechimi
у  = e~x(Cl cos2x + C2 sin 2x)

ko‘rinishda bo‘ ladi. О

3.3.3. Ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli differensial tenglama uchun 
qabul qilingan ta’riflar va olingan natijalami

y'n) + +... + a,_,(x)y' + a jx )y  = 0 (3.11)
ko‘rinishdagi n -(n >  2) tartibli chiziqli bir jin s li differensial tenglama uchun 
tatbiq etish mumkin.

Xususan:
1. Agar (3.11) tenglamaning y„y2,—,yn yechimlari uchun kamida 

bittasi nolga teng bo‘lmagan shunday a ,,a 2,...,an o‘zgarmaslar topilsa va 
istalgan л e (a; 6) da

«1 У ,+ а2у2+... + а пу„=0  (3-12)
tenglik bajarilsa, y Ity2,...,y„ yechimlarga chiziqli bog‘liqyechim lar deyiladi.
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Agar istalgan xe(a;b) uchun (3.12) tenglik faqat a, = a 2 = ... = « ,  =0 uchun 
bajarilsa, yl,y 1,—,yx yechimlarga (a;b) intervalda chiziqli erkin yechimlar 
deyiladi.

2. (3.11) tenglamaning chiziqli erkin yl,y2,...,yii yechimlari to‘plamiga 
bu tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi deyiladi.

3. у^уг,...^, yechimlar va ulaming hosilalaridan tuzilgan

Уг ■■■ У,
y[ у; ■- у'.
у : /г  ••• у :

у Г уГ  ■- уГ

determinantga Vronskiy determinanti (yoki vronskian) deyiladi.
4. Agar y l,y 1,...,y„ [a'M kesmada (3.11) tenglamaning fundamental 

yechimlarini tashkil qilsa, barcha xe(a;b) da W(x)* 0 bo'ladi.
5. Agar (3.11) tenglamaning у 1гуг, - ,у .  xususiy yechimlari [a;b} 

kesmada fundamental sistema tashkil qilsa, bu tenglamaning umumiy 
yechimi

y  = Ciy l +C1y,+ ... + C»y„ (3.14)

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda C,,C2,...,C„ -  ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
6. Agar (3.11) tenglama o'zgarmas koeffitsiyentli, y a ’ni

y (”} + aly i"~') +...+an_ y  + a^y^ 0 (3-15)

ko‘rinishdabo‘ls a u  holda uning yl,y 2,...,yri xususiy yechimlari

k"+alk'"'+...+ arl_Ik + alt=0 (3-16)

xarakteristik tenglama yordamida topiladi, bu yerda a ,,a2,...,o, - o ‘zgarmas 
haqiqiy sonlar.

Bunda (3.16) xarakteristik tenglamaning har bir m karrali haqiqiy к 
ildiziga (3.15) tenglamaning m ta chiziqli erkin efa, xe**,..., x’"'elx 
yechimlari mos keladi, xarakteristik tenglamaning har bir r  karrali 
kompleks-qo‘shma A, = a + i/3, k2= a - i j3  ildizlari juftiga (3.15) 
tenglamaning 2r  ta chiziqli erkin e“ cos0x, e“ sinfix, xe“*cos/3x, xe°*sinflx,..., 
xr~'e“ cos fix, x̂ 'e™ sin fix yechimlari mos keladi.
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5-m isol.y -  У*-/" + 7  = 0 differensial tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

®  Beshinchi tartibli chiziqli bir jinsli o'zgarmas koeffitsiyentli 
tenglama berilgan. Tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz: 

ks- k 3- k 2 +1 = 0 yoki (к + Х)(к — 1)2(&2 + A: +1) = 0.

Bundan k, = -1 ,k, = 1, k .= -— + — i, k ,= -~ -  — i.
1 2-3 4 2 2 2 2

Tenglamaning kt =-1 ildiziga y t = e~x yechim, ikki karrali k2i = 1
1 л/з 1 J3ildiziga y 2=ex, y3= xex yechimlar va £ „= -- + — z, k5 -  -  -  -  — / ildizlar

~~x л/з л/Зjuftga y4 = e 2 cos— x, y5 =e 2 sin— x yechimlar mos keladi.

Demak, tenglamaning umumiy yechimi:

3.3.2. y, va у г funksiyalar berilgan tenglamaning fundamental 
yechimlari sistemasini tashkil etishini ko‘rsating va tenglamaning umumiy 
yechimini toping:

3)y, = e2 lva y2=xeZx, y" -4y' + 4y = 0;
4 )y ,= sinxva y2=cosx, y" + y = 0.

3.3.3. Berilgan tenglamaning y, xususiy yechimi ma’lum bo‘lsa, uning 
umumiy yechimini toping:

Mashqlar
3.3.1. Berilgan funksiyalami chiziqli bog‘liqlikkatekshiring:
= arcsinx va y 2 =arccosx; 2) yt = •>/l-cos2x va y2 =sinx;

4) yt = chx va y2 = shx.

1) y" + - y '  + y = 0, y,= C O S X

sin XX X

3) y ’ - 2 y ' - 3 y  = 0, у , =<? 4) y" + 4y = 0, y, =sin2x.
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3.3.4. Berilgan fundamental yechimlar sistemasiga ko‘ra bir jinsli 
chiziqli ikkinchi tartibli differensial tenglamani tuzing;

l ) 7 ,= x v a  yz=x3; 2 )y t = lv a  7 j=sinx;
3 33)y,= e3lva уг =хеu; 4)y, = cos—x va y } = sin—x.

3.3.5. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping:
1) y ' - y >-6y = 0; 2)  y ” -2 y ' - 2 y  = 0;
3) у" -  Ay' + 4y  = 0; 4) 9у" + 6y' + у  = 0
5) у ’ + 4y' + 29y = 0; 6) 4y" -Sy'+ 5y = 0;
7) y m + y" -2y' = 0; 8) у я -5 у '  + Пу'-\Ъу = 0
9)у" + 87' + I6y = 0 ; 10) /  -  6y" + 9ya = 0.

3.3.6. Differensial tenglamaning xususiy yechimini toping:
1) y' + 5y' + 6y = 0, y(0) = 1, y'(0) = - 6;

2) 7 ' - 87'+  167 = 0, y(0) = 0; у (0) = 1;

3) у ” - У  = 0, y(0) = 3, У(0) = —1, у'(0) = 1;
4) У '-5 У  + 8У -4 у  = 0, 7(0) = 1, у'ф) = 1 У(0) = 2.

3.4. CHIZIQLI BIR JINSLI BO‘LMAGAN 
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

Ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli bo‘Imagan differensial tenglamalar.
Ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli. Ikkinchi tartibli chiziqli 

bir jinsli bo‘lmagan o‘zgarmas koeffisiyentli differensial tenglamalar.
Yuqori tartibli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar

3.4.1. Ushbu
y" + p(x)y' + q(x)y = f(x)  (4.1)

ko‘rinishdagi tenglamaga ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli bo ‘Imagan 
differensial tenglama deyiladi, bu yerda p(x), q(x), f  (x) ^ 0 -erkli o'zgaruvchi 
xning uzluksiz fonksiyalari.

Chap tomoni (4.1) tenglamaning chap tomoni bilan bir xil bo‘ lgan
y" + p(x)/ + q(x)y = 0 (4.2)

tenglamaga (4.1) ga mos bir jinsli tenglama deyiladi.
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Agar (4.2) tenglamaning у,(x) va y2(x) xususiy yechimlari [a,b] 
kesmada flindamental sistema tashkil qilsa, tenglamaning umumiy yechimi

У( х)  =  С,у,(х) +  С2уг(х) 
ko'rinishda bo‘ladi, bu yerda C,, C2-ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

1-teorema. (4.1) tenglamaning Y(x)umumiy yechimi bu tenglamaning 
birorta y(x) xususiy yechimi bilan mos bir jinsli (4.2) tenglama y(x) umumiy 
ycchimining yig'indisiga teng bo‘ladi, ya ’ni

Y(x) = y(x) + y(x).

3.4.2. Ixtiyoriy о ‘zgarmasni variatsiyalash usulidz. (4.1) tenglamaning 
xususiy yechimi (4.2) tenglamaning fundamental sistema tashkil qiluvchi 
y[ va уг xususiy yechimlarining chiziqli kombinatsiyasi shaklida, ya’ni

y = Cl(x)yl +C2(x)y2
ko'rinishda izlanadi. C,(x) va C2(x) noma’lum funksiyalarni topish uchun 
awal

|с;(дг)^, +c;(x)^2=o,
\c;(x)y; + c'2(x)/2= f(x) 

sistema tuziladi va bu sistemadan C,'(x) va C2(x) hosilalar aniqlanadi. 
Keyin C,'(x)va C'(x) hosilalar integrallanadi,bunda integrallash o‘zgarmaslari 
nolga teng deb olinadi.

X  11-misol. y t =er va y ,= x  lar / ------- y' + ------y = 0 tenglamaning
x — 1 x — 1

fundamental yechimlari sistemasini tashkil qilishini ko‘rsating va
(x -  \)y" -  xy' + у  = (x - 1)2 differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

y l =e‘ va y2 = x funksiyalarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

y, = eTda (e* )* — — (e*)' + ~ e x =exf  1 — — + — 1 = 0;
x — 1 x — 1 I. x - l  x - l j

J X  . 1 X  Xу = xda (x) •-(x) +---- -x = ------ - +---- - = 0.
x - l  x - l  x - l  x - l

X 1Demak, y, = e“ va у =x lar у"------- у +----- у  = 0 tenglamaning xususiy
x - l  x - l

yechimlari bo‘ ladi.
X  1Berilgan tenglamada p(x) =------- , q(x) = ------. Demak,y, = e“ va y2 = x

x - l  x — 1
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yechimlaming yagonalik sohasi D = {(x,y):x*  1}. D sohada = — * const.
У1 ex

Shunday qilib, yt =er va y2=x yechimlar fundamental sistema tashkil
• * X  1qiladi va у" -  - —-у' +---- -у  = 0 tenglamaning umumiy yechimi у  = C,e' + C2x

bo‘ladi.
(x-\)yn-x y '+ y  = {x -\ f  tenglamaning chap va o‘ng tomonini (x - l)g a  

boiamiz:

Bu tenglamada /(x) = x - 1. Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi 
у  = C]ex + C2x . Ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuliga ko‘ra berilgan 
tenglamaning xususiy yechimini

у = C,(x)ex +C2( x)x 
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda C,(x) va C2(x) funksiyalar

jc[(x)ex + C[ (x)x = 0, 
j C(x)e' + C[{x) = x - 1

sistemadan topiladi.
Sistemaning yechimi:

C;(x) = xe~x, C[(x) = -\.
Bu hosilalarni integrallaymiz:

C, (x) = -(x + l)e x + Cp C2 (x) = -x  + C2.
C,=C2=0 deymiz va C, (x) va C2(x)ni y  = C,(x)ex + C2(x)x tenglamaga 

qo‘yamiz:
y  = - x 2 - x ~ l.

Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi
r  = +C‘x - x 2-1 , (C‘ =C2- 1). О

2-teorema. Agar (4.1) tenglamaning o‘ng tomoni ikki funksiyaning 
yig ‘ indisidan iborat, ya ’ni

y" + p(x)y' + q(x)y = f l(x) + f 2(x) (4.3)
va yx(x),y2(x) o‘ng tomoni mos ravishda f x{x),f2{x) bo‘lgan
(4.1) tenglamaning yechimlari bo‘ lsa, u holda

y(x)=y ,(x ) + y 2(x) 
yig ‘ indi (4.3) tenglamaning yechimi bo‘ladi.
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2-misol. у"+ 5y'+ 6y = e~*+e~2x differensial tenglamaning umumiy 
ycchimini toping.

®  Berilgan tenglamaga mos xarakteristik tenglama k, =-2 va k2 = -3 
ildizlarga ega. Demak, berilgan tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning 
umumiy yechimi:

y = C]e~2x +C2e'3'.
Tenglamaning o‘ng tomoni ikkita f l(x) = e~x va f 1(x) = e~2x funksiyalaming 

yig'indisidan iborat. Shu sababli ikkita
y" + 5/  + 6y = e~x va y ' + 5y’ + 6y = e~2’ 

tenglamani yechamiz.
Birinchi tenglamaning xususiy yechimini y, = Cl(x)e~2r + C2(x)e~,x 

ko‘rinishda izlaymiz.
Bu yerda C,(x) va C2(x) funksiyalar

f C[{x)e2x + C2(x)e~,x = 0,
{- 2C,'(x)e-2r -  3C'(x)e-,r = e'*

sistemadan topiladi.
Sistemani yechamiz: C’(x) = ex, C'(x) = -e 2\
Hosilalami integrallaymiz:

C,(x) = e% C2(x) = -| e 2',

C,(x) va C2(x)ni y, ga qo'yib, birinchi tenglamaning xususiy yechimini 
topamiz:

1 2 2 
Ikkinchi tenglamaning xususiy yechimini y2 = C,(x)e~2x + C\(x)e~lx 

ko‘rinishda izlaymiz.
Г C',{x)e~2sx + C;(x)e‘!* = 0,
{- 2C'(x)e-21 -  ЪС[{х)е-ъ% = e '2' 

sistemadan C' (x) = 1, C\ (x) = -e x yoki C3 (x) = x, C4 (x) = -e x kelib chiqadi. 
Bundan

y2= (x-l)e-2x.
Berilgan tenglamaning umumiy yechimini Y = y + yl +y1 tenglik bilan 

topamiz:
Y = C,V2v + C,e~,x + -e~x + xe"21, С,* = С. - 1 .  ©

1 2 2
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3.4.3. (4.1) tenglamaning xususiy holi bo‘ lgan
y" + py' + qy = f(x )  (4.4)

tenglamaga ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli bo ‘Imagan о ‘zgarmas 
koeffitsiyentli differensial tenglama deyiladi bu yerda p, <7- o ‘zgarmas 
haqiqiy sonlar, / (x )*0 -erk li o‘zgaruvchi xning uzluksiz funksiyasi.

(4.4) tenglamani ixtiyoriy o'zgarmasni variatsiyalash usuli bilan yechish 
mumkin.

Agar (4.4) tenglamaning o‘ng tomoni «maxsus ko‘rinish» deb ataluvchi
I. f  (x) = e“ ■ PJx) yoki II. f  (x) = e'“ ■ (Pn(x)cos fix + Qm(jc)sin fix) 

ko'rinishda bo‘lsa, bu tenglamani yechishda uning y(x) xususiy yechimini 
topishning ancha oson bo‘lgan nom’alum koeffitsiyentlar usulidan 
foydalanish mumkin.

&  Noma’lum koeffitsiyentlar usulida aw a l (4.5) tenglama o‘ng tomoni 
f( x )ning ko'rinishiga mos xususiy yechimning noma’lum koeffitsiyentli 
izlanayotgan shakli yozib olinadi, keyin u (4.4) tenglamaga qo‘yiladi va hosil 
bo‘ igan ayniyatdan noma’lum koeffitsiyentlaming qiymati aniqlanadi.

I  hoi. (4.4) tenglamaning o‘ng tomoni f(x ) = e“ -P„(x) ko‘rinishda 
bo‘lsin, bu yerda Pn(x )-n > 0  darajali ko‘phad; a  ~ k1 + pk + q = 0 xarakteristik 
tenglamaning r karrali ildizi.

Bu holda (4.4) tenglamaning xususiy yechimi
y = e~-xr -Q,(x) (4.5)

ko'rinishda izlanadi, bu yerda QJx) -  koeffitsiyentlari noma’lum bo‘ lgan 
n -darajali ko‘phad.

II hoi. (4.4) tenglamaning o‘ng tomoni fix )  = ■ (PJx)cos px + QJx)?,\n fix) 
ko‘rinishda bo‘lsin, bu yerda P (x), Qm(x) -  n, m -  darajali ko‘phadlar;
a  ±ifi -  k1 + pk + q = 0 xarakteristik tenglamaning r karrali ildizi.

Bu holda (4.4) tenglamaning xususiy yechimi
y - e " ■xr ■ (Mt(x)cosPx + N,(x)sinPk) (4.6)

ko'rinishda izlanadi, bu yerda M,(x), N,(x)~ koeffitsiyentlari noma’lum 
bo‘lgan / -darajali ko‘phadlar, / -  mm(m,n).

(4.4) tenglamaning xarakteristik tenglamasi kvadrat tenglama bo'lgani 
uchun I holda r  soni 0, 1, 2 qiymatlarni, II holda 0, 1 qiymatlami qabul 
qilishi mumkin. Bunda rsoni 0 qiymatni a  yoki a ± ip  xarakteristik 
tenglamaning yechimi bo‘ lmaganda qabul qiladi.
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Izohlar: 1. (4.6) ifodani (4.4) tenglamaga qo‘ygandan keyin tenglamaning 
chap va o‘ng tomonidagi bir nomdagi trigonometrik funksiyalar oldidagi 
ko'phadlar tenglashtiriladi.

2. (4.6) shakl P„(x)& 0 yoki Q„(x) = 0 bo‘lgandaham saqlanadi.
3. Agar (4.4) tenglamaning o‘ng tomoni I yoki II shakllarning 

y ig ‘ indisidan iborat bo'lsa, xususiy yechim ham mos shakllaming yig'indisi 
ko‘rinishida izlanadi.

3-misol. y'v - y m + y" - y '  = f(x )  differensial tenglamaning umumiy 
yechimini toping, bu yerda l)/ (x ) = 5~2x; 2)/2(x) = 4er;

3) /3(x) = (Ax -  6)e~x; 4)/,(x) = 2 cosx + 6sinx; 
5) f s (x) = cos2x -  3sin 2x; 6) f j x )  = 5e"(cosx + sinx).

<&> Berilgan tenglamaga mos xarakteristik tenglama k,=Q, кг ~ 1, 
ky = /, kt = - i  ildizlarga ega. Demak, berilgan tenglamaga mos bir jinsli 
tenglamaning umumiy yechimi:

у  = С, + Сгех + C3 cosx + C4 sinx.

U holda berilgan tenglamaning umumiy yechimi
Г,=С,+ C2e' + C3 cosx + C4 sinx + y, 

bo‘ ladi, y, -berilgan tenglamaning f(x )  funksiyaga mos xususiy yechimi.
Harbir f,(x) uchun tenglamaning yt xususiy yechimini noma’lum 

koeffitsiyentlar usuli bilan topamiz.
1) /l(x) = 5 -2 x  funksiya uchun a  = 0, n = 1. a  = 0 xarakteristik 

tenglamaning bir karrali ildizi bo‘ lgani uchun r  = 1. Birinchi darajali 
noma’lum koeffitsiyentli ko‘phadning umumiy ko‘rinishi Q}(x) = Ax + B.

Bu holda xususiy yechimni
y, = e°*xl(Ax + B) = Ax2 + Bx

ko‘rinishda izlaymiz.
y\ -  2Ax + В , y ’ = 2A, y"= y ‘v = 0 hosilalarni berilgan tenglamaga 

qo‘yamiz:
2 A -  2 Ax -  В = 5 -  2x .

xning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglaymiz:
f ~2A = -2,
[2 A - B= 5.

Bundan A = l, B = —3.
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Demak, tenglamaning xususiy yechimi
y, = x2 -  3x

va umumiy yechimi
Yx = C, + C\ex + C3 cos jc + C4 sin x + x2 -  3x.

2) fi(x) = 4ex funksiya uchun a  = 1, n = 0. U holda r = 1, Q0(x) = A.
Bundan

y2 = е|*х1Л = у4хе*.

% = A(x + l)ex, y ’ = A(x + 2)ex, Л(х + 3)e\ j f  = A(x + 4)ex 
hosilalarni berilgan tenglamaga qo‘yib, topamiz: 2 A -4  yoki A = 2.

Demak, tenglamaning xususiy yechimi
y2 = 2xe“

va umumiy yechimi
Y2 = C, + C2ex + C3 cosx + C4 sinx + 2xe*.

3) /3(x) = (4x-6)e~* funksiya uchun a  = - l ,  n = 1.
B uho ldar = 0, Q.(x) = Ax + В va y3-e~'xx°(Ax + B) = (Ax + B)e~xbo‘ladi. 

y, = (-Ax - B  + A )ex, y"3=(Ax + B~ 2A )ex, 
y3 = (-Ax -B  + 3A)e'x, = (Ax + В -  4 A )ex 

hosilalarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz va xning bir xil darajalari oldidagi 
koeffitsiyentlami tenglab, topamiz: A = 1, B = 1.

Bundan
y3=(x + l)e~x,

Y3 = C, + C2ex + C, cosx + Ct sinx + (x + l)e~r.
4) /4(x) = 2cosx +6sinx funksiya uchun a  = 0, 0  = 1, n = 0, a ± 0 i = ±i. 
Bunda r = 1, Ma(x) = A, N ^ B .

U holda y3 = e0xx! (Acosx + 5 sinx) = x(Acosx + fisin x ).
y\ = (A + Bx)cosx + (B -  Ax)sinx, y ” = -(2A  + Bx)sinx+ (2В -  Ax)cosx, 
y “-  -(ЗА + fix)cosx -  (3В -  Ax)sinx, y™ = (4A + fix)sinx -  (4В -  Ax)cosx 

hosilalarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz va cosx, sinx funksiyalar oldidagi 
koeffitsiyentlami tenglab, topamiz: A = 2, B -= 1.

Bundan
y4 = x(2 cos x + sin x),

Yt =C, + C2e‘ + C3 cos x + C4 sin x + x(2 cos x + sinx).
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5) /,(*) = cos 2x -  3 sin 2x funksiya uchun a  = 0, /9 = 2, n = 0, a± fii = ±2i. 
Bunda r = 0, M0 (x) = A, Nn = В.

IJ holda y, = e°'x°(/)cos2x + Zisin2x) = /fcos2x + 5 sin 2x ,
y\ = -2/) sin 2x + 26cos2x, y" = -4^cos2x-45sin2jc, 
y"= 8/lsin2x -  8£cos2x, y"  = 16Л cos 2x - 1 6B sin 2x 

hosilalarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz va cos2x, sin2x funksiyalar

oldidagi koeffitsiyentlami tenglab, topamiz: Л = - ,  В - - - .
6 6

Demak,
y5 = — (cos 2x -  sin 2x),

6

У5 =C, + C2ex + C, cosx + C4 sinx + — (cos2x -  sin 2x).
6

6) /6(x) = 5e'(cosx + sinx) funksiya uchun a  = \, /? = 1, «  = 0, a  ± Д  = I ±i. 
Bunda r = 0, M0(x) = A, N0 = B.

U holda y3 =e‘*x0(y4cosx + Ssinx) = e*(^cosx + 5sinx).

y ' = e'((.<4 + 5)cosx + (B-yl)sinx), y" = e'(2.Scosx-2,4smx), 
y"=e'(2(5 -  A)cosx -  2(5 + ^4)sinx), y f  = e*(- 4y4cosx-45sinx) 

hosilalarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz va cosx, sinx funksiyalar oldidagi 
koeffitsiyentlami tenglab, topamiz: A = - 1, B = ~2.

Demak,
y5 = -e r(cosx + 2sin x) ,

76 = С, + C2ex +C3cosx + C4s in x -ex(cosx + 2sinx). О

<S> Agar (4.4) tenglama o‘ngtomonining ko‘rinishi / yoki //shaklga 
to iiq  mos kelmasa, u holda y(x) xususiy yechimni

у = elx(\e,k'-k')'{\f{x)e-k‘xdx)dx) (4.7)
formula bilan topish mumkin, bu yerda ki7k2 -  xarakteristik tenglamaning 
ildizlari.

Bunda va k2 kompleks-qo‘shma yechim bo‘ lgan holda trigonometrik 
funksiyalami Eyler formulasidan kelib chiqadigan

cos a = ^(e‘a +е~*°), sina -  e~’“) (4.8)

formulalar orqali ko‘rsatkichli funksiyalarga o‘tkazish qulay bo‘ladi.
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4-misoI. у” + 4y' + 4y = e'”  Inx differensial tenglamaning umumiy 
yechimini toping.

®  Berilgan tenglamaga mos xarakteristik tenglama = k2 = -2 ildizga 
ega. Demak, berilgan tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy 
yechimi:

y = (C, +С2х)е~гх.

f ( x) = e~2x Inx funksiyaning ko‘rinishi I yoki 7/shaklgato‘liq mos 
kelmaydi. Shu sababli bu tenglamaning xususiy yechimni

у  = ev  >* (J f(x)e-k'xdx)dx)
formula bilan topamiz:

у = е‘2,(|е<_2+2)'(|е'2х In xe'lxdx)dx) = e~2'(J (| \nxdx)dx) =

= e'2'J(xlnx -  x)dx -  e Inx -  ̂ -x2 -  ̂ x2 j  = e ^  x ~ T̂ *2 j  •

Demak, tenglamaning umumiy yechimi

Y = {c, + C 2x + | x 2 I n x - | x 2j-e~ 2\  О

3.4.4. Ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglama 
uchun olingan natijalarni

y<”> +a1(x)/"-,) +...+ a„_l(x)y' + aJx)y  = f(x) (4.9)
ko‘rinishdagi n -(n > 2)tartibli chiziqli bir jinsli differensial bo'lmagan 
differensial tenglama uchun tatbiq etish mumkin.

Xususan:
1. Bu tenglamaga mos bir jinsli tenglama

У">+а,(х)/"-1>+... + а„_1(х)/ + а„(х)у = 0 (4.10)
ko‘rinishda bo‘ladi.

2. Bir jinsli boimagan (4.9) tenglamaning umumiy yechimi Y = y + y 
formula bilan aniqlanadi, bu yerda y  -  (4.10) tenglamaning umumiy yechimi, 
у  -berilgan (4.9) tenglamaning yechimlaridan biri.

3. (4.9) tenglamani yechishning umumiy usuli ixtiyoriy o‘zgarmaslarni 
variatsiyalash usulidan iborat. Bu usulda (4.10) tenglamaning yl,y2,-,y„ 
fundamental yechimlar sistemasi ma’ lum bo1 Isa (4.9) tenglamaning xususiy 
yechimi quyidagi ko‘rinishda izlanadi:

У  =  С1(х)у, +С2(х)уг + ... +  C(x)ya, (47.11)
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bu yerda C,(x), C1(x),...,CJx) funksiyalar quyidagi sistemadan topiladi:
' C',(x)y, + C'2(x)y2 +... + C'(x)yn = 0,
c;(xW + c;wy2+...+c:«y,=o,

. ....................................................... (47.12)
с ;(х)уГ 2,+ с ;(х)уГ 2)+...+с :(х)уГ , =о, 
с;(х)уГ" + c ’2(x)y^~l>+ ...+c : ( x ) / r  = m

4. и-tartib li chiziqli bir jinsli bo‘lmagan o‘zgarmas koeffisiyentli 
differensial tenglamaning xususiy yechimi ixtiyoriy o‘zgarmasni . 
variatsiyalash usuli bilan topiladi. Bunda tenglamaning o‘ng tomoni maxsus 
ko'rinishda bo‘lsa, uning xususiy yechimi noma’lum koeffitsiyentlar usuli 
bilan topilishi mumkin.

5. Agar f{ x )funksiyaning ko‘rinishi / yoki //shaklga to‘liq mos 
kelmasa, u holda y(x) xususiy yechimni

y = f(x )e-^dx)dx...)dx)dx) (4.13)
formula bilan topish mumkin, bu yerda kt,k2,...,kn -  xarakteristik 
tenglamaning ildizlari.

M ashqiar
2 23.4.1. y ,= x 2 va y ,= x  funksiyalar у"— y ’ + — y = 0 tenglamaning
X X

fundamental yechimlari sistemasini tashkil qilishini ko‘rsating va 
x2y" -  2xy' + 2y  = x V  differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

6  123.4.2. y. = y? va y, = x4 funksiyalar y" — /  + — у  = Otenglamaning
x x

fundamental yechimlari sistemasini tashkil qilishini ko‘rsating va
x2y" -  6xy’ + I2y = 3x differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

3.4.3. y" -  2/  + у  = ex + e~x tenglamaning umumiy yechimini toping.

3.4.4 y" + y ’ = ex + x2 tenglamaning umumiy yechimini toping.

3.4.5. Differensial tenglamalarni ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash 
usuli bilan yeching:

\) y" -2y'+  y = —; 2) y" -y ' = e2xsinex;
x
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Ъ)у' + у = -г—; 4 )у ’ + у = —
s i n x  COS X

3.4.6. у" -Зу' + 2у = f t (х) tenglamaning umumiy yechimini toping: 
l )/ ( x )  = 6e-*; 2) f 2(x) = 3elx;
3) /3(x) = (3 -  4x)e'; 4) /4(x) = 2e'sinx.

3.4.7. Differensial tenglama xususiy yechimini yozing:
1) У" + У = 3 + xelx + xJcosx; 2) y " -y  = 5 + xex +e*cosx;
3) y m + y ’ = 4x + x V  + xsinx; 4) y" -  y" = 2 + xex + 2xcosx.

3.4.8. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping:
1) У  + У = 2x + 3; 2) у" -  2y' + у  = x + 4;
3) У - 2 /  + 2.у = х2; 4) У -З У  = 9х2;
5 )У  + У = 2е'; 6) У - у  = е^;
7) У  -  2У + у  = ди*; 8) у ' -  4у' = хе4‘ ;
9) у" + 2у' + ,у = cosx: 10) у" -  5у' + 6у = 26sin3x;

11 ) у ’ + у  = х sinx; 12) у" -2у' = xcosx;
13) y ‘r-7 y '  + 6y = exsinx; 14) у" -9у  = е3хcosx;
15) у ’ - 5 у ’ + 6у = ех + х2; 16) у' + у = хех + 2е~х;
17) у т + у ’ = е~х; 18) у т -2у" + у' = хех;
19) у " ' - у  = ех; 20) у 1У -  у" = Зх.

3.4.9. Differensial tenglamani yeching:

1) У -З у ' + 2у = |- p - j J  ; 2) y " -2 y ’ + y  = -j==

3.5. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR 
SISTEMALARI

Normal sistemalarni integrallash usullari. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli 
chiziqli differensial tenglamalar sistemalari

3.5.1. Tenglamalari noma’lum funksiyalarining yuqori tartibli hosilasiga 
nisbatan yechilgan differensial tenglamalar sistemalariga kanonik sistemalar 
deyiladi.
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m noma’ lumli mta differensial tenglamalaming kanonik sistemasi
umumiy ko'rinishda __

У™ = i = l,m (5.1)
kabi yoziladi, bu yerda x -e rk li o‘zgaruvchi, y,(x),y1(x),...,ym(x)~ noma’lum 
funksiyalar.

Noma’ lum funksiyalaming hosilalariga nisbatan yechilgan
У: = /(Х’У1>Уг>->У*)>‘ = 1>п ’ (5 -2)

birinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasiga normal sistema deyiladi.
&  Agar (5.1) sistemada y ’,y",...,y';k̂ } hosilalarni yangi yordamchi 

noma’lum funksiyalar deb olinsa, (5.1) kanonik sistemani bu sistemaga 
ekvivalent bo‘lgan va n = k, +k2+... + km ta tenglamalardan tashkil topgan
(5.2) normal sistema bilan almashtirish mumkin bo‘ladi.

1 -  misol. Differensial tenglamalar yoki sistemalami differensial 
tenglamalaming normal sistemasiga keltiring (л -erk li o‘zgaruvchi):

l ) y '  + *y = 0; 2) у т -2хуу' + У 1 ^0)
3 ) f3 .y ;-X + 2y1=cosx,. (>' + > '+У, = In jc,

1х+ л= »п-* ’ \y’,+y"=3
<&> 1) y' = y, deymiz. Bundan y"~y\ bo‘ladi.

U holda berilgan tenglamani
f У' = Ух>
\y[ = -k>

ko‘rinishda yozish mumkin.

2) Qo'shimcha funksiyalar kiritamiz:
У  = У„ У" = У[=Уг- 

U holda berilgan tenglama y[ = 2xyy. -  y\kabi yoziladi.
Natijada

- fy'=y„
■ У\ = Уг,
Уг=2хуу,~у1

normal sistema kelib chiqadi.
3) Ikkinchi tenglamadan topamiz:

У = ~У2 +Sinx.
Bu ifodani birinchi tenglamaga qo‘yamiz va uni y\ nisbatan yechamiz:

y'2 =3sin^-cosx + 2yI - 3 у г.
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Demak,
yt = sm x -y2,
y[ = 3sinx- cosx + 2ys -  3y 2.

4) Qo'shimcha y, = y[, y4 =y'1 funksiyalar kiritamiz va berilgan sistemani
Ы +У* +7 , =lnx,
U + X = 3

ko‘rinishga keltiramiz.
Bundan

У',=У»

у' = ln x -y t - y l!
Ы = 3 - Уз- 

normal sistema hosil bo‘ladi. О

(5.2) normal sistemaning yechimi deb bu sistemaning har bir 
tenglamasini qanoatlantiradigan y t(x),y2(x),...,yjx) funksiyalar to‘plamiga 
aytiladi.

(5.2) sistemaning y,(x0)| = y°, y2(x0)\ = y°,...,yr(x0)\ = y° boshlang‘ich
shartlami qanoatlantiruvchi xususiy yechimini topish masalasiga Koshi masa­
lasi deyiladi.

Yo‘qotish usuli
Normal sistemani yechishning asosiy usullaridan bin sistemani bitta 

yuqori tartibli differensial tenglamaga keltirish va keyin yechish hisoblanadi. 
Bu usulda normal sistemaning noma’lum fiinksiyalaridan birini 
differensiallash orqali uning bitta noma’lumidan boshqa barcha noma’lumlari 
ketma-ket yo‘qotiladi. Bu usul noma’lumlami yo‘qotish usuli deb ataladi

Normal sistemani yo ‘qotish usuli bilan yechish quyidagi tartibda amalga 
oshiriladi:

1°. (5.2) sistemaning istalgan, masalan, birinchi tenglamasi x bo'yicha 
differensiallanadi

У<=^ + *  • + л ^  + -  + ̂ y - ■dx dy, dy2 dya
va o‘ng tomondagi y ’ hosilalar o‘miga J  ifodalarni qo‘yib, y" topiladi:

y”=Fi{x,yl,y1,-,y„)',

206



2”.Bu jarayon davom ettiriladi va quyidagi sistema hosil qilinadi:

y"=F2(x,yr,y2,...,yJ,
(5 .3 )

У™ =Рт(.х’У»Уг>->У.) >
3°. (5.3) sistemaning birinchi (n~ l)ta tenglamasidan (я -1) ta y1,yi,-,y„ 

funksiyalar x,yl,yj,y",...,yl"'l> o‘zgaruvchilar orqali ifodalanadi va
Уг =¥г(х>У^У[,-УГ'У\
Уг =¥Лх1У\,у[,~>уТА))> 5̂ 4)

sistema hosil qilinadi;
4\ у г,у^...,уп laming bu ifodalari (5.3) sistemaning oxirgi tenglamasiga 

qo‘yiladi va y, funksiyaning и-tartib li differensial tenglamasini hosil 
qilinadi:

j f 1 = 0{x,yx, j>;,...,y,(”-l)) .
5°. Bu tenglama yechiladi va y, =tp,(x,C„C2,...,CJ yechim topiladi;
6°. y t yechim (n -  l)marta differensiallanadi, y\,у",...,У""0 lar (5.4) sistema 

tenglamalariga qo‘yiladi va (5.2) sistemaning qolgan yechimlari topiladi:

2-m isol. Normal sistemalami yo‘qotish usuli bilan yeching:

1) 1У' + ЗУ' +Уг=0’ - 2) \У‘ =У,+Уг~ cosx’
[У  -  > ,+ ^ = 0 ’ Ы  =~2yl ~y2 + sinx + cosx'
®  1) Sistemaning birinchi tenglamasini differensiallaymiz:

y; +3y[ + y'2 = o.

Berilgan sistemaning tenglamalari yordamida oxirgi tenglikdan y2 va y 2 
lami yo‘qotamiz:

У1+4у[ + Лу,=0.

Hosil bo‘ lgan o'zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli differensial 
tenglamani yechamiz:

y,=(C1+C2xK 2'.
Bundan

у[=(Сг -2 С ,-2 С 2х)е-г\
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у, va у[ lami sistemaning birinchi tenglamasiga qo‘yib, topamiz: 
y2=-(C,+C2(x +

Demak, berilgan sistemaning umumiy yechimi:
U = (C l+ C2x)e~2\
\y2=-(C,+C2(x + \))e2\

2) Sistemaning birinchi tenglamasini differensiallaymiz:
y" = y\+y'i+smx.

Bu tenglikka y'ning sistema ikkinchi tenglamasidagi ifodasini qo'yamiz: 
y ’ = y\ -  2y, -  y2 + 2sinx + cosx

Sistemaning birinchi tenglamasidan y. ni topamiz va oxirgi tenglamaga 
qo‘yamiz:

y ’ +y, = 2 sinx.

Hosil bo‘lgan ikkinchi tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli bir jinsli 
bo'lmagan tenglama bir jinsli qismining yechimi:

у , =C, cosx + C2sinx.

Uning xususiy yechimini y, = x(Acosx + Bsinx) ko‘rinishda izlaymiz. 
Bundan

y[ = (A + Bx) cos x + (B -  Ax) sin x, y ' = (2В -  Ax) cos x -  (2A + Bx) sin x. 
y[ va y ’ ni y ’ +y, = 2sinx tenglamaga qo‘yib topamiz:

A = - 1, 5  = 0, Y, =-xcosx.
Bundan

y l = C, cosx + C, sin x -  x cosx,

y[ = -C, sinx + C2 cosx -  cosx + xsinx.
Sistemaning birinchi tenglamasidan topamiz:

^ 2  =  . V , ' - > ' i  + C O S X .

Bu ifodaga y, va y\ laming ifodalarini qo‘yamiz:
y2 — (C2 -C ,)cosx-(C , + C2)sinx + x(cosx + sinx).

Shunday qilib, berilgan sistemaning umumiy yechimi:
Гу, = C,cosx + C. sinx-xcosx,
]y 2 =(C2 -C ,)cosx-(C , +C2)sinx + x(cosx + sinx). О
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У\=Уг>
' Уг=У1>

Уг = У 1 + Уг + Уг> ^ ,(0) = 3, у 2(0) = 1, у 3(0) = -1 .

®  Sistemaning birinchi tenglamasidan topamiz:
У"=У'г

yoki ikkinchi tenglamadan
= o

kelib chiqdi.
Bundan

y i= C ^ + C 2e~\ y 2=Cle’ - C 2e-\ 
yt va y2 laming bu qiymatlarini uchinchi tenglamaga qo'yamiz:

y'3-y,= 2Cxe\
Bu tenglamani yechamiz:

>>з = 2 Ctxe* + C3e*.
Ixtiyoriy o‘zgarmaslami boshlang‘ich shartlardan topamiz:

C,+C2=3, C ,-C 2=l, Cj = —1.
Bundan C, =2, C2 =1, C3 =-1.

Demak, berilgan sistemaning xususiy yechimi
[>,= 2ex+e-*,
■ y 2= 2ex- e -x, 

у. = (Ax -  \)е*. О

Integrallanuvchi kombinatsiyalar usuli
Normal sistemani yechishning integrallanuvchi kombinatsiyalar usulida 

arifmetik amallar yordamida berilgan sistemaning tenglamalaridan yangi 
noma’lum funksiyaga nisbatan oson integrallanuvchi differensial tenglamalar 
hosil qilinadi.

(5.2) normal sistema berilgan bo‘lsin. Bitta integrallanuvchi kombinatsiya 
erkli o‘zgaruvchi x va yt,y2,...,yi: noma’ lum funksiyalarni bog‘ Iovchi bitta 
Фt(x,yl,y2,-,y„)= C l tenglamani beradi. Chekli sondagi bunday tenglamalarga
(5.2) sistemaning birinchi integrallari deyiladi.

(5.2) normal sistemaning nta Ф1,Ф2,...,Ф(,birinchi integrallari topilgan 
bo‘lsa va bu funksiyalar bog‘liq boMmasa, ya ’ni Ф,,Ф2,...,Фл funksiyalar 
sistemasining yakobiani nolga teng boMmasa, (5.2) sistemaning barcha

3-misoi. Koshi masalasini yeching:
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Ф2( x,y„y2,-,y„) = C2,

&„(x>y,>y2>->yJ = c ,
sistemadan topiladi.

4-misol. Normal sistemalami integrallanuvchi kombinatsiyalar usuli bilan 
yeching:

n W  = > :+ l>. (У',=У?+У,У2,
) \y\=y, + \ ’ [У2=У<Уг+У1'

<S> 1) Sistemaning birinchi tenglamasiga ikkinchi tenglamasini hadma- 
had qo‘shamiz:

У’,+Уг=У,+У2+2-
Bundan

d(y, + У; t 2). _ fa  y0ki yi+ y2= c te* -  2.
У,+Уг + 2

Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi tenglamasini hadma-had 
ayiramiz va hosil bo‘ lgan tenglikni integrallaymiz:

У, - У 2 = С2е ' х- 
Topilgan birinchi integrallardan

y ^ ^ e '  +C2e-*)-l,

у2Л (С ,е«~ С 2< П -1

kelib chiqadi.

2) Sistemaning birinchi va ikkinchi tenglamalarini qo‘shamiz:

y',+y’z=yf +2У1Уг+Угг-

y ,(x ),y2(x'),...,yjx) noma’lum funksiyalari

Bundan
d(yi +_Z?) = y o k i----- *—  = x + C,.
(У,+УгГ У,+У2

Sistemaning birinchi tenglamasini ikkinchi tenglamasiga bo‘ lamiz va 
hosil bo‘lgan tenglikni integrallaymiz:

Фх _ УI 
<bl У 2

yoki yx=C2y2.
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Birinchi integrallardan aw a l >2va keyin y, ni yo‘qotib, topamiz:
C2

У' (C2 + l)(x + C,)’
_________1

Уг~ (C2+l)(x + C,)‘ °

(5.2) normal sistemada integrallanuvchi ko‘paytuvchilar ajratish 
uchun sistemani simmetrik forma deb ataluvchi

dx  ̂ dyi = dy2 Фп
1 f 2(x,y„...,yn) /,(■*,

ko‘rinishda yozib olish va keyin teng kasrlarning quyidagi xossasidan

foydalanish mumkin: agar — = .==̂ - = r  bo‘ lsa, u holda istalgan
V, v2 v„

, a,u. +ам, + ... + au„ , t1 , .a .,a 2,...,an da = y bo‘ladi.
a,v, + a 2v2 +... + a„vn

Bunda a, , a2 lar shunday tanlanadiki, oxirgi tenglikningyoki surati
maxrajining to‘ liq differensiali bo‘ladi yoki maxraji nolga teng bo‘ladi.

у  = 2( г̂ + *)
5-misol. • ^  + 2^' differensial tenglamalar sistemasini yeching.

— ~~
У г -  2yt

®  Sistemani simmetrik ko‘rinishda yozib olamiz: 
dx ^ dy, ^ dy2 ^

У1 ~ 2у, 2уг +2х - x - 2 y ,
Integrallanuvchi kombinatsiyalardan birinchisini topamiz:

2dx~-^ -~ ^  = y yoki d(2x - у , -  2Уг) = 0.

Bundan
-  2 x ~ y ,-2 y 2=Cr 

Integrallanuvchi kombinatsiyalardan ikkinchisini topamiz:
2 xdx + 2yxdy, + 2 y2dy2

= у  yoki d(x2 + у 2 + y\) = 0.
0

Bundan
x2+y l+ y 22 = c 12.

2х - у , -  2y 2 = C, va x2 + yf + y\ = C2 birinchi integrallar berilgan 
sistemaning umumiy yechimini oshkormas aniqlaydi. О
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y', = апУ1 + апУг + -  + а:пУп + i = \,n (5.8)
o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli differensial tenglamalar sistemasi 
hisoblanadi, bu yerda a. -berilgan o‘zgarmas koeffitsiyentlar.

f(x )  = 0 bo‘Isa (5.8) sistemaga bir jinsli sistema deyiladi. Bir jinsli 
sistema y^x) = 0 trivial yechimlarga ega bo‘ladi.

(5.8) sistemaga mos bir jis li

3.5.2. Normal sistemalarning xususiy hollaridan biri ushbu

у[ = c‘ny l + al2y 2+...+ alaytl, 
y'l =а21У1+а22у 2+... + а2яу11,

(5.9)

y'„ = З Д  + а,гУг + -  + omy, 
sistema berilgan boisin. Bu sistema yechimlarini topishning Eyler usulida
sistemaning xususiy yechimi ух= ахеь ,у г - а гек yn = ae** funksiyalar
ko‘rinishda izlanadi, bu yerda a , (/ = 1,«), Л ~o‘zgarmaslar.

a , (/ = !,«) va Л ning qiymatlarini topish uchun aw a l у, = а1ел , у'
(5.9) tenglamalar sistemasiga qo'yiladi va a x,a 2,...,a„ larga nisbatan 

r (a„ -  Л)а, + апа г +... + aXra n = 0, 
a2lsx + (an -  Л)а2 +... + = 0,

+ a„2«2 + -  + (a„„ -  Л)ап = 0 
algebraik tenglamalar sistemasi hosil qilinadi.

Keyin (5.10) sistemaning xarakteristik tenglamasi deb ataluvchi

= X aeL

(5.10)

a„ -Л au
a,. (5.11)

tenglamadan A matritsaning xos sonlari ЛХ,Л2,...,ЛГ1 topiladi.
(5.11) xarakteristik tenglamaning barcha yechimlari haqiqiy va har xil bo‘ lsa
(5.9) differensial tenglamalar sistemasi quyidagi yechimlarga ega bo‘ladi:

У, = С,аще* + Сга ае *  +... + C„«,„ev ,
У г = + Сга пеЧх +... + C a lne^,

y„ = Сха леКх + C2a n2el~x +... + Cna m

212



Agar (5.12) xarakteristik tenglamaning ildizlari orasida kompleks yoki 
karrali ildizlar bo‘lsa, u holda bu ildizlarga mos xususiy yechimlar n -  tartibli 
chiziqli o‘zgarmas koeffitsiyentli bir jinsli differensial tenglamalarda 
topilgandagi kabi topiladi.

6-misol. Differensial tenglamalarning umumiy yechimini toping:

<S> 1) Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
2 - Л  1

=  0
3 4 -Л

yoki A2-6A +5 = 0.Bundan Л, =1, Лг =5.
Sistema matritsasining xos vektorlarini topish uchun

f(2 -  Л)а, + a 2= 0,
[3a, + (4 -  Л)а2 = 0 

sistemani tuzamiz. Bu sistemadan Я, = 1 da topamiz:

Bu tenglamaiardan biri ikkinchisidan kelib chiqadi. Shu sababli 
tenglamalardan birini olib qolamiz. Bundan a 2l = -«„  yoki a u = 1 desak, 
a n =-1 kelib chiqadi.

Yuqoridagi sistemadan = 5 da shu kabi topamiz: а гг =1, a !2 = 3.
Demak, berilgan sistemaning yechimi

a u + a 21 = 0, 3an + 3 a 2l = 0.

2) Sistemaning xarakteristik tenglamasi

5 Л 1 =0, Я2 -8/1 + 16 = 0. 
1 -- 3 -Л

= 0, Л2 -  8/1 +16 = 0.

Bundan
Л, = Л2 = 4.

Bu ildizlarga
у,= е4‘ (С,х + Сг), у2=е4'(С,х + С4)

yechimlar mos keladi.
у, va уг larni differensiallaymiz:

y\ = etx(C, + 4 C,x + 4C2), y\ = eAx(C, + 4 C3x + 4 C4).
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у,, у г, у[ va у'г larni berilgan sistemaga qo‘yamiz:
fC, + 4C,x + 4C2 = 5C,x + 5C2 -  C3x -  C4,
[C3 + 4C3x 4- 4C4 = C, x + С 2 + 3 C3x + 3C4.

Ayniyatlaming chap va o‘ng tomonlarida xning bir xil darajalari oldidagi 
koeffitsiyentlami tenglashtiramiz:

4 С ^ 5 С ,-С 3, ya fC, + 4C2 = 5C2 - C4,
4C, =C, + 3C3, [C3 + 4C4 = C2 + 3 C4.

Birinchi sistemadan C3 = C, va ikkinchi sistemadan C4 = C2 -  C, kelib 
chiqadi.

^  . . . . (y,=e,x(C.x + C2),Demak, sistemaning umumiy yechimi^
^y2=e (C,x + C2 -C ,).

= 0, Я) = —6 — i, A2= -6 + i.

3) Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz va yechamiz:
•7-/1 1 
- 2  - 5 - Л

Л, = —6 — / da
( i - l ) a u + a 2l =0,

■ 2(i -  l)a„ -  2 « 2I = 0 

sistemadan a 21 = (1 - yoki  a,, = 1 desak, a 21 = 1 -  i kelib chiqadi.
Л2= -6 + i da shu kabi topamiz: a l2 =1, a 22 = 1 + i.

U holda berilgan sistemaning yechimi 
fy, = Cle<-6-0x+
|y2 = (l -  i)Clei~6~i)x + (1 + i)C2e(̂ ‘)x 

bo‘ladi. Bu sistemaga Eyler formulasini qollab, berilgan sistemaning umumiy 
yechimini topamiz:

(yt =e~6x((Cl +C2)cosx + i(C2 -C,)sin j),
1 yt = e^(((C, +C2+ i(-C , + C2)) cosx + (-(С, + C2) + /(-C, + C2))

yoki
J у , =e"6r(C, cosx+ 02)31110:),
{y2 =e"6r((C, +C2)cosj: + (C2 -C,)sinx) 

bo‘ladi, bu yerda С, = C, + C2, C2 = i(C2 -  С,). О

(5.8) sistemaning xususiy yechimlari ixtiyoriy o‘zgarmasni 
variatsiyalash usuli yoki aniqmas koeffitsiyentlar usuli bilan topiladi. -
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7-misol. Differensial tenglamalarning umumiy yechimini toping:

®  1) Sistemaning mos bir jinsli tenglamani tuzamiz:

Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz va yechamiz:

Л, = —3 da
f a n -  4a2, = 0,
| -a„ + 4 a21 =0

sistemadan a„ =4a21 yoki a 21 =1 desak, a u = 4 kelib chiqadi. 
Л, = 2 da shu kabi topamiz: a u = -1, a 22 = 1.
U holda berilgan sistemaning yechimi

Berilgan sistemaning yechimini ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash 
usuli bilan topamiz:

J j7, =4Cl(x)elx- C 2(x)elx,
{y2= С{(х)е^+С г(х У ‘ .

У„ У У п  У'г larn' berilgan sistemaga qo‘yamiz va almashtirishlar 
bajaramiz:

2 X 4 =0, Л, = —3, \  =2. 
- 1  1 -Я

bo‘ladi.

4CI'(x)e“3x -  C; (x)e2' = 1 + 4x, 

G{(x)e^ + С[(х)егх ^ x 1.

Bundan
C.'(x) = “ (3x2 + 8x + 2)e3*, C'Ax) = i(6 x 2 -A x -  l)e~2*. 

1 10 5

Bu ifodalarni integrallaymiz:

CM) = ^  O' + 2^)e3r + C’2(x) =-| (3x2 + x)e-2* + C2.
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Demak, berilgan sistemaning umumiy yechimi
U = 4  Cte-,x- C 2e2l,+x2+x,
j y 2 = C ,e^+ C 2e2x-± x 2.

2) Sistemaning mos bir jinsli sistemani yechamiz:
Ы=У1+2У1>
1^2 =У, ~ 5 sinx

1 -Л  2 
1 0 -Л

Л, = -1 da

= 0, Л, = —1, Л2= 2.

\2an + 2an = 0,
1 <Xn + « 2, =0

sistemadan a n = yoki a n =1 desak, a 2, = -1 kelib chiqadi. 
Л2 = 2 da shu kabi topamiz: a l2 =2, = 1.
U holda berilgan sistemaning yechimi

7,= C,e_* + 2C2elx,
Уг = —CKe~x +C1elx 

bo‘Iadi.
Berilgan sistemaning xususiy yechimini

= Ai cosx + 5, sin x, 
j72 = A2 cosx + B2 sinx 

ko'rinishda izlaymiz.
Pi > Уп y\ va % larni berilgan sistemaga qo'yamiz:

f- A, sin x + Bt cosx = A, cosx + Bt sinx + 2Аг cosx + 2Вг sinx, 
[ -  A2 sin x + Bz cosx = A, cosx + Btsinx -  5sinx.

Ayniyatlaming chap va o‘ng tomnlarida cosx va sinx lar oldidagi 
koeffitsiyentlami tenglashtiramiz:

va
- А г = В ,-  5,

B ^ A V
■ At =Bt + 2Вг,
Bx =A, +2 Аг,

Sistemalami yechamiz: At =-1, Bt = 3, A2 = 2, B2= - 1. 
Demak, sistemaning umumiy yechimi

у , = С,е~х +2Сге2х -cosx + 3sinx, 
y2 = -C,e~x +Сге2х + 2cosx-sinx. *

216



Mashqlar
3.5.1. Differensial tenglamalar yoki sistemalami differensial 

tenglamalaming normal sistemasiga keltiring (x -e rk li o‘zgaruvchi):

1) y" -2y ' + 3y = a; 2) y ^ -y '  + xy’ ^ y ’ 2;

{Ay[ -y 't + 3y, = sinx, _ ^  (y" + y2-  2y, = 0,
[У +Уг = cosx + sinx’ \У?+У г- У\=х

3.5.2. Normal sistemalami yo‘qotish usuli bilan yeching:

3)

1)

3)

5)

1)

2)

к *
JC z L ;

*У2

2 ) -

У[ = Уг + х>

;2Уги - —

У2 >
Уг=Ух

4)- х  .

к = - ^ ’
X

у\ = cosx -■Уг, . б )
Ы + У 1~Уг=ех>

у' = 4cosx -slnx + 3y j- 4 у 2 [У2-У,+У2=е1

3.5.3. Koshi masalasini yeching:
У[ =Уъ~Уг,
Уг^Уу,
У[=У,~У„ У,(0) = 0, у 2(0) =  0> У , ( 0 )  =  2 .

У\=Уг-Уг>
У’г =Ух+Уг+Х’
у', = У, + Уъ + х> У.(°) = 0, * (0 ) = I, У 3( 0 ) - 0.

3.5.4. Normal sistemalami integrallanuvchi kombinatsiyalar usuli bilan 
yeching:

1)

3)

У,=Уг>

У'^Ух

У.= 

Уг =

У,
2Уг -  У, .

Уг ’ 
2У г - У ,

2)

4)

У,=*У  2. 
У'г=ХУ,

х = л
(У .-У ,)2’

■У,
O ',-* )*
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5)

1)

3)

5)

7)

9)

П )

dx <*У\ Ф 2 6) dx
У  г ~ У \  х ~ У г  У х ~ х  х ( х  + 3 У , )  2 У 1 2 У \ У г

3.5.5. Differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimini toping:

= 3 y,+  y 2,_
= 2у,+2Л ’
= 2У, -  У>,_
= 4y,+6уг ’

= У , - У г > .

=  У , + У г  ’

= У^-2у1 - у 3, 
=  ~ У г +  У г + У ъ »

= yt- y 3
= у2+х,

= 3у, - 2 уг +х, _ 
= 3 у ,-4 у г ’

2)

4)

6)

8)

10)

12)

= У, +3Л> .
= -У, +5^ ’
= У , - 4 У г , .
= Уг~Зу2 ’
= 2У, -  У2,_
= * + 2 *  ’

= ->! +Уг + Уг> 
= з ' . - л + й »  
= Ух+Уг+Уъ

= л
= — +ех +х ’ 
= -д/, + х,
= Ух+ех'

NAZORA Т ISHI

1 2 .  Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
3. Differensial tenglamalar sistemasini Eyler usuli bilan yeching.

2. y - /  = 6x + 5.

1-variant
1. a) y " -y  = 0, b) 4 /  + 8/ -  5y = 0, c) / - 6/  + 10>- = 0.

3 Ы = У,+2уг, 
' Ы = 3у,+ 6у2.

2-variant
1. а) у ” + 5y = 0, b) 9y ' -  6y' + у  = 0, с) у ' + 6jy' + 87 = 0.

2. у " -5 у ‘ + 6у' = 6хг + 2 х -5 . 3. ' Г * ’
Ь 2=Л-
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f/t = 4y,+ 2y2

3-variant
1 . а )  y ’ -1 6 y  = 0, b )  y" + Ay' + 20y = 0, c )  y " - 3 y ' - i 0 y  = 0.

2. 3y/r+ ym = 6 x - l .  3. , ,
= Ay, +6y 2.

4-variant
1. a) y" + Ay = 0, b) y"-\0y' + 25y = Q, c) y" + 3y’ + 2y = 0.

-y » , * 2 ! -л (У'<=2У> + Уг’2. у + y =6x- l .  3. <\у2=Зу,+Ауг.

5-variant
1. a) y ’ - 2 y  = 0, b) y ’ -6 y ' + 9y = 0, с) y ’ + l2y' + 37y = 0.

2. y m + 3y' + 2/  = x2+2x + 3. 3. \У] = 4У> ~ f 2’
и = - л +4л-

6-variant
1. a) y ’ + 9y = 0, b) y " -y ’ - 2 y  = 0, c) y" + 4/  + Ay = 0.

[У\=-Ух~2уг,2. у ”' - 3 у ’" + 3у ' - у '  = х -3 .  3. , ,
[Уг =3у1+Ау1.

7-variant
1. a) y ’ -4 y ' = 0, b) y ’ -  Ay'+ I3y = 0, c) y"- 3 /  + 2y = 0.

= - 3 y 2,
2. у т -13у" + 12у' = 1 -x . 3. ".

У \ K = 2 y + ^ .

8-variant
1. a) >>’ + 3/ = 0, b) y ’ -  5y' + 6y = 0, c) y" + 2y' + 5y = 0.

Ы  = 4y, -  8y22. y ,v +2ym + y" = Ax\ 3. , , n
Ы = -8у,+ 4Л .

9-variant
1. а) y - 2 /  = 0, b) У -  2/  + 10  ̂= 0, c) y" + y ' - 2 y  = 0.

2. y ,r - 6 y n + 9y" = 2 x -3 . 3.
y! = 2y, + Sy2,
у'г = У, +4>v
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10-variant

1. а) y " -4 y  = 0, b) y" + 2y' + \ly = Q, c) y " -y '- 1 2 y  = 0.

2. у" -  у" = 6x2+ Ъх. 3. 1 У',= У,~У2’
[ у  =-4y,+>v

11-variant
1. а) у" + 9y = 0, b) y" + y ' - 6 y  = 0, c) y" -  4y' + 20у  = 0.

2. 7У" -  у ’  = 12x 3. \У' = 5*  + 4Л’
+5y2.

12-variant
1. a) / -4 9 >  = 0, b) У - 4 /  + 5>- = 0, с) /  + 2 / -3 y  = 0.

1. a) y" -6y ' = 0, b) У  + 8У + 25у = 0, с) 9 / + 3 / -2 y  = 0.

14-variant
1. a) /+ 16y = 0, b) 6У + 7 y - 3  = 0, c) 4y’ -,4y' + y  = 0.

15-variant
1. а) У - 3 / = 0, b) У  + 6У + Юу = 0, с) У~5У + 4у = 0.

2. у  + ЗУ + 2У = Зх2 + 2х. 3. = 6У| + 3>>2’
U i— 8 ^ -5 ^ ,.

16-variant
1. а) У  + 7у' = 0, Ь) у ’ + 4У + 5у = 0, с) У  -  6у’ + 8у = 0.

2. у " '+ У  = 12х + 6.

13-variant

220



1 7-variant
1. а) у" + 5y' = 0, b) 9y" + 6y' + у = 0, c) / - 1 2 /  + 37y = 0.

2. y*  +3y’ - 3 y n + y' = 2x. 3- j 3"'" t1У2=4у,+3y2.

18-variant
1. a) / - 8 /  = 0, b) 4 у '-8 У  + Зу = 0, С) у ’ + 2y' +10y = 0.

 ̂ . 2 ,  Л -  ‘Л.2. у - б у ^ х  + д:2. 3. -i . .
[Уг = -*У, + 4y2-

19-variant
1. а) y ’ + 10y' = 0, b) 2y"-3y' + y  = 0, с) 4у,, + 4У + у = 0.

20-variant
1. a) >/' + y  = 0, b) y ' + 6y' + 9y = 0, с) 2 /  + 2У + 5y=0.

2- '■ 4 ^ T +/;;.
21-variant

1. a) y* + 25y = 0, b) 2y' + 3y' + y  = 0, с) /  + 4У + 8у = 0.

Г V „ ,  4 f y =- 2^ l+2. / - / ^ 2 x  + 3. 3. -!'  Ь 2=-3>’1+2у2.

22-variant
1. a) у ' -  9y = О, b) / -1 0 У  + 21у = 0, с) у" + 2У + 2у = 0.

2. , ” - 4 , -  + 4 y --x ‘ « - 1 .  3. {* _

23-variant
1. a) y" + 49y' = 0, b) / - 6 y '  + 13y = 0, с) у ' + 8y '+ 7y = 0.

,  „ » „ о . 2 д ( У '=6У<~ Уг>2. у  -  4у = 2 -  Зх + 4х . 3.-!у У Ь = 3 у ,+ 2 у2.
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1. a) y ’ + 6y' = 0, b) y" -l0y ' + 29y = 0, c) y ’ -  2y’ + 2y = 0.
у[ = 2ух+Ъу

24-variant

2. у" + 13/ + 12/ = 18x2 -  39. 3. 25
./ = 5^  + 4^.

25-variant
1. a) y" — 2Sy - 0, b) y ' -6 y '  + 9y = 0, c) y ’ - 8/ + 25y = 0.

2. >” + 5у' + 4У = 1 -х 2. 3. у ' =5y, + 8y,
K= ^, + з у .

26-variant
1. a) / - 3 /  = 0, b) /-7/-8> >  = 0, c) /  + 4/ + 13>- = 0.

2. / * '-8 / ' + 16/ = 2x(l~*). 3.
{У2 =У1+ Уг-

27-variant
1. a) y" -81y  = 0, b) y"-10y' + 16y = 0, c) 2 /  + 5y' + 2y = 0.

2. ym + 3y" = 4 -2 4 x \  3 . Ы = К-4У>,
Ы = -У 1 -3Уг-

28-variant
1. a) / - l l /  = 0, b) / - 3 / - 1 8 y  = 0, с) 3 / - 2 / - 5 y  = 0.

2. /■ + 4У «2х .
к - - б у , - з л .

29-variant
1. a) /481j> = 0, b) 1 6 / -8 /  + .y = 0, с) 2 /  + 5/ + 2j> = 0.

2 . j " - 5 / + 4 / = (x - i ) 2. з. |у ; =3/ 1+^ ’

30-variant
1. а) у" + 64у  = 0, Ь) 4у" + 3/ -  у  = 0, с) у ' + 6/ + = 0.

2. / ' - 6 /  = l - 2 x  + 3x\ 3. f* ' = 7^ 2’
I/  = 5у, + 5уг.
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MUSTAQIL UYISHI

1 .-3. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
4. Koshi masalasini yeching.
5.-6. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
7. Differensial tenglamani ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli 

bilan yeching.
8. f t(x), f 2(x) berilgan. y" + 2y' = f(x )  + f 2(x) differensial 

tenglamaning umumiy yechimini toping.
9. Differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimini toping:

1-variant
2 . у 2 + xzy' = xyy'.

у
3. y '-  — = xsinx

X
4. y'x + y = ̂ ~, 7 (1) = 3.

5. (xcos2 у +1  )dx -  x2 sin lycty = 0.
6 . У  = cos2 x . 7. y’ + y = ctgx .

9 ГХ=3y , - y 2+e% 
' 1^2= У, + Уг+Х-

8 . f t(x) = e'2x(3x + 6), f 2(x) = cos 2x + 2sin 2x . 9.

2-variant
1 . y \ny = e3x.

x

2 . xy2y' = x3 +y\

4. y' + y = e2Jy , y{0) = 7 -
4

5. e~vdx + (i-xe~y)dy = 0.
6. xym = 2.

8. f l(x) = e - 2s (5x + 4), /2(x) = cosx + 4sinx. 9.

3-variant
1 . cos3 yy’ -  cos(2x -  7 ) = (cos2x + 7 ).
3. 7 , + 27 = e'rl.
5. (7  + e' cosy)dx + (x-e*imy)dy — 0.
6. (1 + sinx)7 ” = 7 "cosx.

8. f t(x) = 3x2 +2, /г(х)-е"2х(cosx + sinx).

2. (47 +  5x)dx + (57 + 7 x ) d y  = 0 .

4 . y ' - y  = xy2, 7(0) = 1.

7. y" + 7  = xcos2 x .
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У
4-variant

1. (ex + 8)2y-ye"dx = 0. 2. xy' = y]\r\—- lj .

3 .  y ' - - ^ -  = (x + l)2. 4. xy’ + y = 2y2lax, 7 (1 )  =  ^ .  
x + l l

5. yexdx + (y +ex)dy = 0.
6. xy’ + у  = tax 7,y" +  y = tgx.

8. fSx) = 6x2 +1, /г(х) = e 2'(2cosx + sinx). 9. J *  = *  +Уг++ X’
Ы  = 3У, + Уг +x2-

5-variant
1. 3xUydy + xdx = 0. 2. (Z jxy-x)y' + y  = 0.

3 .y  + Z = J“£±i. 4 .y  + 2y = /e*, >(0) = i .
x x  l

5. (2x3 -x y 2)dx + (2y3 - x 2y)dy = 0.
6. y?gx = y  + l. 1. y ’ + 4y = ctg lx .

„ fy  = y, - 3 j 2 +elx,
8* /  (■*) = e"2l(2 x - 7 ) ,  / j ( jc) = 2cos2x + 3 sin 2 x . 9. J = ^  ^  + ^

6-variant

I. dy-x{\ + y2)dx = Q. 2. y  = ̂  + sin^.

3. 7 '-> ,c?gr = smx. 4 .3xy' + 5_y = (4x -  5)_y‘ , y(l) = l.

5 . Х Л - ^ 1 ± 1 ф  = о.
X x

6. У" = x sin x . 7. /  + 2/ + j> = x<?*- 

8. y;(x) = e - ( J c 2 + l), / 2(jc) = 3cos4x. 9.

7-variant
1. eyy*xdx = ydy. 2. x V  = 3/(_v! +x2).

3. y+ 2Z  = JL. 4. /  + 2ху = 2 х У , >-(0) = л/2.
X X

5. (блу2 + 4х3)й£е + (6х2у + y l)dy = 0.
6. y mtg4x = 4y". 7. / - 4 /  = е21-<Г2*.

Г у! = у. + 4уг,
8 ./(х) = Зх3-2 х  + 1, /2(x) = 2cos4x + 3sin4x. 9. \ , ,х' 1у2 = -_у, + у2 + е .
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8-variant

I. x + xy + y'(y + xy) = 0. 

у  _ sinx3. y' + -
COS X cos X

5.
X +y

- +  e л - ^ т - 0 .
X +y

6. xy” -2y"  = -

8. f l(x) = 3e~11, /2(x) = e~2'(3cosx + sinx)

4.y '  + y = xy\ X0) = 1.

2. y - * - * *
X X

7. y ’ + 4y 

9.

1
sin2x 

y ' i = 3 y , +  У г + е ‘ , 
Уг=  ^>+3y2-e*.

9-variant

1. 2yx2dy = (l +x2)dx.

3. y'~  — = xcosx. 
x

5. | ^  + ycosxy^dx + ̂ j  + xcosxy^dy = Q.2у
X’

6. xy" = y'ln— .
x

2. ^ ' - y  = (* + y) + In^±Zj. 

4 .2 (y' + y) = xy\ y(0) = 2.

7. /  + 5У + 6y = - 1

8./j(x) = 3x2+2x + l, /г (jc) = e“2' (cosx + 3sinx). 9.

\ + e2x 
y = y 2-cosx,
У*=2>,+Л .

10-variant

1. (лу2 + x) + У (у -  хгу) = 0.

з .у+ у _ arctgx 
1 + х2 1 + х2 '

5. \хех +^rr\dx- —dy = 0.

6. ху” - у ’ =

8. /](х) = х2+3х, /2(x) = 3cos2x + sin2x.

2. ху' = у - х е х.

4. 2(хУ + у) = У  Inx, XI) = 2.

ех +1
У = 4у, -  5у2 + 4х +1, 
У = У, ~ 2Уг +х -
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11-variant
1. xydy=(l- x2)dx. 

3. y '-2 x y  = 2x3;

-i dx- dy = 0.

6. xym + y" + x = 0.

8. f(x )  = x1 +2, /2(x) = xcos2x.

2. xy' = ycos^ln—j.

4. y' -  ytgx = y* cosx, j(0) = l.

7. y" + 2y' + 2y  = ------.
cosx

9 (y't = -2yt -  У2 + sinx, 
' "Ы =4у1 +2уг + cosx.

12-variant

3. x2У  + xy +1 = 0.

5. ■̂ ■dx — —tfy = 0.
X X

6. x3y m + Sy" = 4 i .

8- У̂ (х) = е'21(х + 1), /2(x) = e~2*xsinx.

2. (xJ-2xy)y =ху-У.
4. лук' = У  + x, y(l) = л/2.

e "'37. y  + 4 y  + 4y = —j-.

9. Я= З '. - Л - е  >
Х =_4^1+>'2'+-ЯСе'Х-

13-variant

1. sin у  cos xdy = cosy sin xdx.

3. y' + У
x + l

= x .

5. x + - У \dx+{y~- X
x‘ + y y  . x2 + у

6. y mctg2x + 2 /  = 0.

8. /)(x) = e'2l(3x + l), /2(x) = x2sinx.

\dy = 0.

2. y  = ̂  + £.
x у

4. xy’ - 2 x 2J y  = 4y, XI) = 1.

7. у ’ + у  = —i —.
sinx

[У  = 5 y  + 4 y 2 + e\
У  = 4 y  + 5 y 2 +1.
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14-variant

3-

5. eydx + (cosy + xer)dy = 0.

6. у' = 1- (УУ.

1. /  = 1<ГУ. 2. (y + -Jxy) = xy'.

4. у' + х\[у=Ъу, y(0) =1

7. у" -  2y' + у  -

8. I  (x) = e 2‘ (x -1), f 2 ( X)  = e'21 sinx. 9.
У\ ~~ 2y, Уг’
Уг = 5у,+ 2у1 +Хг +1,

15-variant

1. Vl- x ld y -x ^ \ -y 1dx = Q.

,  , у  sinx
3. у  + — =----- ■x

* ( 2 , - 1 - -

6. уу’ -(у')2 = у4-

8. /;(х) = ег(х + 1), f 2(x) = exxsm x.

2 y --\ d y  = 0.
х ,

2. y in—dx-xdy = 0.

4  .y ’ -ytgx = - - y A sinx,

7. y" - 2 y ’ + y  = —.x
y,' = 5 y ,-3 y 2+xe2
K = 3 y ,-  У2+ ^ -

16-variant

2. *59/= y2 +2x2.

4. У = —e2* + y, y(0) = 2 
У

1. (1 + y)dx = (x -  \)dy.

3. y' + ytgx = cos2 x.

g yd x-xd y_ Q 
x2 + y 2

6. (y')2 + 2yy' = 0.

8. /,(x) = e'2i(3x + 4), /2(x) = e-2'xcosx. 9. I * *  +2^ ’+Jce*.

7. у" + 2y' + у = -

У(0) = 1 •
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17-variant
1. л/4 - jc2 /  + xy1 + x = 0. 2. xy + /  = (2x2 + xy)/.
3. (x2+ l)/  + 4jcy = 3. 4. xy' + y  = y 2lnx, y(l) = l.
5. (y3 + cosx)dx + (Злу2 + ey )dy = 0.

16. y mxlnx = y". 7. /  + 9y =

8. /(x) = e*(x2 + 4), /2(x) = <>‘ smx. 9

sin 3x
У ^ - з л .

/2=3;1+ Л + в‘ .

18-variant
1. x1dy-(2xy + 3y)dx = Q). 2. (у + 2x)dy -  усйс = 0.
3. у  = jc( /  -  x cos x). 4. 2(x/ + y) = xy2, y(l) = 1.
5. xy2dx + y(x2 + y1)dy = 0.

6. / x - /  = x V . 7. / - 4 /  + 5y = —— .
cosx

\у\= У, - 3y2 + 1>8- f i(x)=ex(x* -2 ) , f 2(x) = e 2*xcosx. 9. ,
+ y2+ 2x.

19-variant
1 .  (1 +  y 1 )dx -  -Jxdy = 0. 2. ( 2 у 1 + З х 2 ) х ф  = ( 3 /  +  б у х 2 ) Л .

3. у' + ytgx = sinx. 4. 3(xy' + у) = у 1 Inx, y(l) = 3.
5. (3/ cos3x + 7)dx + (3у 2 sin3x -  2у)ф = 0.

6. y K = elx+x. 7.y"  + 4y = 1
cos2x

S .f l(x)=x3 + 2x -l, /2(x) = x(sin3x + cos3x). 9. \У> 4y' + Уг 6 ’
[/ = -y ,+ 2 jv

20-variant
1. 1 + (1 + y')ey = 0. 2. y 2 = x(x + y)y'.
3. х у '-2 у  + хг =0. 4. yx' + x = -yx2, x(l) = 2.
5. (3x2 + 2y)dx + (2x -  3)dy = 0.

6. / (3  + 2у) = (2/ У . 7. /  + 3/ + 2y = -
e +1

8. /j(x) = x2 - 4 ,  /2(x) = <?* (sinx + cosx). 9. 1 У' 2y‘ + У2 + x’
№ = "5У, ~ 2y2 + x .
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21-variant
1. (4x + 2xy1 )d x-(3y- 3x2y)dy = 0. 2. (x2 - 3 y 2)dx + Ixydy = 0.
3. /л/ГГх7  + у  = arcsin x. 4. /  -  у  + у 1 cosx = 0, >(0) = 2.
5. (3хгу  + у 3 )c£t + (x3 + 3xy2)dy = 0.
6. y  + yigx^O . 1. у"+ Ay'+ 4у = е гх\пх.

„ fy,' = 2y, + v, -  cos3jc,
8. /J(x) = e (x + 2), /2(x) = ̂ s in x .  9. {y [ + ̂  + ̂

22-variant
1. sinyy'-ycosx = 2cosx. 2. (y2-2xy)dx-x2dy = Q.
3. y 'sinx-у cosx = 1. 4. xy2y' = x2+y\ y(l) = Kl3.
5. 3xVatc + (xV-l )f i fy = 0.
6. y '( l + y) = (/ )2 + >’'.  1. y" -2y  = xe\

8./(x) = e'(2x + 6), /г(х) =e'(sinx + 4cosx). 9. =2y '- 2 y l ’+e2*.

23-variant

1. y' = (2у + l)tgx. 2. ydx -  xdy = -̂ /x2 + / ф.
3. (1 -  х)(/ + y) = e \  4. xy' -  2 -J7 y  = y, y(2) = 8.
5. {3x2y  + sinx)dx + (xi -cosy)dy=0.
6. /(1 + y) = (5/)2. y"~y = e2* sin(er).

/  = 2 ,̂ +4y2 +cosx,
8. / (x) = e-2'(3 x -2 ), /2(x) = 3cos3x. 9. [>' = 3y ,-2 j'2 +sinx.

24-variant

1. д/3 + у 2dx- ydy = x2ydy. 2. xy' = 4-j2x2 + y 2 + y.
3. x (y '-y )  = e\ 4. xy' + y  = xy2, j( l)= l.
5. + 3x2 )dx + (e* + 4/  )dy = 0.
6. (l + x2) /  + l + (/ )2=0. 7. y '-> '  = e2"cos(e'c).

y,' = 2y, +3y2 +er,
8. /(x) = ev(4x-3), /,(x) = 2sin2x + 3cos2x. 9. = ^ +
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25-variant
1. x(4 + ey)dx — eydy = 0.

1

xyey +  у = x2eyy'.

3. y' +

-  2x , у 1 -  Зх2 , л5. —-  dx + - — -— dy = 0.
У У

6. yy’ -2yy 'ln y  = (y')2.

8. f  ( j c )  = j c 2 + 6 j c  + 4, f 2 ( j c )  = e*jcsin3jc.

4. y ' - y  = - ex; y(0) = 4. 
У

7. y , -4y ' + 4y = — .

У! = -2 у ,-  У 2 + е ~ х, 

У2 = 3y, + 2y2 -  e~“.
26-variant

1. 2x + 2xy2 + Vl +Jc2y  = 0.

, v sinjc 3. /  + —=----- .
X  X

-  f  sin2x V  5. I ....... + x\dx +

2. jcln—dy-ydx = 0. 
У 

(  „ 2

4. xdx = — -  У3 \fy, Jc(l) = V2-
* 2 Лsin j: '

r — j
dy = 0 .

6. y m(x -\ )-y"  = Q.

8. /  ( j c )  = *2 -  5jc +1, f 2 ( j c )  = e'jccos3jc.

27-variant
1. y(l + ]ny) + xy' = 0.

7. /  + 2/  = 

9.

1
cos3x 

У = У, + y2-cosx, 
y2 = 3y, -  y2 + sinx + cosx.

2. 3ys'm — +( y-3xsin— \y =0. 
У V У .

3. у' -
jcln*

= xlnx.

5. (x  ~ у №  + (x  + _ 0
x2+ y2

6. 2х у У  = у ’2- 1 .

8. f( x )  = ex(3x - 2), /2(*) = .*2sm2jc.

4. / - x y  = - y 3e~'! ; y(0) =

7 . /  + y  = -

9. У  = 4y, +y2+ 36x, 
Уг = ~2y, +>2 + 2e\
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3 . у ---- Z_ = х2 + 2х  4. у'х + у  = -ду2; XI) = 2-
х + 2

28-variant

1 .  y '-f i^ x 2 -  co s2 у  = 0. 2. у  = x (y ' -  V ? ) .

5.
.2 , „ 2  г 2

<£с + > = + !  
J x 2 + у г X

\
dy = 0.

^  o r  + S - j ?  7^ ’ + ^ = i f c -

8. f( x )  = *-2Ч5* + 4), f i x )  = xcos2x. 9. Г /  = ^ ' + 4 * ’+ ̂

29-variant
I .  (l + ex)yd y-eydx = 0. 2. (y2 - x2)dy = 2xydx.

—sin2x. 4. хку'-х = у\  у(1) = л/2.

ф  = 0.

3. y' + ycosx = -sin2x.

5. I —-— + 3x2y 1\dx + { lx ,yc' 1
x - y  ) \ x - y ,

_ , 1
6. jcy*-y = 2 x V . ” y + y  = - — •л * sinx

I y[ = - y 2 + cosx,
8. f ( x )  = x2 - 5x +1, Mx) = e'xcos3x. 9. = 3j, _ 4^ +4c0sjc_ sinjc.

30-variant
1. x-^4 + y 2 cbc + ул/3 + х2ф  = 0. 2. (Зху + x2)y' - Зу2 = 0 .

3. ху' + у  + хе^  = 0. 4. у' — ytgx + у 2cosx = 0, У(0) = -2

•<*/ = 0.
(1 + х2)2 1 + х2

5. ЫХ f J dx+ ^ - j d y  = 0.

6. 2хуУ = (у 'У -4 . 7. у"+9у = —1sin3x

„ Г у' = у, + у, + sinx,
8 .У!(х) = 6e*(cosx + sinx), f 2(x) = e-2*(5x-2). 9. L  = 3 л _ л _ со„ .
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NAM UN AVI Y VARIANT YECHIMI
1. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

1.30. x^4 + y 2dx + y^3 + x2 dy = 0.
®  O'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama berilgan. Uning 

har ikkala tomonini ^4+ y2 -л/3 + х2 ф0 ga bo‘ lib, o'zgaruvchilarni ajratamiz:
xdx | ydy _ n

л/з + х2 д/4+7
Bu tenglikni integrallaymiz:

43 + x2 +V4 + y 2 =C.
Bundan

j 4  + y 2 = C - j3  + x2
yoki

у  = 7 (С -л/зТ ?')2- 4 .  о

2. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
2.30. (Злу +  jc2) / - 3 /  =0.

®  Berilgan tenglamani

y ' = - ^ -  Злу+ x2
ko‘rinishga keltiramiz. Bu ifodada

3//(*,*) =Зху+ x
bir jinsli funksiya. Demak, berilgan tenglama bir jinsli tenglama. 

Tenglamada y  = ux, y' = u'x + x o‘miga qo‘yish bajaramiz:
,  3 x2u2 , .  , 3 m 2ux + u = —-------- yoki ux + u = -

3x u + x Зм +1
Bundan

,  3 m 2 — 3 u 2 — u  ,  .  ,  и  yoki v!x = - -
3u +1 3u +1

0 ‘zgaruvchilami ajratamiz:
Зм + 1 , dx— — du =-----.

Tenglamani integrallaymiz:

f ---+ -du = In С — f— yoki In | и | +3m = InC — In | x |. 
и J x
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Bundan Зк = In■— . и = -  o‘m iga qo‘yish bajaramiz:

x у

3. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
3.30. xy' + у  + xe '1 = 0.

®  Tenglamani
y' + — = -e'*1 

x
ko‘rinishiga keltiramiz. Bu tenglama chiziqli tenglama.
Bunda

xu X

3^i= In— yoki y = Ce x .

P{x) = ~, Q(x) = -e-'\ 
x

y = uv, y' = u'v + v'u o‘m iga qo‘yish bajaramiz:

Bu tenglamada v funksiyani tanlaymiz va

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.
Birinchi tenglamani integrallaymiz:

Bundan
ln| v|=-lnjx[+lnC yoki C = 1 da v = - . 

vni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo‘yamiz:

X



4. Koshi masalasini yeching.

4.30. У -  jtfgx + y  2 cosx = 0, y(0) = —.

<S> Tenglamani y'-ytgx  = - y 1 cosx ko‘rinishda yozamiz. Bu tenglama 
Bemulli tenglamasi. Bunda n = 2.

z = У"2 = y '1 belgilash kiritamiz va chiziqli
z' + ztgx = cosx

tenglamani hosil qilamiz.
z = uv, z' = u’v + v'u o‘m iga qo‘yish bajaramiz:

u'v + u(v' + vtgx) = cosx.
u, v fimksiyalami topish uchun

(V + vtgx = 0,
[  k 'v = c o sx

sistemani tuzamiz.
Sistemaning birinchi tenglamasidan v=cosx xususiy yechimni topamiz 

va uni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo‘yamiz:
m ' c o sx  = c o s x  yoki u' = I.

Bundan
u = x + C.

Berilgan tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
z = uv, z = (x + C) cosx.

Bundan
y"' =(x + C)cosx yoki y  =------ -̂----- .

(x + C) cosx
Tenglamaning xususiy yechimni topish uchun ixtiyoriy o‘zgarmasning 

qiymatini boshlang‘ich shartdan topamiz:

-  = -  yoki C = 2.
2 С

Demak, tenglamaning izlanayotgan xususiy yechimi

y = ------ ?------ . О
(x + 2)cosx

5. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

__n 2 x ( l-e y) , ey , n5.30. —- ——^dxi--------dy = 0.
(1 + x ) 1 + x

®  Tenglamada М{х,у) = Щ ^ ~ ^ , N(x,y) = -^—j .
(1 + x )  1 + x2
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dM = 2xey 8N 2xey ,ni dM 8N 
dy (l + x2)2’ dx (l + x2)2 ’ dy dx

Demak, tenglama to‘liq differensialli.
— = M(x,y) = 2x<~1 tenglikni x bo‘yicha integrallaymiz :

Bundan

Bundan 

U holda

cK (l + x2)2

T+x1 ) , r ' "  1rv/ "1 +  JC2

du ey

m = ( l - e yi -----Ц - ] + <p{y) yoki <р(у) = м + -1 6

<p'(y)-- - , , 2dy l + x

du

ekanidan

Demak,

- = N(x,y) = ----- r
dy l + x

p'(y) = 0 yoki <p{y) = С .

_  ey — 1 ey — 1
M = C+ f - 4  Yoki f - 4  = C. О  l + x2 l + x2

6. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
6.30. Ixy’y' = (/ )2 -  4.

@ = p(x), y '  = p'(x) o‘miga qo‘yish bajaramiz:
2xpp' = p 1 -  4.

Bu tenglamada o‘zgaruvchilami ajratamiz:
dp , . , ■ 2рф 2xp^- = />2- 4  yoki — — •

P —4 x
Integrallaymiz:

ln|p2-4|=lnC, +1пдс.
Bundan _____

р = л/С,х + 4.
у o‘zgaruvchiga qaytamiz:

y ’ = ̂ JCtx + 4 .
Bundan
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7. Tenglamani ixtiyoriy o‘zgarmalarni variatsiyalash usuli bilan 
yeching.

7.30. y ’ + 9y = — —̂ .
sin3x

k2 + 9 = 0 xarakteristik tenglama ktl = ±3i ildizlarga ega. U holda 
mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi yx =С,созЗх + С28тЗх 
ko‘rinishda boiadi.

Berilgan tenglamaning xususiy yechimini
у  = С, (x) cos 3x + C2 (x) sin 3x

ko‘rinishda izlaymiz.
C,(x) va C2(x) funksiyalami topish uchun

fC,'(x)cos3x + C'(x)sin3x = 0,
1 -  3C'(x)sin3x + 3Cj(x)cos3x = —-—
I sin3x

sistemani tuzamiz va yechamiz:

C,'(x) = -| , C'1(x) = ̂ ctg3x.

Bundan
С,(х) = -~х, C2(x) = iln|sin3x|.

Demak, berilgan tenglamaning xususiy yechimini

у  = — xcos3x + — In I sin Зх I sin3x
3 9

va umumiy yechimi

у  = С, cos3x + C2 sin 3x -  ̂ xcos 3x + ̂  In | sin 3x | sin 3x

yoki

y = ̂ Cx-^xjcos3x + ̂ C2 + ̂ ln|sin3x|jsin3x. О

8. f x{x), f 2(x) berilgan. y ’ + 2y' = f x{x) + /2(x) differensial tenglamaning 
umumiy yechimini toping.

8.30. yj(x) = 6e'(cosx + sinx), f 1(x) = e~lx(5x -2).
@ к1 + 2k = 0 xarakteristik tenglama k, = 0, k2= -2 ildizlarga ega. Mos 

bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi у  = С, + C2e u ga teng.
Tenglamiriing o‘ng tomoni ikkita /(x) = 6e*(cosx + sinx) va 

/2(x) = e~2x(5x -  2)funksiyalaming y ig ‘indisidan iborat. Shu sababli ikkita
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bir jinsli bo‘lmagan
y" + 2/ = 6e'(cosx + sin*) va У + 2/ = е~г*(5х-2) 

tenglamalami yechamiz.
Birinchi tenglamaning o‘ng tomoni f(x)=e'*‘ (Pn(x)cosPx + QJx)sm.(bc) 

ko'rinishda berilgan. Bunda a = 1, p  = 1, P0(x) = 6, g0(x) = 6, a ± i { i - \ ± i  
xarakteristik tenglamaning ildizi emas.

U holda tenglamaning xususiy yechimini
y{ = ex(Acosx + В sin x)

ko‘rinishda izlaymiz.
y[ = ex((A + B)cos* + (B -  ^)sinjc), y“-  ex(2Bcosx -  2Asinx) lami berilgan 

tenglamaga qo‘yamiz:
ex(2Bcosx -  2/lsinx) + 2e*((A + B)cos* + (B -  y4)sin*) = 6ex(cosx + sinx).
Chap va o‘ng tomondagi cos* va sinx lar oldidagi koeffitsiyentlami 

3 9tenglab, topamiz: A = B ~~.

Demak, birinchi tenglamaning xususiy yechimi
3>>, = —e*(3sinx -  cos*) .

Ikkinchi tenglamaning o‘ng tomoni f (x )  = e'“Pn(x) ko'rinishda berilgan. 
Bunda a  = - 2, Pt(x) = 5 x -2 . a  = - 2 xarakteristik tenglamaning bir karrali 
ildizi.

Tenglamaning xususiy yechimini
y2=xe~lx(Cx + D)

ko‘rinishda izlaymiz.
y[ = e"2' (2C*2 + (2C -  2D)x + D), % = e'2x(4Cx2 + (4D -  %C)x + 2 C -  4D)

larni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

e~2'(4C*2 + (4D -  8C)x + 2 C -  4D) + 2 e lx(-2Cx2 + (2С -  2D)x + £>) = e lx(Cx + D)

Bundan С £>=——.
4 4

Demak, ikkinchi tenglamaning xususiy yechimi 

y2= - l e-lxx( 5* + l).

Shunday qilib, berilgan tenglamaning umumiy yechimi

3 1у = С, + Сге~2' + -e '(3sin x  -  c o s j c )  -  —e~2xx(5x + 1). ®
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9. Differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimini toping.

<S> 1) Sistemaga mos bir jinsli tenglamani tuzamiz:
[y[= yt+y2>
Ы =3^ - y 2-

Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz va yechamiz:

Л1= -2  da 3аи + а г1=0  tenglikdan a n = -3 a n yoki an = 1 desak, a 2l= - 3 
kelib chiqadi.

Л1 = 2 da shu kabi topamiz: arI2 = 1, a21 = 1.
U holda bir jinsli sistemaning yechimi

bo‘ladi.
Berilgan sistemaning xususiy yechimini

fj?, = A, cosx + В, sin x,
[><2 = A2 cosx + Вг sin x 

ko‘rinishda izlaymiz. Bundan
f y[ = -A  sin x + 5, cosx,

= -A1 sin x + B2 cosx. 
y„ y2, y„ у2 larni berilgan sistemaga qo‘yamiz cosx va sinxlar oldidagi 

koeffitsiyentlami tenglab, topamiz:

Demak, berilgan sistemaning xususiy yechimi va umumiy yechimi:
f -  1 • yt=~-sm x,

1-Л  1 
3 -1  - л

= 0, Л = -2 , Лг =2.

1 4 .v, = — cosx— smx 
5 5

у, = C,e~2x + C2e2x -  ^sinx,
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IY bob
SONLI VA FUNKSIONAL QATORLAR

4.1. SONLI QATORLAR

Sonli qatorlarning xossalari. Qator yaqinlashishining zaruriy alomati. 
Musbat hadli qatorning yaqinlashish alomatlari.
Isbora almashinuvchi qatorlar. Leybnis alomati. 

0 ‘zgaruvchan ishorali qatorlar. Absolut va sbartli yaqinlashish

4.1.1. haqiqiy yoki kompleks sonlar ketma-ketligidan
hosil qililngan

ifodaga sonli qator {qator) deyiladi. Bunda a, - q a t o r n i n g  hadlari, 
an -qatorning umumiy hadi deb ataladi

3S Qatorning birinchi nta hadlarining yig‘indisiS„ ga qatorning n-qismiy 
yig'indisi deyiladi.

gg Agar qismiy yig‘indilar ketma-ketligi {s„} ketma-ketlik chekli limitga

ega, ya’ni lim5ti = S bo‘ lsa, qatorga yaqinlashuvchi qator deyiladi.

uzoqlashnvchi qator deyiladi.

1-misol. Qatorlarni yaqinlashishga teksliiring. Yaqinlashuvchi 
qatorlarning yig'indisini toping:

<S> 1) Qatorning umumiy hadini sodda kasrlar yig‘indisiga keltiramiz:

a , +  a 2 +  a3 + — + + — — 2 й»

Bunda S qatorning yig ‘indisi deb ataladi va S  = kabi yoziladi.

® Agar { s j  ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lmasa, f x  qatorga

3) .

Q" 9n2 + 3 n -2  (Зи-1)(Зи + 2) 3 U « -1  Зи + 2
Bundan



3 U  5 5 8 8 11 11 14 Зя-1 Зп + 2J 3^2 Зи + 2> 
Bundan

lim S„ = iim -f—-  — )  = - .
’ 3V2 3n + 2 J  6

Demak, qator yaqinlashadi va uning yig‘indisi -  ga teng.
6

2) Qatoming umumiy hadida almashtirishlar bajaramiz:

an = ln|l + — j  = j  = 1п(я +1) -  In n.

Bundan
Sn = ln2 -  lnl + ln3 -  In2 + ln4 -  ln3 +... + 1п(л +1) -  Inn = 1п(и +1), 

lim Sm = lim 1п(я +1) = -ко.

Demak, qator uzoqlashadi.

3) Y,aq"~' qator (geometrik progressiya) uchun elementar matematika
tml

1 — Qnkursidanma’lumki, S = a — — , # *l,y a ’ni
l - q  J

limS1,, =lim——  (l-#")=
n -**, ”  * - > »  \ — n

, \q[<hl - q
oo, \q\>\.

q = Ida S„ = a + a + ... + a = na, lim = lim na -  +oo, q = -Ida
Я -И 6  И-ИО

S„ = a - a  + a - a + ...  , ya’ni n juft bo‘lganda S ,= 0  va я toq bo'lganda S„ = a . 
Shunday qilib, geometrik progressiya [<?|<1 da yaqinlashadi va uning

yig£indisi S = ga teng bo'ladi, \q\>l da uzoqlashadi. О  
l - q

Sonli qatorlar quyidagi xossalarga ega.

1°. Agar qator yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi S ga teng bo‘lsa,
«= !

u holda qator ham yaqinlashadi va uning yig‘indisi A S ga teng
n=l

boiadi, bu yerda 1-ixtiyoriy son.



2“. Agar f x  va 2 X  qatorlar yaqinlashuvchi va ularning yig‘indilari
И=1 И*>1

mos ravishda St va S2 ga teng bo‘Isa, £ ( a, ± 6„) qator ham yaqinlashadi va 

uning yig‘indisi S, ± S2 ga teng bo‘ladi.

3°. Agar f x  qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, bu qatordan chekli sondagi
H>1

birinchi * ta  hadlami tashlab yuborish natijasida hosil qilingan f x  qator 

ham yaqinlashadi va aksincha, agar f x  yaqinlashuvchi bo‘lsa, bu qatorga
ячк+1

chekli sondagi hadlami qo‘shish natijasida hosil qilingan j>X qator ham
л*1

yaqinlashadi.

88 I X  qatordan hosil qilingan r = f x  qatorga uning n-qoldig‘i
/■»+!

deyiladi.
1-natija. Agar qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning istalgan qoldig'i 

yaqinlashadi va aksincha, qoldig'i yaqinlashuvchi bo‘lgan har qanday qator 
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

2-natija. Agar qator yaqinlashuvchi bo‘Isa, limr = 0  bo‘ladi.
n—K*>

4.1.2. 1-teorem a {Koshi kriteriyasi) J X  qator yaqinlashish! uchun
n=t

istalgan e >0  sonda shunday N = N(e) nomer topilishi vabarcha n > N,
/> = 0,l,2...1ar uchun I |< e bo‘lishi zarur va yetarli.

2 -misol. qatomi yaqinlashishga tekshiring.
и*1 П

00 J

®  Z ~  qatorga garmonik qator deyiladi. Bu qatorning 2n va и-qism iy  
fl

yig‘indilari ayirmasini qaraymiz:

-  s„ = —  + — + . . . + — .
n +1 n + 2 2 n

Bunda har bir qo‘shiluvchini ulardan kichik bo‘lgan —  kattalik bilan
2n

almashtiramiz: S , - S  > —  + —  + = —  =
2 n 2 n 2 n 2 n 2

Bu tengsizlik garmonik qator uchun p = n da Koshi kriteriyasining 
bajarilmasligini bildiradi. Demak, qator uzoqlashadi. О
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2-teorema (qator yaqinlashishining zaruriy alomati). Agar ]>X  qator

yaqinlashuvchi bo‘Isa, u holda Hma„ =0 bo‘ladi.
3-natija (qator itzoqlashishining yetarli alomati). Agar n -*<x> da 

qatoming umumiy hadi nolga intilmasa, u holda qator uzoqlashadi.
“ n23-misol. jp—-----------  qatomi yaqinlashishga tekshiring.
«-i я + Зя -  2

Berilgan qator uchun
w2lima, = lim—;----------- = 1*0 .

. "■*” n +3n — 2
Qator uzoqlashishining zaruriy alomatiga ko‘ra bu qator uzoqlashadi. О

4.1.3. 3-teorema (taqqoslash alomati). £ X  va j>X musbat hadli
я*1 n=I

qatorlar berilgan bo'Iib, n ning biror и0(и0> 1) qiymatidan boshlab barcha 

n>na lar uchun an <b„ tengsizlik bajarilsin. U holda qatoming

yaqinlashuvchi boiishidan J X  qatoming yaqinlashuvchi bo‘lishi kelib
я»1

chiqadi va f x  qatoming uzoqlashuvchi bo‘lishidan qatoming
Пж\ W=l

uzoqlashuvchi bo‘lishi kelib chiqadi.

4-teorema (taqqoslashning limit alomati). Agar musbat hadli f x  va
n-\

qatorlar uchun lim— = A (0 < A < <») bo‘lsa, u holda har ikkala qator bir
"”i К
vaqtda yaqinlashadi yoki bir vaqtda uzoqlashadi.

5-teorema (Dalamber alomati). Agar J x  qator uchun qandaydir n = n0
n=[

nomerdan boshlab UmCl̂ L = l limit mavjud bo‘Isa, u holda / < 1  da qator
a n

yaqinlashadi va / > 1 da qator uzoqlashadi.

6-teorema (Koshining ildiz alomati). Agar f x  qator uchun qandaydir
n=I

n = n0 nomerdan boshlab limф Г  = I limit mavjud b oisa, u holda / < 1  da

qator yaqinlashadi va />  Ida qator uzoqlashadi.
Izoh. Dalamber va Koshining ildiz alomatlarida / = 1 bo‘lganda qator 

yaqinlashishi ham uzoqlashishi ham mumkin. Bunda qatoming yaqinlashishi
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boshqa yetarli alomatlar bilan tekshiriladi.

7-teorem a {Koshining integral alomati). 5 X  qatorning hadlari [1;+°°)
71*1

oraliqda aniqlangan musbat, monoton kamayuvchi / ( * )  funksiyaning 
x = l,2,...,K,...dagi qiymatlaridan iborat, ya’ni « ,=  / ( 1), аг = / ( 2),..., a, = /(и),...

boisin. U holda J/ (x)dx xosmos integral yaqinlashsa, qator ham 
1

+00

yaqinlashadi va \f(x)dx xosmos integral uzoqlashsa, qator ham uzoqlashadi.
1

4-misol. Musbat hadli qatorlami yaqinlashishga tekshiring:
во 1 a? 7 l l  —  1

D I - -Ц = ; 2 ) e -«*13" + Vw ft2 + 5 ti

3) 4) ± £ ;
12 и-i n\

T ;  6) ± ±  ( a > 0).
»-i2 v n )  »-i n

<S> 1) j r — yaqinlashuvchi qatomi olamiz. Berilgan qatorning hadlari
n. 1 3"

uchun

3" + V^ 3*’ 
tengsizlik bajariladi.

U holda taqqoslash alomatiga ko‘ra berilgan qator yaqinlashadi.

2) Berilgan va garmonik qatorlar hadlari nisbatlarining limitini topamiz:
2л - 1  .. 2n — 1 _hm—--------n = hm-------- = 2.

и + 5и n + 5
Garmonik qator uzoqlashuvchi bo'lgani uchun taqqoslashning limit

alomatiga ko‘ra berilgan qator uzoqlashadi.

3) Berilgan qatorda a = ~ ,  =

U holda

l im ^ - = lim(” + )) = ton—f = I < 1 .

Demak, Dalamber alomatiga ko‘ra qator yaqinlashadi.
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Qn (X4) Berilgan qator uchun = — , aHtl= --------  va
«! (и +1)!

a„.. a ,  ,lim-si- = lim— ----- = lim----- = 0 < 1.
"■*“ an a” ■ (n +1)! ”■*“ n +1

Demak, Dalamber alomatiga ko‘ra qator yaqinlashadi.

5) Qatomi yaqinlashishga Koshining ildiz alomati bilan tekshiramiz:

l i m ^  = lims|— -f— '1 = Iim --f— 1 = — - Iimf 1 + —1 = 
«-*“^2” v n J " - 2  l, и J 2 «J

Demak, qator uzoqlashadi.

6) (a  > 0) qatorga umumlashgan garmonik qator deyiladi. 
f t

Bu qatorga mos [1;-н») oraliqda aniqlangan, uzluksiz, monoton

kamayuvchi /(*) = —  funksiyani olamiz. 
x“

U holda agar a  *  1 da
” 4 И-r v‘”a
f f(x)dx  = limf —  = lim——
, b-*“\xa

Bu integral ar > Ida yaqinlashadi va a  < 1 da uzoqlashadi.
Demak, Koshining integral alomatiga ko‘ra umumlashgan garmonik 

qator a  > Ida yaqinlashadi va 0< a  < 1 da uzoqlashadi.
со 2

a  = lbo‘lganda bu qatordan uzoqlashuvchi V -  garmonik qator kelib
„.< n

chiqadi. Shunday qilib, umumlashgan garmonik qator a >  Ida yaqinlashadi 
va 0 < a <Ida uzoqlashadi. о

4.1.4. Ш Agar qatorning har bir musbat hadidan keyin manfiy had 
kelsa va har bir manfiy hadidan keyin musbat had kelsa, bu qatorga ishora 
almashinuvchi qator deyiladi.

Ishora almashinuvchi qatorni (a„ > 0) kabi yozish mumkin.
R=1

7-teorema (Leybnits alomati). Agar qatorda {a j  ketma-ketlik
»=1

kamayuvchi, ya’ni > a„(n = 1,2,...) va lima, = 0 bo‘lsa, u holda bu qator 

yaqinlashadi va uning yig‘indisi 0 < S < a t tengsizlikni qanoatlantiradi.
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1 ) Ё ( - 1 Г - г - Ц г ;  2) z - )S-(— -• fr ;
»-1 и ( и  +  1 ) -.1 и

и*1 /7+1 и*=1 fl

®  Ishora almashinuvchi qator yaqinlashishga Leybnits alomati bilan 
tekshiriladi. Berilgan qatorlar uchun Leybnits alomatining shartlarini 
tekshiraxniz.

1) Berilgan qator uchun = ------— - .
n(n + 1)

Bunda
1 4  1  1  1  1  о м -  11 ) ---- r > -----— > -----г > ....> ----------->..., 2) lim---------- r = 0.

1-2 2-3 3-4  n(n + 1)2 *-*“ n(n +1)
Demak, qator yaqinlashadi.

2) jr  cos(w + ^  qatomi kabi yozib olamiz.
»-I П .4-1 n

5-misol. Ishora almashinuvchi qatorlami yaqinlashishga tekshiring:

U holda
1 4 1 1 1 1 0 ч 1 „1) 2) h m — =  0 .

1 2  3 n
Leybnits alomatiga ko‘ra qator yaqinlashadi.

3) qator uchun
»-i n + 1

14 3 4 5 n + 2 - 4 . .  «+ 21 ) ------> ..., 2) hm------= 1*0.
2 3 4 n + 1 ' - ~ w  + l

Demak, Leybnits alomatining ikkinchi sharti bajarilmaydi. Shuning
uchun qator uzoqlashadi.

3"4) a = — had uchun 
n

3 9 27 81 - > - > — < —  
1 4 27 64

bo‘ladi, ya’ni n > 4 larda Leybnits alomatining birinchi sharti bajarilmaydi. 
Demak, qator uzoqlashadi. о
4.1.5. Ham musbat va ham manfiy hadlardan tashkil topgan £>„ qatorga

n-\

о ‘zgaruvchi ishorali {ixtiyoriy hadli) qator deyiladi.
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9  Agar jr<z„ qator hadlarining absolut qiymatlaridan tashkil topgan 

XI a„\ qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, f x  qatorga absolut yaqinlashuvchi
W-I /»*=!
qator deyiladi.

® Agar f x  qator yaqinlashuvchi bo‘lib, XI a„ I qator uzoqlashuvchi 

bo‘lsa, f x  qatorga shartli yaqinlashuvchi qator deyiladi.
»r=l

8-teorema (o'zgaruvchi ishorali qator yaqinlashishining yetarlilik
gO OO

alomati). Agar X Ia, I qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda £ X  qator ham
л=1

yaqinlashadi, ya’ni absolut yaqinlashuvchi qator oddiy ma’noda ham 
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

5-misol. Qatorlami shartli yoki absolut yaqinlashishga tekshiring:

«-i(lnlO) 3

3) Е Н Г  7 - Ц ;  4) ± ( - iy  1».i An + 5 ’ n In W/ilnw

®  1) Qator o'zgaruvchi ishorali. a  ning har qanday qiymatida

lim-cos- a  =0 bo‘lgani uchun qator yaqinlashishi mumkin. Bu qator 
"-"(lnlO)"

*  | ncc I
hadlarining absolut qiymatlaridan tashkil topgan X ~ — qatomi qaraymiz.

и*i (In 10)
ao 1 .

Bu qatorning hadJari £ - --------  qator mos hadlaridan katta bo‘lmaydi.
».i (In 10)”

ItflnTo)" qator Koshining ildiz alomatiga ko‘ra yaqinlashadi:

lim J— -—  = lim— <1.
"-“1/(In 10)" ”-"ln l0

Demak, У с̂<3—-  ̂ qator yaqinlashadi. U holda 8-teoremaga ko‘ra 
*-i (In 10)"

berilgan qator absolut yaqinlashadi.

2) Qatorning yoyilmasini yozamiz:

“ . . ^  n 1 2  3 4V(_|) 2 -- _ ----.----- j------1----- ----
^  3" 3 9 27 81
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Demak, qator o‘zgaruvchi ishorali.

Bu qator hadlarining absolut qiymatlaridan tashkil topgan ^-^-qatomi
w=i 3"

Dalamber alomati bilan yaqinlashishga tekshiramiz:

v a»+i г (и +1) • 3" 1 lim— = lim-— -- 
a„ 3 ■ и 3

X — qator yaqilashdi. Demak, berilgan qator absolut yaqinlashadi. 
a-1 3”

3) Qator ishora almashinuvchi.
Bu qator hadlari uchun Leybnits alomatining shartlarini tekshiramiz:

1Л 1 1 1 1 11 ) - > — > — > ....>------- >..., 2) hm— —  = 0.
9 13 17 An+ 5 4« + 5

Demak, berilgan qator yaqinlashadi. Bu qator hadlarining absolut

qiymatlaridan tashkil topgan £ — —̂ qator uzoqlashadi.
*-i An+ 5

Shunday qilib, berilgan qator shartli yaqinlashadi.

4) Berilgan qator uchun Leybnits alomatining har ikkala sharti bajariladi:

1 ) -------1 ............................> ....>--------- ^ = = > .. . ,  2) lim------- \= — = 0.
31n3vlnln3 41n4vlnln4 и1пил/1п1пи и In Win In л

Demak, qator yaqinlashadi.

* 1 ------ qatomi yaqilashishga Koshining integral alomati bilan
п\ппыn\nn

tekshiramiz:
7  dx ,. r dx
i xlnWlnlnx 6~*" 3 x In Win In x

=finin*=f, - ^ = ^ = 1 ^ 7 * 4 =
V xlnx J  ~Jt

= Нт2л/7| = 2л/1п1п(-н») -  2л/1п In3 = -и».
Ь— lln ln ?

Bundan Y,-------т =  qatoming uzoqlashishi kelib chiqadi.
nlnn^nlnn

Demak, berilgan qator shartli yaqinlashadi. О
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4.1.1. Qatorlami yaqinlashishga tekshiring. Yaqinlashuvchi qatorning 
yig'indisini toping:

1) Z— -Ц 7; 2) t -  1

Mashqlar

»-i n(n + 3) —i (2 n + 5)(2/i + 7)

3> ,■ r h  4) S :  1n~i9n2 + 21w + 10 n-i4«2 + 4n —3

; ^ и 2(и + 1)2’ £ ( 2 и - 1 ) 2(2и + 1)г

л- i  rr=t .Z у

• 4" + 5" 00 1
^ ) Z 1T9 ^ ;  io) Z ^ ;

Я- I  I D  « - j z

11) Z taf^— ■); 12) l>ccfgf-^
»=i 3 f t  +  2 )  п*л \ n

+ 3

' + 1,

4.1.2. Qatorlarni yaqinlashishga taqqoslash alomati bilan tekshiring:

«■l w +1 л=1 ln(w ■+■ 1)

3) z f l - cos— ); 4 ) 1 :  1
и»] 2" / S?3"+I+2

4.1.3. Qatorlami yaqinlashishga taqqoslashning limit alomati bilan 
tekshiring:

n
Г I’D Z ^ f f )  2) Z->//Jsinf—

n=i v4/iy »=i

3) Z 1 ^ ;  4) z i n f c l
я*1 й ч-4 я я=1 \ «

4.1.4. Qatorlami yaqinlashishga Dalamber alomati bilan tekshiring:



4.1.5. Qatorlami yaqinlashishga Koshining ildiz alomati bilan 
tekshiring:

3> i ( ^ P  -

4.1.6. Qatorlami yaqinlashishga Koshining integral alomati bilan 
tekshiring:

2 ) Ш
у  1 4) V -----------?----------- .

'  йпл/to ’̂ Й(Зи + 2)1п2(3« + 2)

4.1.7. Qatorlami yaqinlashishga tekshiring:

2) Ь Г '-Jn V« —1/ »-i5"+3

3) t - Щ ф - ,  4 ) Ц & Ш
»“2 / * . /IT  ̂ Л*+ л/и

5> I < £ j  6 )Ш ?

7> l £

9> S ; S V  1 0 ) 1 ^ м й ^ '

4.1.8. Qator yaqinlashishining yetarli alomati asosida isbotlang:

1) lim— = 0; 2) lim— — = 0.
'  n[ ™{2n)\

4.1.9. Ishora almashinuvchi qatorlami yaqinlashishga tekshiring:

D j l - i r i  2) X (- l )"~ ;
».l 2 "

’ К й с д  4 )p - , r ^ ’

s> p - ^  6 ,§ <- |,' 5 -  9
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4.1.10. Qatorlami shartli yoki absolut yaqinlashishga tekshiring:

D I

3) 5X-1) ' ;№■1

5) Ё (-1 )”
л=1

7) Е (-1 )”

1
л-l ln(n +1) ’ 

и2 +3 . 
4w2 -1  ’

cos(n -1  )ж .

л2+ 5

4) 2 (-1 )"
1

»-1 (и + 1)1п(и + 1)’

8) 2X-l)"sin

10) £(-!)■ , 5-7-9-...-(2» + 3)
1-4-7-...-(Зи -2)'

4.2. FUNKSIONAL QATORLAR

Funksional qatorlarning yaqinlashishi. Tekis yaqinlashuvchi 
qatorlar. Darajali qatorlar. Funksiyalarni darajali qatorga yoyish. 

Qatorlarning taqribiy hisoblashlarga tatbiqi

4.2.1. X s R  to‘plamda щ(х),иг(x),...,un(x),~. funksiyalar aniqlangan 
bo‘lsin. Bu funksiyalardan tuzilgan ketma-ketlik X  to‘plamda berilgan 

funksional ketma-ketlik deyiladi-va {и„(х)} bilan belgilanadi.
8S X eR  to ‘ pi amda berilgan {w„(x)} funksional ketma-ketlik hadlaridan

tashkil topgan X X  M  ifodaga funksional qator deyiladi. Bunda
л=1

м,(д:),и2(х),..,мл(х),... -  funksional qatorning hadlari, un(x)~  funksional 
qatorning umumiy hadi deb ataladi.

Agar t u j x )  qatorda xning o ‘miga ixtiyoriy x0e X  qiymat qo‘yish
n=»l

natijasida hosil qilingan 2Х ,(х0) sonli qator yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi)
n=I

bo‘Isa I X M  funksional qatorga x„ nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi)
и=1

deyiladi. Bunda xa nuqta f X M  funksional qatorning yaqinlashish
■ • ’ »= i

(;uzoqlashish) nuqtasi deb ataladi.
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О jr un (x) funksional qatoming barcha yaqinlashish nuqtalaridan iborat
*4

bo'lgan X 0(X0c :X )  to‘plamga funksional qatoming yaqinlashish sohasi 
deyiladi.

S  Agar !> „(*) qator hadlarining absolut qiymatlaridan tashkil topgan 

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, W  qatorga absolut yaqinlashuvchi
"-I

qator deyiladi.
<3) Ayrim funksional qatorlaming yaqinlashish sohasi musbat hadli' 

qatorlar yaqinlashishining yetarli alomatlari bilan topiladi.

1-misol. Funksional qatorlaming yaqinlashish sohasini toping:

2)± ~ (г г ^ г -
я=1 n  n*=l ( 1  +  X  )

00 1
®  1) X —  umumlashgan garmonik qator a > ld a  yaqinlashadi a<\  da

»-l n°
uzoqlashadi. a  = lg*desak umumlashgan garmonik qatordan berilgan qator 
kelib chiqadi. Bu qator lgjc > 1 da, ya’ni *>10 da yaqinlashadi va lg *< l da, 
ya’ni 0< *< 10  da uzoqlashadi. Demak, berilgan qatoming yaqinlashish 
sohasi (10;+oo) dan iborat.

2) Berilgan qatoming hadlari -co<*<+oo da aniqlangan va uzluksiz. 
Koshining ildiz alomati bilan topamiz:

1 = lim J— — = lim—^-r = +oo, V* e (-oo;+co).
\(1 + * г)л ”— l + * 2

Demak, qator -  oo < *  < -noda uzoqlashadi. О

8S 4.2.2. Ixtiyoriy s > 0 son uchun shunday n0(e) nomer topilsaki, n> n 0 

boiganda barcha x&[a,b] da yaqinlashuvchi 2 X (*)q a to r uchun |Rn(x)|<e
n=]

tengsizlik bajarilsa, bu qatorga [a\b\ kesmada tekis yaqinlashuvchi qator 
deyiladi.

1-teorema ( Veyershtrass alomati). Agar ^ u j x )  funksional qator uchun
n=l

shunday musbat hadli yaqinlashuvchi sonli qator topilsaki, barcha

xe[a ;b ] da ju„(x)l<an, « = 1,2,... tengsizlik bajarilsa, uholda f> „ 0 )  qator
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[a;2>] kesmada absolut va tekis yaqinlashadi.

qatorga £  и, (x) qator uchun majorant qator deyiladi.
иИ д*1

2-misol. Qatorlaming tekis yaqinlashish sohasini toping:

2) Ё - С08ИХ
»-! x 2’ + It »-1 пг + 7(1 - X 1)”

®  1) Berilgan qator х е (-оо;+оо) nuqtalarda Leybnits alomatiga ko‘ra 
yaqinlashadi:

1 1  1 1 11) —— ->  —------> —----- > ....>—------ >..., 2) lim-
x +1 x + 2  x +3 x + n »-*-j

= 0 .
“ X + n

U holda qatoming qoldig‘i | Я„(х)|<| «„,(■*)! tengsizlik bilan baholanadi. 
Bundan

1
I^W I< + И +  1

1<-
n + 1

— < e  tengsizlikdan w > i-lk e lib  chiqadi. U holda n > N  dan boshlab 
n + 1 e

| R„(x) |< s  bo'ladi, bu yerda N = — -1 .
e

Demak, berilgan qator x e  (-oo;+<o) da tekis yaqinlashadi.

2) Qatoming hadlari [—l;l] kesmada aniqlangan va uzluksiz.
Ixtiyoriy «natural son uchun

C O S /IX

n + Vo - * 2r
:_____= «

n 2 +  j o . - X 2)"  n 2 ”
KW|=

tengsizlik bajariladi.
« 1

sonli qator yaqinlashuvchi. U holda Veershtrass alomatiga ko‘ra
ft

berilgan qator [-1,1] kesmada tekis yaqinlashadi. °

88 4.2.3. U s h b u fX (x -x 0)” ko‘rinishdagi funksional qatorga darajali
n>=0

qator deyiladi. Bunda a0,at,...,am,...~ o'zgarmas sonlar darajali qatoming 
koeffitsiyentlari, x0 -  darajali qatoming markazi deb ataladi.

Xususan, x„ ~ 0bo‘lganda f>„x" darajali qator hosil bo‘ladi. Bu qatorda
я=0

anx" had (w +1) o‘rinda turgan bo‘lsa ham qulaylik uchun uni n -  had deb 
qaraladi.
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2-teorema (Abel teoremasf). Agar j£a„x" darajali qator x = x0 *  0 nuqtada

yaqinlashsa, u holda u xtiing |x|< |xj tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
nuqtalarida absolut yaqinlashadi.

1-natija. Agar f>„x" darajali qator x = x{ nuqtada uzoqlashsa, u holda

u xning [ jc |> j jc0 1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha ^qtalarida 
uzoqlashadi.

83 Agar |]anx" X>„x" darajali qator {|х(<л} da absolut yaqinlashsa va
««О и=0

{j jc |> i?} da uzoqlashsa R> 0 soniga darajali qatorning yaqinlashish radiusi, 
(-  R;R) oraliqqa darajali qatorning yaqinlashish intervali (sohasi) deyiladi.

Darajali qator yaqinlashish intervalming chegaraviy x = ±R nuqtalarida 
yaqinlashishi ham uzoqlashishi ham mumkin. Shu sababli darajali qator bu 
nuqtalarda alohida tekshiriladi.

Agar f>„x” darajali qatorning barcha a0,a ua2,...,an,... koeffitsiyentlari

formulalardan biri bilan topiladi.

| X x ” qatorning yaqinlashish oralig'i markazi x0 *  0 nuqtada bo'lgan

nolga teng bo‘lmasa, uning yaqinlashish radiusi quyidagi formulalardan 
biri bilan topiladi:

R = lim —  , R = I*™—-—.R = lim —— ,

Yda*x"p darajali qatorning yaqinlashish radiusi

(x0 -  R;x0 + R.) intervaldan iborat boiadi.

3-misol. Darajali qatorlarning yaqinlashish sohasini toping:

<§> 1) Berilgan qatorda a,
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n ,• a, nl(n+\)R = lim —=- = hm —--------
n—ко /| я >яа и|

“ я+I

Demak, qator x e ( -00,-н») da yaqinlashadi.

2) Berilgan qator uchun a„ = ̂ 1 + —

Bundan
D .. 1 1 1  R = hm-

e

U holda

1+;J £ = H )

1 * 1 (  l Yx — —  da qator £ (-1 ) ’ — 1 + — ko‘rinishni oladi. Bu qator uchun
e - i  e"{ n )

Leybnits alomatining ikkinchi sharti bajarilmaydi:

lim—Г1 + — I = 1 *0 .

l / l Y 1Shu sababli £ (-1 )" — 1 + -  qator uzoqlashadi va shu kabi x= -  da qator
»«i e " \ n j  e

uzoqlashadi. Demak, berilgan qator oraliqda yaqinlashadi.

3) Berilgan qator uchun an = -^ , апЛ = - 1
n1 (и+1)2

Bundan

= l i m ^  = l.

Demak, qator (2 - 1;2 +1) ya’ni (1;3) oraliqda yaqinlashadi.
Intervalning chegaraviy nuqtalarida tekshiramiz.

« (—I)"
x = l da qator p- ko‘rinishni oladi. Leybnits alomatiga ko‘ra

«I n

2 )lim -^  = 0 .
4 9 n

Demak, qator *  = lda yaqinlashadi. x = 3 da qator £ -? -k o ‘rinishmi oladi.
ml П

Bu qator yaqinlashuvchi.
Shunday qilib, qatoming yaqinlashish sohasi [1;3] dan iborat.
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“ (х —4) X  qatorning yaqinlashish radiusini topamiz:
»-i n ■ 9‘

----- “ 11Ш- -----------
”-*“ V n- 9"

< Ц ж ] Ь а $ Ш 1 = 3.

Demak, qator (1 -  3;1 + 3) ya’ni (~2;4) oraliqda yaqinlashadi.
Chetki jc = -2va x = 4 nuqtalarda berilgan qatordan uzoqlashuvchi 

garmonik qator kelib chiqadi. Shunday qilib, qatorning yaqinlashish sohasi 
(~2;4) dan iborat. О

<3> 1°. Darajali qator yaqinlashish oralig‘i ichida yotuvchi har qanday 
[- Л;Л] kesmada tekis yaqinlashadi.

2°. Darajali qatorning yig'indisi bu qatorning yaqinlashish oralig‘iga 
tegishli bo‘lgan har bir nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

3°. Darajali qatomi o'zining yaqinlashish oralig‘ida hadma-had 
differensiyallash (integrallash) mumkin. Darajali qatomi hadma-had 
differensiyallash (integrallash) natijasida hosil qilingan qatorning 
yaqinlashish oralig‘i ham berilgan qatorning yaqinlashish oralig‘i bilan bir 
xil bo‘ladi.

4-misol. Qatorlarning yig‘indisini toping:

Bu qatomi va uning yig‘indisini j x|<l da hadma-had integrallaymiz:

*  v

D I - ;

®  1) Berilgan qator uchun an = a„+1 = —Ц -. Bundan
п Л + 1

Д = И т-^-
a„+, n

Qatomi |x|<l da hadma-had differensiyallaymiz:

S(x) = fdx  + \xdx + J x2dx +... + Jx"~'dx + ... = J------= -  In  11 -  x |.

Demak, qatorning yig‘indisi S(x) = -ln|l-x| ( | x|<l )gateng.

2) Bu qator uchun a„ = n, a„, = n +1 va



x £«x ”"' =х(1 + 2х + 3хг +... + их""1 +...) 

ko‘rinishda yozib olamiz.
Ynx" ' = l + 2x + 3x2 + ...+ их”"' +...) qatomi | x |< 1 da hadma-had
я»1

integrallaymiz:
2 3 н Xx + x + x ...+ x + ...= -

Qatomi

1 -  x
Bu qatomi va uning yig‘indisini | x |< 1 da hadma-had differensiallaymiz:

S. (x) = (1 + 2x + 3x2 +... + nx"-' +...) = — l— . 
lW  (1 -x )2

Demak, £nx" qatoming yig‘indisi
fp>l

5(x) = xS,(x) = ̂ - ^ 7 (|x|<1). О

4.2.4. x0 nuqtada cheksiz differensiyallanuvchi f (x )  fimksiya uchun 
tuzilgan

т  = ± ^ ^ { х - х аГ + ^ Р ^ { х - х йГ  > ce (x 0;x)^  k\ (n + 1)!

qatorga Teylor qatori (Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli) deyiladi.

5-misol. / (x)= x4-З х 3+ 2x2-1  funksiyani x„ = 2 nuqta atrofida Teylor 
qatoriga yoying.

®  Funksiya va fimksiya hosilalarining x0 = 2 nuqtadagi qiymatlarini 
topamiz:

/ (x) = x4 — 3x3 + 2x2 — 1, /(2) = —1;
/'(x) = 4xJ -  9x2 + 4x, /'(2) = 4;

/"(x) = 12x2-18x + 4, f\ 2 )  = 16;
/ "(*) = 24x —18, /"(2) = 30;

/ л'(х) = 24, / "(2) = 24.
Topilgan qiymatlami Teylor formulasiga qo‘yamiz:

f ( x ) = -1 + 4(x -  2) + £ ( ,  -  2)2 + _ 2)> + ^ ( X -  2)4

yoki
/(x) = -1  + 4(x -  2) + 8(x -  2)2 + 5(x -  2)5 + (x -  2)4. О
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в )  х0 = 0 da Teylor qatoridan kelib chiqadigan

k\ fii+11!*-o K l  ( /1 + 1 J !

qatorga Makloren qatori (Makloren formulasi) deyiladi.
Asosiy elementar funksiyalaming Makloren qatoriga quyidagicha

*! (л + 1)
\dakloren qatori (Mak 
;iy elementar funks

yoyiladi:

1. e* = Y — = l + x + —  + — + ...+  —  + ... , -а><д-<+оо;
S  nl 2! 3! n\

0 . ^ ( - 1 ) V 2”+1 x* x5 ( - l ) " x 2"+12. smx = V -—--------= x ------+ —  + ...+ -—-------- + ... , -co<x<+<x>,
£  (2n +1)! 3! 5! (2и + 1)!

-  v < (-l)"x2" , x 2 x4 ( - l ) " x 2”3. cosx = Y - —------ = 1------+ — + ...+-—------+ ... , - co< jc<+co;
(2и)! 2! 4! (2и)!

„ w , \ A ( - l  )"x"+1 x 2 x 3 (-I)"-1*" ,
4 .  1п(1 +  х )  =  У ^ — --------- = x ---------+  —  +  . . . + - — --------- +  . . . , - 1 < x < 1 ,

y ’ t i  И + 1 2 3 n

5. (l + x r - l  + t a ( a ~ i y < a ~ n+^  =».i и!
= t+ ^  + .g lg r .1). ^ + ...+ ~ - “ ti l  + . . . ,  _ 1<je<i ;

2! и!
л A ( - l  )"x2”+1 X3 x 5 ( - l ) ”x 2”+1 , .
6. arctgx = /  -— -------- = x ------ + —  + ...+^— -------- + ... . — 1 < x < l .

2л + 1 3 5 2и + 1

6-misol. Funksiyalarni x ning darajalari bo‘yicha qatorga yoying:

1 ̂  f ( x )  = ( x -  3)2 2) = sin2 x

<&> 1) — —— = - ( — ) bo‘lishini hisobga olib, awal 
(x -3 ) U - 3 ;

2 2 1
x - 3  3 { _X  

3
funksiyani x ning darajalari bo‘yicha qatorga yoyish masalasini qaraymiz.

(1 + x)“ funksiyaning Makloren qatoriga yoyilmasidan a  = -1 da topamiz:

— = 1 - x  + x 2 + ... + ( -  l)"x" + ..., |x|<l.
1 +  X

Bu formula bilan topamiz:

x - 3  3 j _ x  3 I 3 32 3”
3

- < 1
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Bu qatomi yaqinlashish sohasida hadma-had differensiallaymiz.

nx
3'

.«-I
-  <1
3

Bundan
2 i  (n + 1)jc" x ,

----- r— > -  <1-3ZZ 3"+1 3

2) Berilgan funksiyaning x ning darajalari bo‘yicha yoyilmasini

sin2 x = ̂ (1 -  c o s 2 jc)

almashtirishga cos2x funksiyaning Makloren qatoriga yoyilmasini qo‘yish 
orqali topamiz. cos2x funksiyaning x ning darajalari bo'yicha yoyilmasini 
cosjc funksiyaning Makloren qatoriga yoyilmasida xm  2x bilan almashtirib, 
topamiz:

4.2.5. Funksiyalar qiymatini taqribiy hisoblash

f {x )  funksiyaning x = xa qiymatini berilgan aniqlikda hisoblash talab

Xq e (-R ;R ) bo‘lsin.
U holda f ( x )  funksiyaning x0 nuqtadagi aniq qiymati Teylor qatori bilan 

taqribiy qiymati esa shu qatoming л -qism iy yig‘indisi bilan hisoblanishi 
mumkin, ya’ni / ( i > S , ( x 0). Bu tenglikning aniqligi n ning ortishi bilan 
ortib boradi. Bu tenglikning absolut xatosi \R„(xg)| = \ f(x „ )-S Jx 0): ga teng 
bo‘ladi.

Agar f(x„) qiymatni e>  0 aniqlikda hisoblash talab qilinsa, shunday 
dastlabki hadlar yig‘indisni olish kerak bo'ladiki, bunda |Ля(дс0)| < s 
bo‘lishi lozim.

+ ... , -C0<JE<+00.

Bundan

yoki

+  . . .  ,  — ao <  д : <  + o o . О

qilingan bo‘lsin. Bu fimksiya (~ R;R) oraliqda darajali qatorga yoyilsin va
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Musbat hadli qatoming qoldig‘i R„<\f(x)dx tengsizlik bilan, ishora 

almashinuvchi qatoming qoldig'i ji?„| <| aB+1 | tengsizlik bilan baholanadi.

Г ( С ) ( , - с Г(n + 1)!
: e  tengsizlik bilanBundan tashqari qator qoldig‘i |Я„ (*„)) = 

ham baholanishi mumkin.

7-misol. esonini £ = 0,001 aniqlikda hisoblang.
®  e* funksiyaning Makloren qatoriga yoyilmasidan foydalanamiz:

, , 1 1  1 jc = 1 da e = l+ l  + — +... .
2! 3! я!

c

Bunda R (1) = —-— , с e(0;l) yoki ec <<?‘ <3bo‘lishi hisobga olinsa, 
("+  1)1

3
R (1)<-------- kelib chiqadi.

”W (n + 1)!

w = 6 da /̂ (1) = -  ̂= 0,00069 < 0,001.

Demak,

e » l  + l + —'+'̂ - + — + — + —«2,718. О  
2! 3! 4! 5! 6!

8-misol. cosl8°ni 0,0001 aniqlikda hisoblang.
<S> Argumentni radian o‘lchamiga o ‘tkazamiz va topilgan sonni cos* 

funksiyaning Makloren qatoriga qo‘yamiz:

cosl8° =cos— = 1 - —f —1 + — f —1 bunda — = 0,31416,
10 2! vlO)  4! v 10 у 10

—1 =0,09870, ( — ) =0,00974.
.10 J  l i o j

Qator ishora almashinuvchi.
Shu sababli

а~ ' = а ' = 1 Ш < 0,0001 va* <,e>|-
Demak,

, 0,09870 0,00974- . . . .  _cosl8 « 1— -------- + —--------и 0,9511. О
2 24
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Aniq integrallami taqribiy hisoblash
b
\f{x)dx integralni £> 0 aniqlikda hisoblash talab qilingan bo‘lsin.

Integral ostidagi funksiyani [a; 6] kesmani o ‘z ichiga olgan ( -  R;R) oraliqda 
darajali qatorga yoyish mumkin bo‘lsin. U holda berilgan integral qatomi 
hadma- had integrallash bilan integrallanadi. Integrallashning aniqligi 
funksiya qiymatini taqribiy hisoblashdagi kabi baholanadi.

9-misol. j — tgxdx integralni toping.
о X

&  arctgx funksiyaning qatorga yoyilmasidan integral ostiga qo‘yamiz 
va 0 dan *  gacha integrallaymiz: 

f arctgx
I-

*  J  r ,  X X . , X-dx= | 1----- + ------... + (-1) --------
x ol 3 5 2 n - l

X x= X -------  +  ■—
32 5

(2n - 1)2
= 1 .Dalamber alomatiga ko‘ra R = lim

(2n +1)
Intervalning chegaraviy nuqtalarida tekshiramiz.

« (-i)"-' » /"-П"
x = \ da qator va x = - l  da qator bo'Iadi.

(2n - 1)2 " ^~ tl(2 n ~ iy
Bu qatorlar Leybnits alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi.

Demak, qatorning yaqinlashish sohasi [-l;l]dan iborat. О

10-misol. j tn0 + -?)a!y integralni 0,0001 aniqlikda hisoblang.

&  j  lnQ+ x) V
о X о X H -1  r n + 1

dx =

1 1 + - 1
10 22 • 100 3M 000

* 0,0076 о

Dijferensiyal tenglamalarni taqribiy yechish

Aytaylik, /  = f ( x ,y )  differensial tenglamaning y(x0) = y 0 boshlang‘ich 
shartini qanoatlantiruvchi yechimini topish talab qilingan bo'lsin.

Bu tenglamaning yechimini у  =
y w(x „) 

n\
(x ~ x ay  ko‘rinishida izlanadi.
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Bu yerda j*jc.) = >e. y'(xa) = f ( x rj,ya)b o ‘\a.&i. y\x0)va boshqa hosilalar 
berilgan tenglamani ketma-ket differensiallash hamda x,y\y",... qiymatlar 
o‘miga x0,y'0,yl,... qiymatlami qo‘yish orqali topiladi.

Yuqori tartibli differensial tenglamalami Teylor qatori yordamida 
yechish shu kabi bajariladi. Differensial tenglamalami taqribiy yechishning 
bu usuliga ketma-ket differensiallash usuli deyiladi.

11-misol. y '= x  + y\ y(0) = 0, /(0) = 1 tenglama yechimi yoyilmasining 
dastlabki to‘rtta noldan farqli hadini toping.

®  У(0) = 0 + 0 = 0, ^ (0 ) = (l + 2 ^ ')U = l + 2 -0 -l = l,

УЧ0) *  (2 у'1 + 2yy')\^=2 • 1 + 2 • 0 • 0 = 2, 

yv (0) = (6УУ + 2уут)]хж0= 6 • 1 • 0 + 2 ■ 0 -1 = 0,

У*7 (0) -  (&y'ym + 6yr2 +2yy!v)\xM=&-l-l + 6 -02 + 2 -0 -2  = 8.

Demak, izlanayotgan yechim
x x3 2jc4 8.x6 , ■ 1 з 1 4 1 6v = —(- — + ---- + ----- yokl y = x + ~ x  + — x + — X . о
I! 3! 4! 6! 6 12 90

Differensial tenglamalami taqribiy yechishning yana bir usuli noma ‘lurrt 
koeffitsiyentlar usuli deb ataladi.

Aytaylik,
y’ + p(x)y' + q(x)y = f (x )  

differensial tenglamaning y(x0) = y0, y'(x0) = y’0 boshlang‘ich shartlami 
qanoatlantiruvchi yechimini topish talab qilingan boisin.

p(x),q(x) va / (x) funksiyalar biror (xc -  R;x0 + R) oraliqda x - x 0 ning 
darajalari bo‘yicha qatorga yoyiladi deb faraz qilib, tenglamaning yechimi 
y= ~Zcn( x - x ay  ko‘rinishida izlanadi. Bu yerda са,сх,сг,....~ noma’lum

л=>0

koeffitsiyentlar.
cQ va c, koeffitsiyentlar boshlang‘ich shartlardan topiladi: ca = yQ,c, = yv 

Keyingi koeffitsiyentlami topish uchun y - Y ,c n( x - x 0)" tenglama ikki marta
n=0

differensiallanadi,  ̂va uning differensiallari y" + p(x)y '+ q(x)y = f (x )  
tenglamaga qo'yiladi, p(x),q(x) va f (x )  funksiyalar yoyilmalari bilan 
almashtiriladi. Natijada ayniyat kelib chiqadi. Bu ayniyatdan qolgan
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koeffitsiyentlar topiladi. Hosil qilingan y = t 1c J x - x oy  qator (x0 ~R;x0 + R)
ir=0

oraliqda yaqinlashadi va y" + p(x)y' + q(x)y = f (x )  tenglamaning yechimi 
bo‘ladi.

12-misol. y” + xy' + y = x cosx, y(0) = 0, /(0) = 1 tenglamani noma’lum 
koeffitsiyentlar usuli bilan yeching.

®  Tenglama koeffitsiyentlarini darajali qatorga yoyamiz:

p(x) = x, q(x) = 1, /(x) = xcosx = x|\-:^  + ^ - . . . j .

Tenglamaning yechimini
у = c0 + c,x + с2хг + c,x3 + ...

ko‘rinishda izlaymiz.
U holda

У  = с, + 2сгх + Зс3х2 + 4cfx! +...,
У  = 2сг + 2 • 3 c}x + 3 • 4ctx2 +....

Boshlang‘ich shartlardan topamiz: c0 = 0, c, = 1.
Topilgan qatorlami differensial tenglamaga qo'yamiz:

(2c2 + 2 ■ 3c,x + 3 • 4ctx2 +....) + x (1 + 2c2x + 3c,x 2 + 4c4x3 + ...) +

+ (x + c,x2 + c,x3 +...)= x| 1 - — + - —  — + ...].
2 3 V 2! 4! 6! J

xning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlami tenglashtiramiz:
x° : 2c 2 = 0, 
x ' : 2 • 3c3 + 2 = 1, 
x2: 3 • 4cf + 3c2 = 0,

x3: 4 -5c, +4c,
5 3 2

x " : 5-6c6+ 5c( = 0,

Bundan c2 = ct = c6 =... = 0, c3 c5 = 1  c7 = - I .  

Demak, izlanayotgan yechim
3!’ 5 5Г ' 7!'

x x xy = x -  — + ---------+ ...
3! 5! 7!

ya’ni
y = sinx. О
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4.2.1. Funksional qatorlaming yaqinlashish sohasini toping: 

D Z - 1 - ;  2 )| ( -1  Г ' » - ;
Я-11 +  X

3) 4) I # ( x - 2);
*3 3 "-1

5> ! 2' 4 f )  6 )S ^ -
4.2.2. Qatorlaming tekis yaqinlashish sohasini toping:

о  £ ( - d- -т Ь  2>n-1 x  + n  "-1 ЫА — х  + и

3) t 4) X  sinwx—

Mashqlar

^ л/9- jc2 +и2

5) 6) i a r CJ - - ^ 4

4.2.3. Darajali qatoming yaqinlashish sohasini toping:

2)S x ;
3) 4 )*.i n ■ 2 *-> v3

'^ ( n + l y  -»-i и! v e
■П у (-1 Г (^  + 2 Г . 8ч у  (-1)”(дс + 4)1.

и’ +З ’ 0̂ (Зи + 2)• 2” ’и=0

дг2" тлч ^  * 3"
9) 10)t i n - 1 0 " ’ ZiS"(n2 +1)

12)% П ■ 3" 2 и - 1

13) t - ^ - l  14) l ( 2 - jc r s i n ^ .
»-isin п 1

4.2.4. Qatorlaming yig‘indisini toping:
ос ( f\«+lv2n-l „ yl”

t i  2/ j-l »-i 2n

3) i> 2"x "; 4) ± n 2x*~\
tt=I
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4.2.5. /(х) = х ‘ ~ 4хг - 2 х  + 1 funksiyani х0 = - l  nuqta atrofida Teylor 
qatoriga yoying.

4.2.6. f ( x ) = x 5 -x *  + x - l  funksiyani x0 = 1 nuqta atrofida Teylor 
qatoriga yoying.

4.2.7. Funksiyalami x ning darajalari bo‘yicha qatorga yoying:

1) = 2) f{x )-  X
4 — x w  3 + 2x’

3) f i x )  = - — -— r ; 4) f {x )  = ln(12x2 + 7x +1);
2 - x - x

5) / ( * )  = xe2**'; 6 )  / (x) = sin2 x cos2 x.

4.2.8. Darajali qatorlar yordamida 0,0001 aniqlikda hisoblang:

1) In 1,1; 2)sinl2'’;
3 ) J7 ;  4) ^520.

4.2.9. Darajali qatorlar yordamida integrallarai toping:

2) f ^ ;
X X

3 )| M j± 5 )^ ; 4) j COsx2A.
о X  о

4.2.10. Integrallami 0,0001 aniqlikda hisoblang:

1) 2) je^dx;
о X о

3)у г ® * .
о X  о

4.2.11. Differensial tenglamalar yechimi yoyilmasining dastlabki to‘rtta 
noldan farqli hadini toping:

I)  y' = x2 + y 2, y(0) = l ;  2) y' = 2 co sx-xy 2, y(0) = l;

3 ) y ’ = x y ' -y  + e\  X 0 )  = 1, / ( 0) = 0 ;  • 4)y" = ycosx  + x, y(0) = 1, y'(0) = 0 .

4.2.12. Differensial tenglamalarni noma’lum koeffitsiyentlar usuli bilan 
yeching:

1) y’ + xy' + y = 1, y(0) = 0, y'(0) = 0; 2) - xy'’ + у = X ,  Я 0) = 0, / (0) = 0.

264



4.3. FI RE QATORLARI

Fure qatorining yaqinlashishi. Juft va toq funksiyalarning Fare 
qatorlari. Davri 21 bo‘lgan funksiyalarning Fure qatorlari. Nodavriy 

funksiyalarni Fure qatoriga yoyish

4.3.1. 8S Koeffitsiyentlari 

an = — J/(x)cosnxdx, (n = 0,1,2,...), bn= — \f(x)sinnxdx, (л = 1,2,...)
f t  - x  f t  - X

formulalar bilan aniqlanadigan
d jp

f (x )  = — + Л) an (cos nx + bn sin nx)
2 i

qatorga davri 2к  bo‘Igan f ix )  funksiyaning [-я;ж] intervaldagi F ure qatori 
deyiladi.

H Agar f (x )  funksiya [a;A] kesmada monoton bo‘lsa yoki [<r,6] 
kesmani chekli sondagi qismiy kesmalarga bo‘lish mumkin bo‘Isa va bu 
kesmalaming har birida f (x )  funksiya monoton (faqat o‘ssa yoki faqat 
kamaysa) yoki o‘zgarmas bo‘Isa, f ( x ) funksiyaga [a;b\ kesmada bo'lakli- 
monoton funksiya deyiladi.

8S Agar f {x )  funksiya [a\b] kesmada chekli sondagi birinchi tur uzilish 
nuqtalariga ega bo‘lsa, f ix )  funksiyaga [a; A] kesmada bo ‘lakli-uzluksiz 
funksiya deyiladi.

Agar f (x )  funksiya [a;b\ kesmada uzluksiz yoki bo‘lakli-uzluksiz 
bo‘lib, bo‘lakli-monoton bo‘lsa f (x )  funksiya [a;i] kesmada Dirixle 
shartlarini qanoatlantiradi deyiladi.

2-teorema {Dirixle teoremasi). Davri 2ж bo‘lgan f (x )  funksiya [-я-; я-] 
kesmada Dirixle shartlarini qanoatlantirsa, u holda bu funksiyaning Fure 
qatori \-л\п\ kesmada yaqinlashadi. Bunda:

1) f ( x ) funksiya uzluksiz bo‘lgan har bir nuqtada qatoming S(x) 
yig‘indisi f i x )  funksiyaning shu nuqtadagi qiymati bilan ustma-ust tushadi: 
£(*) = / « ;

2) Har bir uzilish nuqtasi x„ da S(x„) = ———— bo‘ladi;

3) х - - жу& x - п  nuqtalarda S {-tt) = S(n) = — ̂ ?r + 0) + /(fr—0)
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1-misol. (-л ; я] intervalda f (x )  = x formula bilan berilgan davri 2л  
bo‘lgan funksiyani Fure qatoriga yoying (1-shakl).

1-shakl.
®  Bu fimksiya Dirixle shartlarini qanoatlantiradi. Demak, uni Fure 

qatoriga yoyish mumkin.
Fure koeffitsiyentlarini topamiz:

l ' f  , l x 2
= 0;

1 * 1a„ = — \ x cos nxdx ~—
7Г : x 7Г

1

f xsmnx ----Jsin nxdx

(cos пл  -  cos п(-л )) = 0;

-cos их =
n л

I f .  , II xcosnx= — I xsmnxdx =—-------
n L  - л  I n

+ — f cos nxdx
ni,

1 ( ' , ч 1 • I' 1 2 2 .  . ..  . 2= ----= -?TCOS/17r-7rCOSw(-7r) + —Sin/«i:| | = — cos пл = — (-1 ) =(-1) —•
пл

Shunday qilib, f (x )  funksiyaning Fure qatori quyidagi ko‘rinishda 
bo‘ladi:

x = £ ( - l ) " + —sin«x =2 . J^sinx sin2x sin3x . , ..+, smnx - ol  ̂ - ...+  (- !)  •
n Л  1 2 3 n

+ ...L О

4.3.2. Juft funksiyaning Fure qatori faqat kosinuslami o‘z ichiga oladi: 

bu yerda

f (x )  = ^r + 'Za„cosnx,
2. R=1

2 s 2 *  
a, = -\ f(x )d x , an= —\f{x)cosnxdx.

7t о о
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Toq funksiyaning Fure qatori faqat sinuslami o ‘z ichiga oladi:

/ ( * )  = !> »  sin их,

buyerda
2 *bn = — f f ( x )  sin nxdx. 
n Q

2-misol. [-n\7c\ intervalda f ( x )  =| x | formula bilan berilgan 2n  davrli 
/(x) funksiyani Fure qatoriga yoying (2-shakl) va yoyilmadan foydalanib
- 1 -qatoming yig‘indisini toping.

®  Funksiya juft. Fure koeffitsiyentlarini topamiz:
2 ,  2 x ’ = ж\

2 r  , 2 | j;sm « x
a„ = — jxcosnx<3a=— —

я  о л у  n 0 n \;

Shunday qilib,
i i ^  .-.л 7Г 4
N = - + £ — (( - !)  - l ) c o s n x = - - -

2 и-i П 7Г 2 71

-  — fsinnxdx = - -̂г-СОБИхГ = — ((-1)" -1 ). 
ПК п л

cos* cos3x cos(2h - 1 ) x
------------- + — — ------- + . . . + ------- — ----------- 7 T —  +  . . .

yoki

x = 0 deb, topamiz:

Bundan

(2я -1)

12 ;г~ (2 я -1 Г

V — l _ - £ l  
(2и - 1)2 ~ 8 '
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4.3.3. Davri 21 bo'lgan f (x )  funksiyaning Fure qatori
■£,( пж , . пжf ( x )  = ~ +  c° s — x + ba sin - j~x 

bo‘ladi, bu yerda

a0 = j f f ( x ) d x ,  an = ]-] f(x )co s~ ~ x d x , b„ = y } / (x ) s i n - ^ c f e  .

Davri 21 bo‘lgan juft va toq funksiyalarning Fure qatorlari quyidagicha 
topiladi:

Juft funksiya uchun
ч a. ^  П7Е

f{x )  = ~  + Y a, cos- r x’
Z  n=l I

bu yerda

aa = j j f ( x ) d x ,  a„ = j f  f i x )  cos ~  xdx .
/ 0 * 0 *

Toq funksiya uchun

bu yerda

St \ 't'L ■ ПЖ/(*) = 2 A sln^-*>л=1 /

b = — f/(jc)sin— xdx

3-misol. (—1;1] intervalda f (x )  = x+\ formula bilan berilgan 21 = 2 davrli 
funksiyani Fure qatoriga yoying.

®  1 = 1 uchun Fure koeffitsiyentlarini topamiz:

% = \(x + \)dx=(̂ ~

\

an = J ( x +4) cos n;m& =

= 2;
2

и = x + 1, 

dv = cosnmix, v =

du = dx 
sin nm

П71

= —  f (  ̂+ l)sin««|’ -  [smnmdx] =
пж \ U )

1 со snm ' 1
nn nn „I пгп г

ПЖ
■ 2cos пж +

1 
ПЖ

sinn;r

bn = j(x  + l)sinnmdx = — j ~ (x+  1)cos«ot|  ̂ -  jcosnxxdxj =

пж
2 (- l ) *_ ( i r . 2 

ПЖ ПЖ
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Demak,
, , 2 ^  (-1)”*1 sin/зж , 2 (  s'mm sin2* , ,.„+, sin лях ̂* + l = l + - £ — -------------= i + -  — -----------+ ... + ( _ i ) - --------------- I о

я „.1 n ж V 1 2 n )

4.3.4. f (x )  funksiya [-/;0] kesmada juft tarzda, ya’ni *e[-/;0]da 
f (x )  = / (-x) boladigan qilib davom ettirilsa, uning Fure qatori faqat 
kosinuslar va ozod haddan iborat bo'Iadi.

/O) funksiya [-/;0] kesmada toq tarzda, ya’ ni jce [-/;0] da / (* )= -/ (-*) 
bo‘ladigan qilib davom ettirilsa, uning Fure qatori faqat sinuslardan iborat 
bo‘ladi.

4-misol.(0;;rj intervalda berilgan f {x )  = x funksiyaning sinuslar va 
kosinuslar bo‘yicha qatorga yoying.

®  1) Funksiyani sinuslar bo‘yicha qatorga yoyamiz.

bn = —\x2sinnxdx = —
71 о 7t

x cosnx
+ — \xcosnxdx

По

я 2 cosnx 2jtsin/ix----------- + -----------
n n n

nxdx
n 0

2 (  7t COS/DC 2 ,J------------ + C0SAUC
7t\ n n =—[ - 1) - — (-1)" |. 7г\ n n

Demak,

„ f  sin* sin 2* sin3*= 2m —---------;—  + - 8fsin* sin3jc sin 5*- —I + — —  + -— —  + ... .
1 2 3 '") H  l3 33 5 

2) Funksiyani kosinuslar bo‘yicha qatorga yoyamiz.
2 n 12 f 2x1 a „ = - J *  dx = — r

Ж о 71 Ъ

2 Г 2 J  2an = —Jx cos nxdx = —
7C о 7t

/
x smnx

П о

fx  sin nxdx

A_
пя

x cosnx 1
n 0

Jcosraratc 4cos П7Г 4sin/i* . 4(—1)"

Demak,
, ж2 , ( cos* cos2* cos3**  = ----- 4 —5---------- r— + ----1 ■

3 I l2 2 32
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M ashqlar

4.3.1. T davrli f ( x)  funksiyani berilgan kesmada Fure qatoriga yoying:

П ) f{x) = n-2x, т = 2л, [-nr,ж], / ( x) funksiyani [0;л] kesmada juft davom 
ettirib;

ettirib;
13) f(x) = x, t ~  2, [-Щ  f (x )  funksiyani [0;1] kesmada toq davom ettirib;
14) /(x) = x \  T = in, Hr;*-], f i x )  funksiyani [0;я-] kesmada toq davom ettirib.

4.3.2. Qatoming yig‘indisini f ( x )  funksiyaning berilgan kesmadagi
Fure qatoriga yoyilmasidan foydalanib, toping:

1 ) /W  = *2. Т = 2я, {-л;л];  
3 ) f (x )  = x+\x\, Т = 2л, (-л;л];

2) f { x )  = x \  Т = 2л, (-* ;* ];  
4 ) А х )  = л - х ,  Т = 2л, (-л;  л];

7 ) f { x )  = l - \x \ ,  Т = 6, [—3;3]; 8 ) / (х )  = 2х, Т = 1, (0;1);

funksiyani [0;2] kesmada juft davom

1

NAZORA TI SHI
1. Ishora almashinuvchi qatomi yaqinlashishga tekshiring.
2. IntegraJni 0,001 aniqlikda hisoblang.

1-variant

2-variant



3-variant

4-variant

5-variant

6-variant

7-variant

8-variant

9-variant

10-variant

11-variant

12-variant

0,5

2. Jcos(4x2)<&.

2. Jsin x2dx.

2. } -  *i 40V16 + X4

0,5

2. jsin(4x2)rfjc.

*> л/256+ jc4

2.
о д:

0,2

2. j cos(25jr2)a!x.

0,4 _

2 . j  e 4 cfr.

25
2. J :

0 Vl25 + x5

0,1

2. jsin(100x2)<ix.



1 - s
(—1)"'

11=1 2л +1

i- И=1 J

13-variant

14-variant

M
In 1 + -

tix.
о *

° ,5

2. f - r 2 = .
0 Vl + x4

1- z
(_!)»-

15-variant

2. fe '^ d x .

16-variant

h «2+1
2. } cos —  dx.

о { 2 J

i .  z H O l .
£ f(2 n  + l)"

L

17-variant

18-variant

19-variant

20-variant

0 .4  1 p  2

2. r — ^—dx.
0 x

2. f e ^ ’dx.

Ay
2. J- **

J  40^81

I- E H )
2и +1 2. jsin(25jc2)̂ &.

21-variant

1. Z (-1 )‘
2и - 7  

3/7
2- j-

In 1 + ;
fibc.

о x
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1. j r H )" ”*.
я=1 3

i- £
м г

».i In n

22-variant

23-variant

24-variant

ЪК/27

15 l i t2.
+ x

j .
о X

н г »
6л + 7

2. jcos(100x2)<ft.

1- K - i r ' s i n ^ .
n=l Z

1. s
(~1)"2"

n\

25-variant

26-variant

27-variant

2. \ e ^ d x .

2- [
dx

о л/б4 + jc'

1- s
"•> v«

2 .  J c o s j c 2< & .

1. — )
f t  4 2 «  + l J '

28-variant

29-variant

2- f
0 V625

0,5 . i f !

2. j e  25<£c.

30-variant

H ) V - 3 )
»-i Зл2 + 2 2- f

о \ l  8  +  jc ’
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MUSTAQIL UYISHI

1. Qatomingyig‘indisini toping.
2.- 6. Qatomi yaqinlashishga tekshiring.
7. Qator yig‘indisini a  aniqlikda hisoblang.
8. Qatoming yaqinlashish sohasini toping.
9. Qatoming yig‘indisini toping.

10. Funksiyani xning darajalari bo‘yicha Teylor qatoriga yoying.

1-variant
06 1 00 1

1 у  1 2 У ____ —
n2 +15/1 + 5 6 ’ ’ n i(2 n - \)2

3 У 1 4 у  1
' ^хпЗ1"' ’ SJln"(«  + !) '

5- t ~ т — • 6. J (- l
^ и 1 п 23и £Г 3”

7. « = 0,01. 8. ±  x "

2л—1

Л-! n \  n«l П ' 3”
39 . 2 > + i)x ”-2. 10.

2 — x — x 1

2-variant
*• E , . A- 2. £ s m  *

n=i 2

n
3 ’ t i (2 n  + l)l + b

5. Ё  -  ! ,  ■ 6 . Z ( - i r ^ .
"»2 ( «  +  2 ) l n  л  ( »=i

7. or = 0,001. 8.
Й (Зи)! й у п

9. f >  + 4)x"~\ 10. in(l - дг-6jc2)-
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3-variant

1. Z ---------------■% 9пг - З п - 2  % n2+l
3 £ 2 4 » + 2)! 4. x fa rcsin -

Я=1 Tl n=\\ П

5* 5 ( и - 1 ) 1 п и ' 6 ' 5 ^  И-4”

7- a  = 0,01. 8. X (x ~ 3)".я«1 3« 4=1 и!

9. f>(2H + l)jc"+2. 10. хЧ А -Ъх .

4-variant

L  ?  

3. £
#7=1

5- Z

4и2 -  9 
и"

n-i (и +1)! 
1

V(4« + 3)3 '

7. a  = 0,01.
*=1 Я

9. f;(2 * 2- / i - 2 ) x n+\
n=0

1
2 - Z  , ,«-i/г - 4 и  +  5

2и J 
» 1 

6. L ( - i ) ’ - r - .»=! ШПЛ

8. £ ( 3  + *)*,
n=i

j q  sh2x -  2x

1 - z

з. Z

5" -2"  
10”  

и + 4

5- § (£ ? )'■
7. £ ^ 1 ) 1  a  = 0,01. 

£(2и )!

9. £ (л + з )* -2.

5-variant

2 - I
л/и2 + 2и

4- § ( i r n

6- M s r J  
8.

10. (x -  l)sin5jc.
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6-variant

1- I
3" + 4 ”

3-Z ,«=1 n\

5. Z

„ i  12" 

2 "

1
»-2(« + 2)1п2й 

7. § ( - § } " ,  „ -0 ,0 1 .

9. Z(/i + 5 )jr ‘.

2- Z
1 + и

м\. 1 + и3

4. f  arcsin—
stv 3”

6. l
(и +1)!

8 . Z ^
n=I л !

10.
sh3x -1

1- I
1

3. Z— 3”
^2"(2и + 1) 

1
5. Z —

Й (« + 1)1п2(п + 1)

7. Z ^ - .  a  = 0,001. 
tx 3”n!

9. Z (2 « 2 + 5« + 3)jc”+1.

7-variant
2. Z («  + l)/g— -

n-i _5

4. Z Sin4-Л n

6. ZH)" In 1 + -
„-1 V n

8. Z 

10.
20 -  x — x

8-variant
l .

S f« 2 + Л -1 2  
3 ^ (2и + 1)!

' £  2”(h!) '

5. Z- 1
»->\/(Зл-2)4 '

(-1V
7. У — — ---- , a  = 0,0001.

»?\(2n + l)\n\

9. Z(2n2 - n - \ ) x \

2 - Z
и=1

4. Z

2 и -1  
~ 2 и 2 + 1 

Зи -1
Зи

1
6. Z (-i)" t!

(и + i) 2

8. £
Й (Зи +1)2"

,  „ sin 2*
1 0 . --------------- c o s 2 jc.
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9-variant

1. z 1

3 .S

*а9п + Ъ п -2  

2и + 1

»=•' л/л- 3
15. У-

»-2(2я -1)1п2,«

7. f i = 9 L  а  = 0,00001.
Щ 2 п ) Я

9. Ё(и+зк-'.

Я
2 .  £  1 - c o s -  L

4- § (Ш Г  
6.

»=i wv«

8. £ ( x  + 5 y t g ± .
я=1 3

10. (3 + е~*)2.

® 7 "  _  •»"
1. У - — -  

21”

и + 4 
и!

1

3. Zп4

5. У»-i(3/j + l)ln2 л

7. V  J z P_  а  = 0,0001. 
=Г (2« + 1)!

9. |;(/1+4к-2.

10-variant
2- X -

4. s f ~ ~ T  =Jl Зи + lJ
1

8. X (2-Jc)”sin^-.
и=1 2

10. V16 -  5х.

!• Z:

з. f —.
И=12

5-Z
1

(2и +1) In 2и

7. а  = 0,0001.
Z1 п"п\

11-variant
2 у  ”

»-1 и22У« + 5

4- S ( * S 7 - J -
1

6. K - i y ^ — .
»=i v 5 « - l

s . i 4 * ”-п.1 и

9 . ]Г (и 2 +  5и + 3 ) х \ 10.
12 + х - х
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12-variant

1- I 12
»-i36«  +  12и — 35

3. ± ± . ,
»r*l П

1
»-i «In 5 л

7- i w -  “ =0’001'
9- Y.{n\ -2n-\)x"+2.

4. S3”

6‘ S (

8. 1 ^ : .
S i  ( 2 и  - 1 )  

10. (x - \ ) sh x .

1. z
9"-2"  

18"

3. ± < ? r

5 - Z

»-i (2и)! 
4 + й

Л*1 16 + и

7- I
( - 1) "

a  = 0,01.

9. +
я=3

11. У •
и=2 Л  +  f t  “  2

з .  £ -" 2+3
и=1 (й 4* 1)!

15. £ —
^ (2 и -1 )1 п (2 и -1 )

7- «  = 0,01.
л*! 2

9. Ё («2 + и + 1)*“ 3.

13-variant

14-variant

2. £ и  е" - 1  .

4- 1 ( ‘" * 5 гй:) ■ 
6. £<-!)■ 5" +1

7 и -2

8- Z 

10.

3"*”
n=l / j !

х2
л/4 —5л:"

2. ]Tnsin
и=

4 - Ё

1
л=1

и-И У* 1
-и , и J *3"‘

н + 4

8 - I
«!

10.

» -1 (и +1)” 
arctgx
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15-variant

1. Ё — г - 2------- ■
9и + 12и-5

3 у- 1' 4 ■ 7 • — • (Зи -  2)

5 у ______ i______
Й (и  +  5)1п2(и + 4 )'

? ^ (-1)"(2и + 1) а  = 001
£  и3(л + 1)

9. Ё(« + 2)х-3.

_ ” и2 + 4
2 - 2 > ^ п -л=1 п + 3

4- i f — Т ^ -*=î  п J 5 
1

8. £ " * ■ .
И=1 Л

10.
V27 -  2лг

16-variant

1- £
п=

3. Ё
п«=1

5 - Ё

8”-3"  
24"

3”(«2-1 )
и!
1

7. Z

л ф п  + 2)1 ' 
( - 1) "

~ ( 2 и - 1 ) 3(2« + 1)

9. Ё (и 2 + 2и + 2 К +2:
л=0

а  = 0,001.

2 - 1
Г л  Ч2

« и 2 -!

4. 12"
и + 1

1
6‘ !г ( !) (2 и -1  )3 

8- Ё ^ ~ 1Г

10.
и=12" (и + 4) 

6
8 + 2х -  х2

1- — •»=| п + 4п + 3

5 - 1

Зи + 1 
л1пЗ”

1
и=2 (3/2 -  1)1ПИ 

(-1)"
7. У

Л -1 и ( я 2  + 1 )

9. Ё (« + 5)х”“2

а  = 0,001.

17-variant
2. Xarcsin

и + 1 
и3 -  2

6. К - 1 )«=1

8- Ё

1
и1п п

(х + 2 Г 
п=1 \1п2 + W /г + 1

10. (jc -  l)c/zx.
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18-variant

i- E l
*-i 16n —8л — 15

 ̂ ^ (3n+2)! 
' 10"n2

5- Z 1
Й 0  + 2) In2 n

7- «  = 0,001.(-1)
»=-i (w3 +1)

9. £ ( 2 и2 + 7й + 5)д:"+'.

12. У
л-i п г -  In  n

4  g /  2n2 + Is)
И2 +1 J

6. Z(-i) п - 3  
n2 - \

8. £  J f z i l L ,
(2и -1)3"

10. ln ( l- jc -1 2 x 2).

1
i-  £  ,/»=! 4и2 +8и + 3

3 ^ 3-5-7 -...-(2и  + 1) 
‘ ^ i2 -5 -8 - ...- (3 « - l)

5 - Z
1

»-2 (n + 3) In 2 n

г  U r i j  ■ a = m -

9. i ( n  + 4)*" .

19-variant
*■) ^  1 , n2- L r r arcts

4- Z

i i i f i  6 4 ^ , -  

n2 + 2 ’
~ 1 2 я 2+1

6. z c - i / f - ^ - Tn=i \  5 n + 1)

8. z (* + i r .

10. 2xsin2| — \ - x .

1- z

3 .  £

Иа) 14 

n"
л-i (и + 2)!

5. £ — — .
л-2и1п3 2я

7- «  = 0,0001.
и«1 1n

9. £ ( и 2 - 2 « -2 )x " * '.
n=0

20-variant
2 71

sin-
2. Z- 3n -1

3"
6 - Z ( - 0 "  .2и + 2

8- | ( т Г
1 0 . l n ( t - * - 2 0 x 2).
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21-variant
1

l .  У
л=1 4 / г 2 +  4 /2  — 3

00 (  Q Л
3. £  — и6- 

5- £ [ & ? ) ’■
7. у  J z l l L  а  = 0,001.

^(2н)!2и

9. Ё(и2 + 7и + 4)л”-

* 1 1
2. Zr?=sin --п»1 \  п w

/  «  Y4. £ 2

6. К - 1 )
л=1 

8 - Ё

10.

V /j+ ij
1

(3« + 1)" 
п ( х  -  2)"

л-1 /2+1

6+ JC-JC

22-variant

7. f ; L J £  а  = 0,001.
£  2" и!

„ * 1 яг
2. £ ------arctg T r = = .

П-1 И -  1 V/2 — 1
И -Г "

1

4. £4"
я*1 V

6. Ё Н Г ’т ^ - ^ -  *=1 (2« —1)!

8 у  2Ч£+1Г  
'  h  п(п + 2) ‘

10. 1п(1 + х -1 2 х 2).

1. V _____ ______ .
n* 1 9и2 + 2 1 /2  — 8

3 у |Ь 5 -9 - ...- (4 и -3 )
' & 1 -4 -7 -...-(З и -2 )'

5 - 1
1

и1п(и -1)

7. y _ iX Z L _  « =  0,001.
S 4 ”(2n + 1)

9. Ё 0 2+6и + 5 К +|.

23-variant

2- I ;и=1 ^

4. | |2 ”-‘е-". 

6- 

«•
10. ( 2 - е 1)2.
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24-variant
» 4" — Ч"1. y p - J - .

Zi 12"
7t3. (2w + l)sin—.

*  15. у ____ _____ .
w=l и1п2(2и + 1)

7- «  = 0,001.n=0 ( ft + 1)
9. £ ( л2- я + 1К.

«=■0

1 - 1Я*

3 . Ё

1
Л*1 4 n1 + 8n + 3 

(« + !)*
и!

1
21n(n2 -1 )

7 - 1 (-1)"n
(»3 + D2

, a  = 0,001.

9. S(» + 6K-'.

25-variant

2. 5 > 4 ?
5л-
n

Ъпг -1 
4и2 + 2и +1 

/i + l
/Т=1

4. I

6. Н - 1 ) ”
л

8 . Z
(2 х—ЗУ‘

»-1 8"

10. 1п(1 + х - 6 х 2).

2- X
1

Vw + 3 

2” 1

e r" -1

4. X

6. Х И У ^ -/.=1 Z

8. I  

10.
rf/гл/и 

1
V 16-3 jc '

1- Z
1

а 9и -1 2 /1 -5

3
w=I

5- ЁS  (и -  2)л/1п(и -  3)

7. Ё Ц ^ >  «  = 0.01-я-1 j
9. Ё(2и2-2/г + 1)*\

26-varian t
во 1 ^

2. X ~ r = sin

4- Xi

Vn+T л/« + 1
2и2 + и + 0

»-il3/j +/J + 1J

6. К -1 )"
2и + 1 

/г(и +1)

10.
\ 2 - x - x
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27-variant

1- I
1

з . £ —

л«=1 4 и +16n + 15 
и!

ml 5 ”(и + 1 ) !

5. Ё
1 + и 

\1  + и2
7. £ ( - 1)Ч2я +_1) а  = 0001 

£  (2и)!и!

9. £(»»’ +2»

и + 1
И л /Й

2 - S

4- а м  ■
2"-’

6. Z ( - i )
я=1

8 -Ё^т-и  Я

10. 1п(1 + 2х — &х2).

1. t i  20”

з. Ё—-< л ия»1 4

15 У —
^ (и  + 1)1п3(п + 1)

7. У (~1)Д , а  = 0,01.
^ (и  + 1)"

9. Ё **”~2-

28-variant
со 1 Я

2. Z - r arcsmT -T ==. 
я-i v «  V w +1

4. I -
/I

Я“1 / О  « ,2(2w +1)2

6. Е Н ) ”
Я=1 

8  • £

10.

Зи2 +1 
(*-1)”

и=12й (w + 4) 
х

Щ - х

1- £
п=

во
3. ЕЛ = 1

5- Ё

1
ы й ! +7и + 12 

1 -7 1 3 - . . .(6 и -5 )
Й 2-3-4-...-(л  + 1) 

1
— гг~Л~1 „2ил/1п(3и -1)
- (-ГГ 2 

7. У ) ■ а  = 0,01. 
h n 2(n + 3)

9. Ё (и + 2)*”~2-

29-variant

2 - Е
и2+ 2  
иэ + 2

1 г4. У arcsin—  . 
л=1 3 ft J

6. £ ( -1 )Я=1

8. Ё
# *  + 1 )‘~

л/и(х-3)"
и!

10.
6 -  х -  х1
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30-variant
1

1 У -
% 4л2+ 8 п - 5

3. ^  + 3)!

5 - Z
1

- •  ф п  + 1 3 ) 5 '

-  С-П'"1
7. — , « = 0,001. £з"(л + 1)’
9. Ё(2й2+ и + 1К"'.

a l l *  . .

i«  V4w + 3

4. .
Й З Ч  5п )

и »  + 56. 5 > »
Л=1

8 - Z

10

3"

з-(*-1)'
l/it

arcsm *-*

NAM UNA VIY VARIANT YECHIMI
1. Qatoming yig‘indisini toping:

1.30. jr—— -̂----- .
4я + 8# — 5

®  Qatoming umumiy hadini sodda kasrlar yig‘indisiga keltiramiz:
e i  i  i  f  i______
a" 4иг + 8 и -5  (2л-1)(2и + 5) б1.2и-1 2n + 5)

Bundan
1/ 1 1
613 9

1(1 1 
615 И

- Ч 1 1
^  617 131 6 V. 7 

U holda
5 . Л Г 1Л ] Д Г 1 Л ,| + 1 Г 1 _ П + 1 Г 1 _ П + „.+ 1 М  ._______

6V 1 )  6^3 9 )  61,5 l l j  6 V7 13j 6 V 2и — 1 2и + 5
1Л 1 1 1 1 1 1 1 1 1= — 1----- Ь--------1-----------1-----------Н...Н---------- 1----------
б1 7 3 9 5 11 7 13 2л -1  2и + 5

1

1

Bundan

= I 1 + i + I _ _ J -------------------------- ,
б {  3 5 2и + 1 2и + 3 2и + 5;

IimJ. = Ihnlfl + i  + I — ?_____ i_____ Ч  =
3 5 2и + 1 2и + 3 2п + 5)  90 

23Demak, qator yaqinlashadi va uning yig‘indisi — ga teng. О
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2. Qatomi yaqinlashishga tekshiring:
w 1 О fr

2.30. У -s in  ,
n-i n  v 4 / »  +  3

®  Qatomi yaqinlashishga taqqoslashning limit alomati bilan 
tekshiramiz. Etalon qator sifatida umumiy hadi b„ = -Д= bo‘lgan

n -J n

yaqinlashuvchi qatomi olamiz.
Berilgan va etalon qatorlar hadlari nisbatlarining limitini topamiz:

1 . 2л  - 8 1 1 1 - ; =  i— „
lim—  = lim —----- -- = lim—  • sin . - =
"-**> л  *-*- я - л / 4 и  +  3

«л/Й
2?г

. .  л / й  2л- -J4 n  +  3  г  2 л / й= lun-------- , ■ —.■----- т = l i m - 7 =  = l.
я -  л / 4 я  +  3  2яг  ”-~“ л / 4 л  +  3

л / 4 и  +  3

Demak, taqqoslashning limit alomatiga ko‘ra berilgan qator 
yaqinlashadi. о

3. Qatomi yaqinlashishga tekshiring:
3.30. jH w +3)!.

<§> Berilgan qatorda a„ = ^  + 3 -̂, awl = + 4 !̂ ■ U holda
n" (и + 1)"

ВшЗ-L = lim----------------------- = u J ! L ± ± ) . f _ £ . T  = lim— 1 —  = i
"-“ a, ”->“ •(« + !) -(и + 3)! ,'-*Ч,и + 1// V.H + 1J "-“ f  П  e

< 1.

1+»J
Demak, Dalamber alomatiga ko‘ra qator yaqinlashadi. О

4. Qatomi yaqinlashishga tekshiring:

4.30. Г̂ ± 1
Й 'ЗЧ  5и

®  Qatomi yaqinlashishga Koshining ildiz alomati bilan tekshiramiz:

1
Н ш ^  = И т » Л ^  -lim *  ^ ± 1  Л и т  

» «->» Y 3 ” v  5 И  ; « -*  3 V  5 n  J 3

Demak, qator yaqinlashadi. О

1 +
5n - * < i .

3
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5.30. f  7............... .
^4ДЗи + 13)5

®  Qatomi yaqinlashishga Koshining integral alomati bilan 
tekshiramiz:

( у —  = limj , A  —  llim - 1
" * I / ' t ___ ■* *>\5 Я—»+OQJ Л / / O  t  5 '2  П-*4<в4

5. Qatomi yaqinlashishga tekshiring:

V(3jc + 13)5 < \j(3x + 13)5 3"-“ V3jc + 13

Л. 1 1 "I 2hm-
”-~V 4£+13 V l6 ; 3

_ _ 4  
3

Xosmas integral yaqinlashadi.
Demak, Koshining integral alomatiga ko‘ra berilgan qator yaqinlashadi. О

6. Qatom

6.30. f x - i y

6. Qatomi yaqinlashishga tekshiring:
-и-1 и + 5 

3"
®  Qatoming yoyilmasini yozamiz:

14»-i/J + 5 6 7 8 9 , ,ч„_,я + 5У (-1) ------ = ------- + -----------+ ... + (-1)” 1-------+ ...
t* 3" 3 9 27 81 3”

Demak, qator ishora almashinuvchi. Bu qator hadlarining absolut
00 л + 5qiymatlaridan tashkil topgan £ —— qatomi Dalamber alomati bilan

3”
yaqinlashishga tekshiramiz:

v a*+i i- и + 6 3" 1.. и + 6 1 ,h m -s i = hm— ----------- = - lim — - = - < 1 .
a, 3”* n + 5 3 и + 5 3

m fi ̂  ^
X —— qator yaqinlashadi.
n-1 3"

Demak, berilgan qator absolut yaqinlashadi. О

7. Qator yig‘indisini a  aniqlikda hisoblang:

7.30. ' S — — , or = 0,001.
^3"(/i + l)

®- Qatoming yig‘indisi S = Sn +R„ ga teng bo'ladi, bu yerda 
R„ -qatoming и -qoldig'i. Misolning shartiga ko‘ra | Rn |< 0,001. Ishora 
almashinuvchi qatorlar uchun qatoming qoldig‘i moduli bo‘yicha bimchi 
tashlab yuboriladigan haddan kichik bo‘lishi kerak, ya’ni | Rn \<an+1.
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Berilgan qator uchun I Rn |< ■ ~+ -  ^ 0 ,0 0 1 tengsizlik bajarilishi kerak.

Bu tengsizlik n = 4 da bajariladi. Demak, qatoming yig‘indisini topish uchun 
birinchi to‘rtta hadni olish yetarli bo'ladi:

£  (г1)".. и J ------L  + _ J------- _— = 0,137. о
£f3"0 + l) 3-2 9-3 27-4 81-5

8. Qatoming yaqinlashish sohasini toping:

8.30. ■
»«1 \jn

<&> Qatoming yaqinlashish radiusini topamiz.Berilgan qator uchun

в- ,= Щ 7 Г
Bundan

3”-3V^TI l= lim -p. —— = -■
—> \fn ■ 3 3

Demak, qator + ya’ni oraliqda yaqinlashadi.

Intervalning chegaraviy nuqtalarida tekshiramiz.
2 « (—П"

* = -  da qator Х т = ~  ko‘rinishni oladi. Leybnits alomatiga ko‘ra
3 л-i

R = lim

1) I >-!=>-!=>...; 2) Iim-J= = 0.
\/2 \I3 ’“ ifn

2
Demak, qator jc = -d a  yaqinlashadi.

4 00 1 *x = -  da qator Z~f= ko‘rinishini oladi. Bu qator uzoqlashuvcm.
3 »=i V«

Г2 4^Shunday qilib, qatoming yaqinlashish sohasi I dan iborat. О

9. Qatoming yig'indisini toping:
9.30. | > 2+6и + 5)*“ '.

л=0
<S> Qatomi uchta qator yig'indisiga keltiramiz:

Z(2«2 + л + l)x”+l = 2jc]£wjx” + xj^nx" + x ^ x " .
/1=0 л=0 и=0 и=0

Наг bir qatorning yig'indisini alohida hisoblaymiz:

Ё*" = r ~ >  I ■*!<!;n=0 1 — ДГ

287



„.О Кб n-0 с~ ---  * ---  ” ' " ~''2dx dx\*-o J d x y l - x j  (1 -jc )

2 > V = * f > V ~ 1 = х£-^-(пх”) = х^Ц  j | =
»=о n=o n=o dx dx V dx \  и-о

= X ± . ( X± { J - ^ = X * (  x

yoki

c&t̂  d x \ l - x J J  сЬс{(1-хУJ (1 — хУ
Bundan

^✓„2 „ x(x + l) X 1
У  (2 n + n  +  1)jc = 2 x ----------- -  + x ----------г г  +  дг---------
£oV ’ (1 -x )3 (1 —Jc)a 1 - x

, . 2x3 + x 1 + x , , , л  
Х (2и2+и  + 1)зс” 1= — -----——, I jcI<1. О
n=Q (1 X )

10. Funksiyani xningdarajalari bo6yichaTeylorqatorigayoying:

10.30. arcsin-*~A
X

Avval / ( x) = arcsinx funksiyaning qatorga yoyilmasini topamiz. Buning 
uchun

/'<*) = -7= = т  = (1 - х гр
V 1-x

funksiyani qatorga yoyamiz, Bunda
(i + , r = 1 + f ; 2 f c ! M 2 r l ± j ) , .  ==

„=i nl
a ( a - 1) 2 a { a  -l)---(a - n  + l) , . .= l + ca + —----- + - ---------- -—------------x  +... , —1 <лг<1;

2! и!
yoyilmadan foydalanamiz. U holda

_ 1 1 т i и  i
f \ x )  = (1 - x2) 2 = 1 + - xJ + - •  - x4 + -------X6 + ...
J w  ; 2 4 2! 8 3!

bo'ladi. Bundan
I

/ ( x )  = arcsinx = J ( l~ x 2) 2dx =
, 1  3 , 1-3 5 , 1-3-5 , , 1-3-5-...-(2и-1) ^„+1 ,

= x  + -----X -t----- ---- X H------------- X +...H---------------------------------X +.,.
2-3 2-4-5 2-4-6-7 2-4-6-...-(2и)-(2и+1)

kelib chiqadi. Demak, berilgan qatoming Teylor qatoriga yoyilmasi

arcsinx-x  ^  1-3-5-...-(2я —1) . , 0
x Si 2 • 4 ■ 6 •...- (2и) ■ (2и +1)

288



F О YD ALAN I LG AN ADABIYOTLAR

1. A.Sa’dullayev, G.Xudoyberganov, X. Mansurov, A.Vorisov,
R G'ulomov. Matematik analizdan misol va masalalar to‘plami.
-Т., « 0 ‘zbekiston», 1992.

2. Yo.U. Soatov. Oliy matematika. II tom. - Т., «O’qituvchi», 1992.
3. Yo.U. Soatov. Oliy matematika. Ill tom.- Т., « 0 ‘zbekiston», 1992.
4. Sh.I.Tojiev. Oliy matematikadan masalalar yechish.

-Т., « 0 ‘zbekiston»6 2002.
5. B.A.Shoimqulov, T.T.To‘ychiyev, D.H.Djumabayev. Matematik 

analizdan mustaqil ishlar. Т., 2008.
6. Y.P.Oppog'ov, N. Turg‘unov, I.A.Safarov. Oddiy differensial 

tenglamalardan misol va masalalar to‘plami. -Т., «Voris-nashriyot», 2009.
7. Н.С.Пискунов. Дифференциальное и интегральное исчисление. 

4.1 и -М: 2001.
8. А.П.Рябушко и др. Сборник задач индивидуальных заданий по 

высшей математике. Ч. 2- Минск, Высшая школа, 1991.
9. О.В Зимина, А.И.Кириллов, Т.А. Сальникова, Высшая 

математика. М.: Физматлит, 2001.
10. П.С. Данко, А.Г. Попов, Т.Я.Кожевникова. Высшая математика 

в упражнениях и задачах. 4.1. -М.: 2003.
11. К.Н.Лунгу, Е.В.Макаров. Высшая математика. Руководство 

к решению задач. 4.2 - М.: “Физматлит”, 2007.
12. Черненко В.Д. Высшая математика в примерах и задачах. 2 том. 

СПб. “Политехника”, 2003.
13. Пушкар Е.А. Дифференциальные уравнения в примерах и 

задачах. М.: МГИУ, 2007.

289



JAVOBLAR

1.1.1.5 = --■ 1.1.2. V = \xy(2R + ̂ R 2- x 2- y 2).
2 о

1.1.3.5  = ̂ ( a - 2 x X a - 2y)(a- 2z)(2x + 2y + 2z~a). 1.1.4. r = - ^ ~ .  1.1.5. 1) f(A )  =
4 x + z  4

f{B ) = ^ / (C) = £ l z 2 l .  1.1.6. i ) / ( ^ ) = ~ ,  д в )  = ^ ^ ,  Я с ) Ж ~ / / ..
xy x 'y 2 2 xy x 2y 2

1.1.7. f (x,y) = ^ L .  1.1.8. f (x ,y )  = 3x-4y .  1.1.9. 1)1 X<°’ { X>0’ ;
ax + by [l + jc S y ^ l- x ,  [l-JC <.ySl + JC.

x 2 V 2
2)— -yg-< l; 3 ) x 2+ y 2 *9; 4)(jr + l)2 + (> -2 )2 >9; 5)j:2 -  j»2 > 25; 6)0 < x 2 + y2 < n\

У 2 ~  f 2 2
7) jc2 + y2 < 1,; 8 ) | y S A; 9 )y  = -2x; 10) 9 < * 2 + y2 <;16; ll)l-oktant; 12) —  + ̂ - < z ;

I'-* >\У  16 25.**0, }>*0 1

13) 0 S ? + / S z 2, z* 0 ; 14) { Jc2+J,Z+z2<1’; 1 5 ) 4  + 4 - 4 ^ 1 ;  16) 0 ^ x  + ̂  + z<2a.
|* * 0 ,;y * 0 ,z * 0  a2 b2 c2

1.1.10.1)12; 2) mavjud emas; 3) mavjud emas; 4)0; 5)0; 6) mavjud emas; 7)1. 8)1,
8 ’

9)e; 10)i ;  11)— ; 12)i; 13)-6; 14)+®. 1.1.11. 1) mavjud emas; 2)(0,0); 3)(0,0); 
e 3 2

4)(4,-l). 1.1.12.) x - ± y  to‘g‘ri chiziqlarda uzilishga ega; 2) y 2 =2x  parabolada uzilishga 
ega; 3) x + 2 y + z - 6 - Q  tekislikda uzilishga ega; 4) x2 + y2 +z2 =1 sharda uzilishga ega.

1.2. Bir necha о ‘zgsaruvchining funksiyasini differensiallash
1.2.1. Axz = 0,31; &yz  = 0,04; Az = 0,33. 1.2.2. Axz = -0,96; Ayz = 0,82; Az = -0,258.

1.23. 1) z'x = 4x3 -8ду!, z  ̂= 4y3 -  12x3y 2; 2) z'x = y —^ , z ' = x  + - ;  3) z'x = -? =  + -)=,
x x 24x y y

1.1. Bir necha о ‘zgsaruvchiningfunksiyasi

x +y

6) < = — r^ ~ T ’ = ~4 7) ^ = f 1 + - V . < = - e ' ;  8) z< = (5 + (ln(5 + xy) + ry), X + .У '  X +y К X J

z 'v =  * 2(5  +  x y Y ~ l \ 9 )  z '  =  c tg ( x  -  2 y ) ,  z '  = - 2 c tg ( x  -  2 y ) \  1 0 )  z'c =  4  =  — Л ------- ;
x +e y x +e y

11) z' = — Iny, z' + 12) z ' = Inj», ẑ , = xy'y(l + lny); 13)и' = 4x3 +3z - y ,

uv -  z 1 - x, u' = 2>>z + Здг; 14)â . = yze™, uy = jcze^ + 3y 1, ы' = xye™ -  20z3;
У г

15)i/'r = -yzsin x(cos)-^4, m', = z(cosjc)'* lncos*, u' = y(cosx)'* Incosx; 16)u't = - -~ - zx Inz,
X
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и'у =— z x Inz, и' = ^ z* ■ 1.2.4. l )d xz = y 2xy'~ldx, dyz = 2yxy’ \nxdy, dz -  yx^i^-dx + llnxdy^.

2) dxz  — j cos + 3* . W  d z = - dy, dz = \ cos x  + - — -\dx + dy.
\  x + у  J r xг + у   ̂ x + y 3) x + у

1.2.5. 1) du = ~7——r-f— ^ XZ dx— dy + d z 2 ) d u  = y**(zlnydx + —  dy + jcln^ab'l.
X +y  v x +У x +У )  l  У J

1.2.6.1) 1,98; 2)0,04. 1.2.7. 1)2,87; 2) 1,054. 1.2.8. -  = -2e2‘
dt l+ e "

1.2.9. — = sin2/ + e'(sm/ + cos/-+2e'). 1-2.10. *L = 1. 1.2.11. —  = e*(3t2 +5t + 1). dt dt t dt
j.2.12. ^ = - Ц .  1.2.13. *  = 2(1+3e0_ 1.2.14.— = 2u3 sin 2v, — = a4cos2v. 

dx l + x dx x du dv
1 . . .  dz 5e"+l' dz Se"*" ,  , , ,  dz 2 dz 21.2.13. —  = ——-----— , —- =  —-----—г -  1.2.16.

du (2e“+ev)2 ’ dv (2e“ +e")2 dx x + y ’ dy x + y

1.2.17. *  =0, ^  = -1. 1.2.18. 1) —  = — ;2) ±  = Z !± g -+.£ l;3) ±  Л ;  4) » a * * ± 2>. 
йх Зу <& l -лу jrv dx 2 dx x(y-l)

1.2.19. 1) f ^ =  2^- 2) rf2>'-  4(д,+>’) 1.2.20. 1)
<&2 x2 ’ <ir2 (jr + j> + l)3 cbc 3x y - z ’ dy 3 x y - z ’

^  dz _10xy + 2z3 dz _ 15x2y 2- 2 y z  dz _ z(y-zsin(x + z)) Sz _ xz
> -  . 2 , _2 »■£“ 3  _2 >3) Tcbc j/2 -  блг2 ’ Эу ^2-6яг2 ’ й* лу + z2 sin(x + r) ’ dy xy + z2 sin{x + z)’

4) * = b £ ( * ± £ Z l  ^ = ( i ± £ ) « £ ± f b ^ )  L221 j\  4x_ 4y - z - 2  = 0 
& jc(x + z)e*^-r Sy y(x(x + z)e’v‘ - l )

£ Z 2 = ZZ1 = £ Z 2 ;2)4*-Z  = 0, £ z l  = Z z l  = £ z l ; 3) * - j ,-2 z  = 0, ^ z i  =
4 - 4  -1  4 0 - I  '  1 - 1 - 2

/|\1 т n x ~ l У 2 э , т ,д n X + 1 y ~ 3 z + 24 ) 2 x -z -2  = 0, ----- = —= — ; 5) x -3 v  + 2z + 14 = 0, ------= ^ ;
• 2 0 - 1  1 - 3 2

6) x + llj> + 5z-18 = 0, — = ^  = — . 1.2.22. 1) = ------, z ' = z ' =
1 И 5 ” (х + У) * (* + >03

z ' -  4* ■ 2 b '  2j^  z” =z* -  x l ~ y l  z ' = 2j^
" (x + >)3’ (*2+ / ) 2’  ̂ ^ (,x2+ y 2)2’ ” (x2+ y2)2'

1.2.25. z" = 4x(3/  1.2.26. z " = (x 2y 2z 2+3xyz+l)e^.
yx (x2+ y2)3 m

1.2.27. d2z = —^rdx2 +—dxdy, d lz ^Щ-dx3 -■̂ Tdx2dy.
X X  X  X

L3.Bir necha о ‘zgaruvchi funksiyasini ekstremumga tekshirish
1.3.1. l ) 2Hh= r(l,-l)  = -3; 2)zmi„ =z(l,l) = -1; 3)zmm = z(l,l) = z(l,-l) = -2;

4)zmm = z{42 -л/2) = z(-V2, V2) = -8; 5)zmm = z ( l-3) = 17; 6)zmn = z(5,2) = 30;

7)zmix =z(4,4) = 12; 8) ekstremum nuqtasi yo’q; 9)zm„ =z[^  ^ | = ( ^ ’
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1.3 .2.1) = z(0,0) = 0, zagklci = z(-2,0) = z(0,-2) = -4; 2) z ^  = z(0,6) = z(4,0) = 12,

êng kick. ~ — —7, 3) Zgngko( — 2(2,—1) = 13, ZengJtich. ~ Z(M) ~ ̂ (O,—1) = —1;

4) = 2(4,2) = 64, z ^ hch = z(0,0) = z(0,6) = z(6,0) = z(0,2) = 0; 5) = z ( 2 , |j  = 1,

= ^ 2 - - j  = - - ;  6) z ^ fa = _ j  = 2V5-3, = z \ -  A  - - l j  = _2V5-3.

1-3.3. D z ^  = z(l,3) = 10, zmin = z ( -1,-3) = -10; 2)zmio = z(2,2) = 4, zD„  = z(-2,-2) = -4;

3 ) z _  = *(-1,-1) = z(l,l) = 1 = z(-l,l) = zOL-1) = -1; 4) z _  = z { l  I j  = I ;

5) 2ш» = ̂ I ’l )  = In ' Z™ = Z(1’°-> = °’ 6') 2““ = 2(°’~!) = 0. *mm = 2(0,1) = 0,

г = f_ f l  (Г| = —  = f E = = / -  E - f l )  = -32^
"** \  \ 3 ’\ 3 J 9 ’ Zmi“ ^А/З’Л3j  9 ’ Z°"x \  \ 3 ’ \3_j 9 ’

* _  = j = - ^ ; 7 )  ^  = { ! . ! ) = 1 ; 8) z^ = z(_1'0)=zao)=3’

z ^  = z(0,l) = z(0,-1) = -2; 9) z ^  = z(U) = 2; 10) = z(4,2) = ± -  11) z ^  = ^ I . I j  =

12) z™ =z(l,l) = e.l.3.4.a = b = y2F ,  И = Щ ~-  1-3.5.x  = y  = z = ^ ~ .

1.3.6. 1) _y = 0,74* + 1,55; 2) y  = 2,llx + 0,43.

2  2.ЛШ karrali integrallar
{  I З Л  4 л/25-у-

2.1.1. 1)(8я-;56;г); 2)(0;1); 3)1 — 8;-=- j ; 4 )(4;64). 2.1.2. \ ) \dx] f(x ,y )dy ,  2)\dy \ f(x ,y)dx ;
V з ;  о x о з £

2

О 2-/r+T 8 2-х 3 3 4 3 5 -$25-у*
3) | dx |  f{x,y)dy + \dx  j f{x,y)dy, 4) \dy  } / ( * , y)dx + jdy jf(x ,y)dx + jdy j/(x,y)dx.

-I -2-/x*l о -iV̂ +i 0 3 0 4 0

2.1.3. 1)2; 2 ) ^ ; 3 ) ^ ; 4 ) I l n 32. 2.1.4. 1) Ц ;  2 ) |A ; 3 ) ( e - l ) ( e '- l ) ;  4)ж -2;

5)— 2— + t ; 6 ) - ;  7) 8 ) i(e 6-3 e2+2); 9) — ; Щ ~  11)— ; 12)21n2; 13)18тт;
4 4 6 6 105 15 3

14)— ; 15)—1пЗ; 16)18;r; 17)— ; 18)3я-; 19)18; 2 0 ) - .  2.1.5. 1) - ;  2) — ; 3) I n - - ,
3 2 3 2 2 6 3

4) |~ 6 1 n | ;  5)3(я- + 2); 6)4; 7)31n3; 8)24tt. 2.1.6. 1) Щ - Л )  3) 4л/2л-; 4)

= z g , | J  = z (-4 ,-2 ) = 8e'2; 12) = *(-2,0) = Д

6-Л. 2.1.7. 1) — ;2)8^1п2: 3)8; 4 ) - - ;  5) —; 6)8гт;7) — , 8 ) - — , 9)-1пЗ; 10)72.
6 105 35 21 15 4
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2.1.8.1)^-;2)104. 2.1.9.*, = f-, у. Л . 2.1.10.*, Л  у с = 1  2.1.11./ = ^ .  2.1.12. 1у =4.
4 3 3  2 5 ' 1 5

Z2. Uch karrali integraUar

2.2.1. 1) -26; 2) е-1; 3) 4 ) 1 .  2.2.2. 1) 4; 2) - L ; 3 )1 ; 4)8; 5 ) ^ ;  6)8; 7 ) ^ ;

* > % £ :  9 ) ^ ;  Ю) 2.2.3.1) 1 ;  2) 18; 3) 16»; 4) 2.2.4. и  = ̂ .

2.2.5. с{0;0;-Ъ .2.6. cfo;0;— 1 2.2.7. / 0 = ^ 1 .  2.2.8. / г 32л̂ 5
з ;  V 8 j  5g “ 5g г 135

2.3.Egri chiziqli integrallar

2.3.1. l ) y ;  2 ) | ;  3)5^5-1; 4)16; 5)10; 6 ) ^ ~ ;  7 ) ~ a 3; В)2тЛ1;  9)4»(l + 4»2);

1 0 ) ^ .  2.3.2. 1) 2) 3) ^ i ;  4) e2 + l; 5) |a b ( b - a ) ;  6) a) 2яК2; b) | ;  с) 12»; 

d) 24»; 7)7; 8) 2.3.3. 1)-1; 2 )я/?4. 2.3.4. 1)» = ̂ * * +xsmy-cosj>+<7;

2)M = jiy+e*smy + C.2.3.5. — . 2.3.6. — . 2.3.7. 24*. 2.3.8. Aay. 2.3.9. 2.3.10. —.
2 3 8 6

2J.11. mb. 2.3.12. 6ж г\2.3.13. 2л{аг +лЬ2). 23.14.

2.4.Sirt integration

2.4.1. 1)54^4; 2 ) ^ | ;  3)Щ ^- 4)3»; 5)8л-; 6 ) ™ ,  2.4.2. 1)3; 2) j ;  3 ) j  4)4®;

5) f ; 6) ~ f -  2.4.3. 1 )4  m bc, 2 ) Ш гк, 3) ^ -(16a+ 3*»);4 ) ~ n R 5 2.4.4. 1 ) - ^ ;

2) -4» . 2.4.5, 1) 14; 2) Vm T. 2.4.6. — ». 2.4.7. яЛ2. 2.4.8. 2.4.9.
9 2 2

2.5.Maydonlar nazariyasi elementiari

2.5.1. 1)V2; 2 ) ~ - ,  3)^— -; 4 ) ® ; 5 ) 2 + Д б ) у ;  7)0. 2.5.2. 1)6; 2 ) | ;  3) л/33;

4)4л/10. 2.5.3.1) 2 ) | .  2.5.4. 1) x = C,y, y  = C2z; 2) x = Cley, y  = C2z ’ ;

3)3jc2+2z2=C„ _y = C2. 2.5.5. 1) д: = 4яй3; 2) - .  2.5.6. 1) 108»; 2) —  R :5; 3) 6яй2Я,6 5

4) »; 5) - ;  7)4». 2.5.7. 1) - ;  2)2. 2.5.8. 1) abx; 2)2»; 3) -8» ; 4)18. 2.5.9.1) 6; 2) 5.
6 3

i.l.Birinchiiartibli differensial tenglamalar
3.1.1. mv'+ kv2 -  0. 3.1.2. mv'+ kv = 0. 31.3. mv'= mg -  &v2. 3 .1 .4 .m v '-i—= 0.

v
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3.1.5. /+ -£- = 0“ 3.1.6; зГ-* = ±Ц-. 3.1.8. 1) х*+уг =С*; 2) х1- / - у  = С; 
2х У У

3) у  = С(х + 1)е *; 4) у  = arccoseCx; 5) у  = ——; 6) tgx tgy ~ ±1; 7) ех +е~у = С;
sinx

8) дг3 + у3 -3j> = С; 9) sin .у cos х = С; 10) tg = C -sin—; 11) -Jl-yz = arcsinx + C;

12)-^^—= С; 13)j> = e**; 14);y = 2sin2x — ; 15)y-x  = lnxy; I6)y = ̂ l + elx;
1 +  y  2

П )у = х + Се~*; 18)j> = C + In|x + 2>’ + 2|; I 9 ) j4 x -2 y - l  +21n|2 - j 4 x - 2 y - l  = -x + C;

20) t g f 1 = — + 1.3.1.9. Х)у = Схг -х, 2)y1-2 x y -x 1=C; 3)y = x ln i^ i;
\  2  ̂ x + C у

4)y+ J x 2 + y2 =C; 5) — + In|y C |= 0; 6)arctg— = In[Cx|; 7)e * = ln|Cx|;
2j> x

8)j> = arcsin(Ce); 9 )2 ^ ^  + In|^ |= 2 ; 10) _y3 = y 1 - x 2; 11) x2 + ,y2 + xy + x - y  = C;

12)(у+2)2 =C(x+y  —1), y = -2; l3)x+2y+51n |x  + > -3 |=  C; 14) 2 > -x - ln |2 x  + y-lj=C.

3.1.10. l ) r '  = - ^ ? _ ; 2 )z ' = ^ — 3.1.11. y 2=2cfx + ~ ) .  3.1.12. у  = (x + y)2. 
x - z  4z \  2 )

,nK fl3.1 .13.l).y = (2x + l)In |2x + l|+C(2x + l) + l; 2 ) ^  = 1 + —!-----=i; 3 ) x  = y 2+Cy,
cos*

4)x = Cy2 3.1.14. l ) y  = x*+Cx2; 2) y  = x ln \x \+ —; 3) y  = - ---- - ■■+—; 4)y = sinx.
у  x x

■ ™ lfi _ e' -  )  3.1.17. !)>- = -------------------------■

2) y -

y  = e* _

1

x\ |31n с
V X

" 3) y 2 = xln

к { ) "  (x + l)(C + ln|x + lj)
С ; 4) У = , т-т1 , 5)y= — - ------; 6)>- = 1l + ln|x|+Cx (x + C)cosx’ (1 + jt3) c o s jc

3.1.18. l ) x 2 + 2xy -2y2 +C; 2)4jylnx + >>4 =C; 3)x3 + 2xy-3y=C;  4)хе~у - y 2 =C; 5)

X2 +xin\y\-cosy = C; 6) x4 - x 2_y2 +^4 =C. 3.1.19. 1 ) x -  — = C; 2)x2y + 2x = Cy,
x

3)x-e~y cosx = C; 4)x 2 + sin2 у  -  Cx. 31.20. l)x = (l + p)ep +C, y  = p 2ep;

2) x = —= }=  + C, y=  ^ = ;  3) y  = p-Jl + p 2, x  = 2-sjl + p 2 -  In | +  p 2 - 1 1 + ln |p | +C, >> = 0;
4 p ~  1 -Jp - i

4) x = ep +C, y = {p - l )e p\ 5) x = p3- p  + 2, У = ^ р 4 ~ ^ p 2 +C;
4 2

6)x = 2 p - ln | p |, y  = p 2- p  + C: 1) x = 21n)p \-p ,  y  = 2 p - ^ p 7 +C;

8) x = p : - p - 1 ,  >- = | p 3- i p 2+C; 9) y = | x 2+C, .y = -2 x -~ y  + C, 10) у  = (47+1+С)г.
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з>” < ^
2

y = m xh ^ у = с х + с ~ ^  y = - ^ h r y 7)y=Cx+^  у = ^ - ; 8 ) у = с х +1  у = 2 ^ ,

3.2. Yuqori tartibli differensial tenglamalai

3.2.3. у ' > 0. 3.2.4. y' < x2. 3.2.5. I) у  = xarctgx-\a\\ + x2 [+Clx+ C1; . -

2) y  = — x1 In |* |——x3 + Ctx+C2; 3) y  = ——sin2x+—Cxx2 +C2*+C3;
6 36 8 2

4)^ = ̂ 3х+7С,д:3+ 1 с 2х2+С3*+С4; 5)y  = ± S r ^ C , x - i y  +C2; 6)j' = C1Jr(ln|л|-1)+Сг; 
ox о 2 3C |

7) j- = - — +C,ln|x|+C2; 8) /  =2e*(x2-4x+ 6) + Clx+C2; 9) ln -^ — = C,*+C2> > = C;
4 y+C,

10) * = + Q y+ C 2) y  = C\ 11) (jc+Cj)2- / = C , ;  12)x+C2 = > + C t ln |^ |;

13)>> = j  + C,ere<gjc+C2; 14)_y = (C, ln |* |+ C 2)x; 15)^2 = j x 3+C,x + C2;

16) y = -jc3 Л * 2 +C,xln| x |+C 2x + C3; 17)^ = C2ec,jr‘; I8)>> = -----y  = 0.
6 2 v

3.1.21. 1)х = Се>-Цр + 1), у = Се'(р-\)-рг+г, =

I f - ) '
3.2.6. l)y  = —In | cosx|; 2) >> = -xsm x-2cosjc + j:; 3) у = —(x3-Зж2+6jc + 4);

6

4) y  = j x 2J 2 x - ~ - ,  5 )  ctgy = n - 2 x \  6) = —In | jc — 11; 7) у  = 3x, 8 )  y  = e 1 .

3.3.Chiziqli bir jinsli differensial tenglamalar
3.3.1. 1) chiziqli erkin; 2) chiziqli bogMiq; 3) chiziqli bog‘liq; 4) chiziqli erkin.
3.3.2. 1) у  = Cxx + C2(x2-1); 2) у  = С,*3 + C2x 4; 3) y  = Cle2x+C1xe2*; 4) у = C\sinjc + C2cosx

3.33. 1) y = C ,—  + C2 — ; 2) y  = (C .-C 2x)ctgx+C2; 3) y  = C,e~x + C2eu ;
X  X

4) y  = C\ sin2jc + C, cos2x 3.3.4. 1) у ' - — у' + \ у  = Ч,2) у" + tgxy' = 0; 3) у '-6у '  + 9у = Q\
X X

4) 4у' + 9у = 0. 3.3.5. 1) у  = С,е,х +С2е~2х;2) у  = С]е('-Л)х+С2е(' ^ )х- 3) у  = (С, +Сх)е1х\

4) у  = (С, + С2х)е 3 ; 5) у  = e'lx(Cl cos5x + C2sin5x); 6) у = е^С ,cos-  ̂+ Сгsin^j;

7) у  = С: +С2е* +С3е-2х; 8) у  = С,е* +е2х(С2 cos3x + C5sin3x);
9) у = (С ,+C2x)cos2xi (С ,+Ctx)sin2x; 10) у  = С,+С2х + С3х 2+е,х(С,+С5х).
3.3.6. 1) у = 4е-3'-З е-3' ; 2) у  = хе4х; 3 )у  = 2 + е"; 4) у = 2ех +(х-1)е2х.

295



3.4.1.7 = C,x2 + C2x + xex. 3.4.2. Г = C,x5 + C2x4 +~x.  3.4.3. Y = (C, + C2x)ex + ~

3.4.4. Г = С1+С2е '* + |е * + |х 5- х 2 + 2х. 3.4.5. 1)7 = (C, + C2x)e* + x(lnx-l)er ;

2)7 = C, + C2ex -sine*; 3)7  = C, cosjr + C2sin.ir + sm.xln|sinx|-.rcosx;

4)7 = C, cosx + C2 sinx + y ^ — . 3.4.6. 7 = C,e* + C2eu  +y,, l)y , = e 2 ) y 2 =3xe2*;

3) y3 = e * (2x2 + ж); 4) y4 = e* (cosx -  sin x).
3.4.7. 1) у  = A + (Axx + Bl)e2x + x-((A2x 2 + Вгх -t-D^cosx + (Лгх 2 +Вгх+ D,)sinx);
2) у  = ,4 + x(.^1x + ,BI)e*+e'(/4jC0sx + £2sinx);

3) у  -  x( Ax + В) + (A,x%.+ B,x + D,]e” + x- ((A2x + B2)cosx + (A,x + B3) sinx);

4) у  = Лх2 + x(A,x + Bl)ex + (A2x +B2)cosx + (A}x  +B3)smx. 3.4.8. 1)7 = C, +C2e~* +x2 +x;

2)Y = (Cl +C2x)ex +x + 6; 3) 7  = e* (C, cosx + C2 sin x) + -  (x + 1)2; 4)7 = C, + C2e3jt - x3 - x2 -

3.4. Chiziqli bir jinsli bo ‘Imagan differensial tenglamalar

5)Y = Ct +C2e-x +e*; 6)Y = Ctex+ C2e'x - - x e ' x; 7)Y = (С\+Сгх)ех + - x }ex:
2 6

8) 7 = C, + C2e4'  + — (2*2 -  x)e4‘ ; 9) 7 = (C, + C2x)e~x + -sinx;
16 .... 2

10)7 =C,eu  + C2e3 ,+ j (5cos 3x-  sin Зх); 11)7 = C, cosx+C2 sin x -  ~ x 2 cosx + ixsinx; 

12)7 =C, +C2elx -  j^ x  + - y j c o s x - ^ x  + jjs in x ; 13)7 = C,ex +C2e6x + ~^ex(5cosx-sinx);

J  1 K\v -  r  J-Г a1* ■ *-* ■ M -J ■  ̂ , 1914)7 -C .e5* +C2e“31 +— e31 (6sinx-cosx); 15)7 = C,«21 + C2e +— ex +—ix2+ -x +  ,,
' 1 2 37 2 2 6V 3 18/

16)7 = C, cosx + C2sinx + i(x - l) e '  +e'*; 17)7 = C, + C2x + C3e'Jf + xe~';

18)7 =C, +(Сг + C3x)e* + - x 2(x-3)e'; 19)7 = C,er +C2e~* + C3 cosx + C4 sinx + — xex\
6 4

20)7 = C, + C2* + C3ex + C4e~* - | x 3. 3.4.9. 1)7 = C,e2‘ + C2e' + e2*(x-ln(ejr +1))

2) 7 = (C, + C\x')ex + ie^-vM -x2 + xarcsin^

3,5. Differensial tenglamalar sistemalari

3.5.1. I)y' = y,, y[ = Zyx- i y ,  2)y’ = y,, y \= y 2, y\ = y2 +y2-xy,; 3) >>; = cosx + sinjr-y2, 
y' = 4cosx + 3sinx+3y,-4y2; 4)y,’ = y„ y\ = y4, j>; = y5, у ;= 2 у ,-у г, y ;= y ,~ y 2+x.

3.5.2. 1) у, = С, x, у2 =±т]С2 ~(\ + С 2)х2; 2)у, = С,е* + С2е '* -1, у2 ~ ± л] с хех - С 2е~*-х\

3) у, =С ,С /''\ Л =С2ес'*; 4)у, = С ,х-^ -, у2 = -С ,х -^ ;  5) у, =С,е" + C2<r3\
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у г = е *  + s i n j f - c o s J t ,  у 3 =  е *  + s i n x  +  c o s x ;  2 ) y l = e ‘ - l ,  у 2 =  (1  +  х ) е ‘  -  х ,  у г =  х ( е *  - 1).

J > У \ = е  t ' —j c o s . * - t - t - 2 s i n * ; ,  у 2 — е  ( о ,  s i n x — ь 2 c o s x ) ,  о  ) у х = е  c o s j t  +  l - 2 s i n x j ,

4.1.1. l ) i l ;  2)j~ ; 3)y^-; 4)~; 5)1; 6)~; 7) uzoqlashadi; 8) uzoqlashadi; 9 )^ ; 10)8;

11) uzoqlashadi; 12) uzoqlashadi. 4.1.2.1) yaqinlashadi; 2) uzoqlashadi; 3) yaqinlashadi;
4) yaqinlashadi; 4.1.3.1) uzoqlashadi; 2) yaqinlashadi; 3) yaqinlashadi; 4) yaqinlashadi.
4.1.4.1) yaqinlashadi; 2) yaqinlashadi; 3) uzoqlashadi; 4) uzoqlashadi. 4.1.5.1) yaqinlashadi;
2) yaqinlashadi; 3) yaqinlashadi; 4) uzoqlashadi. 4.1.6.1) yaqinlashadi; 2) uzoqlashadi;
3) uzoqlashadi; 4) yaqinlashadi. 4.1.7.1) yaqinlashadi; 2) yaqinlashadi; 3) uzoqlashadi;
4) yaqinlashadi; 5) yaqinlashadi; 6) yaqinlashadi; 7) yaqinlashadi; 8) yaqinlashadi;
9) yaqinlashadi; 10) yaqinlashadi. 4.1.9.1) yaqinlashadi; 2) yaqinlashadi; 3) yaqinlashadi;
4) a  > 0 da yaqinlashadi, a  <, 0 da uzoqlashadi; 5) uzoqlashadi; 6) uzoqlashadi.
4.1.10. 1) absolut yaqinlashadi; 2) absolut yaqinlashadi; 3) absolut yaqinlashadi;
4) shartli yaqinlashadi; 5) shartli yaqinlashadi; 6) uzoqlashadi; 7) uzoqlshadi;
8) absolut yaqinlashadi; 9) absolut yaqinlashadi; 10) absolut yaqinlashadi.

4.2.2. l)(-co;+oo); 2)[-2;2]; 3) (-«>;-юо); 4) [-3,3]; 5) (-°о;-к»); 6) (-оо;-ко), 4.2.3. l)[-3;3);

*= „ У? *•

4.2.Funksional qatorlar

2) - | 4 ) ,  3)[-2;2); 4 ) 1 - ^ - ; ^ ] ;  S)(~e,e); 6 ) ( - Щ  7) [-3 ;-l]; 8) <-6;-2];) _л/з
2 ’ 2
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4 .2 .4 .  1 ) arctgx, | х |< 1 ;  2 )  - i l n | l - j c 2| , | л | <  1; 3 )  ^  ■- | х | - Д ;  4 )  ]  + Х | х |< 1 .
2  1 ' ( 1 - 2 х )  2  ( 1 - * )

4 .2 .5 .  / ( х )  = $ - Щ х  + 1) + Щ х + 1 ) 2 - $ ( х  + 1)3 + ( х  + 1)4 .

4 .2 .6 .  f ( x )  =  3 (д :- 1 )  +  7(дг- 1)2 +  9 ( л - 1 ) 3 + 5 ( д г - 1 ) 4 +  ( д г - 1 ) 5. 4 . 2 .7 .  1 )  f , — , ( - 4 ;4 ) ;
Я=Ю 4 Я+

(-,;!); 4)W ; ^ ,  f-i;!

9) (-л/10;лЯ0); 10) [-2;2]; 11 )[-2 -л Я ;-2  +л/З] ; 12) 13){0}; 14)(0;4).

S  3"+1 1 2  2 /  ' 2”+1 J ’ 4 7 £  n 4  4 ’4
ay ‘Jif Zn+1 ao >уАм—3 2n

5 )e Z ---- ;— > (-°°;°°); 6) DC-1)”'1 , ■, (-«>;«>). 4.2.8. 1)0,0953; 2)0,2094; 3)1,6487;n=i n\ „ш\ (2 n)\
ec 00 %-я

4)8,0411.4.2.9.1)C + £ ( - l ) " — — — — (-^>;+«);2) C + ! n |* |+ £ ^ - - ,  (-®;0)u(0;+oo);
w=o (2л + 1д2и + 1)! „=i П’М

«  г л  80 г 4л+1

3 )Z ( -1 )”' ' ~ , 4 )£ ( -1 )" 7Г-ГТ-:— —, (-<о;+оо). 4.2.10. 1)0,2398; 2)0,2449; 3) 0,1991; 
я-1 Л ^  (2л)!(4и + 1)

4)0,7635. 4.2.11. 1) у(х) = 1 + х + х г + - * э; 2) .К*) = 1 + 2 * -  —  - - х э;

3>**>=1+T * f r £  4> ^ )=1+т +т +ш- 4ЛЛ2Л)1 (-1Г!Й  <-"«*
2 )  I -------~ ....  --------. ( -о о ;+ о о )Ря-i (2я +1)?

4.3. Fure qatorlari

43.1. 1) / W  = £ l  + 4 S (-1 )”^ ; 2) / W  = | : ( - 1 ) { ^ - ^ 1 U W;
3 „=i n „,i ^л n J

3) / W  = ^  + z f-^ -((- l)" - l)co srac  + - ( - l ) " +,sinn*]; 4) /(х )  = я- + 2 ^ ^ ^ ;
fr=l \  701 H  J  и=1 f t

5 ) 6 ) № >- f
-4 ч 1 12^, 1 (2n-lW „  r, . , 2^,sm2n®c7)/W  =  ------ —  c o s ^ — ~~ — x\ 8) f ( x )  =  I -------£ ---------------;

2 я-2 ;й (2я-1Г  3 «
q\ ч 3 6 .A 1 . (2л -  1)ж
9 ) / w * r ;  § a ^ 5 ” - ^ — ' ;

10) = ----------- -1-1”  . '.in-—  I; 11) „ „ . I v - * 0 " 1!-
4 я-(2и-1)2 3 и 3 /  ; ; U  ггй  (2л+ 1)

.12) / W  = ^  + - i f ^ - c o s (gn ^ - 4 - cos^ )  13)/ W  = - £ ( - 1 ) " '4 2w -l 2 л'тг 2 J л-^i /?

1 4 )  f ( x )  = 2 ± ( * (  - ^ - ' s i n n r  + 1  ^ +- 4  4 3 . 2 . 1 )  £ l ;  2 ) 1  
^  Л яг ( 2 «  + 1 )  /  12  4
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Ilova
Ayrim chiziqlarning grafiklari va tenglamalari

R radiusli aylana

r = aq> (a > 0)

Arximed spirali

r = a^lcos 2q> (a > 0)

(хг + у2)2- а 2(х2- у 2)= 0

Bemulli limniskatasi Uch yaproqli gul To‘rt yaproqli gul

Yarimkubik paraboh Astroida

О 2m

x = a(l -  sin t), 
у  = a(l-cos(), a > 0

Sikloida
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